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DEMONSTRATIO  NOVA  THEOREMATIS 


OMNEM  FUNCTIONEM  ALGEBRAICAM  RATIONALEM  INTEGRAM 

DNIUS  VARIABILIS 

IN  FACTORES  REAT.ES  PRIMI  VEI,  SKCUNI1I  GRADUS  RESOI.VI  POSSE. 


1. 

Quaelibet  aequatio  algebraica  determinata  reduci  potest  ad  formam 
xm+ etc.  +M  — 0 

ita  ut  in  sit  numerus  integer  positivus.  Si  partem  primam  huius  aequationis  per 
X denotamus,  aequationique  X = 0 per  plures  valores  inaequales  ipsius  x sa- 
tisfieri supponimus,  puta  ponendo  x ■=  a,  x ~ 6,  x = y etc,  functio  X per 
productum  e factoribus  x — a,  x — 6.  x — y etc.  divisibilis  erit.  Vice  versa,  si 
productum  e pluribus  factoribus  simplicibus  x — a,  x — 6,  x — yctc.  functionem 
X metitur:  aequationi  X = 0 satisfiet,  aequando  ipsam  x cuicuuque  quanti- 
tatum a,  6,  y etc.  Denique  si  X producto  ex  m factoribus  talibus  simplicibus 
aequalis  est  (sive  omnes  diversi  sint,  sive  quidam  ex  ipsis  identici):  alii  factores 
simplices  praeter  hos  functionem  X metiri  non  poterunt.  Quamobrem  aequatio 
m"  gradus  plures  quam  m radices  habere  nequit;  simul  vero  patet,  aequationem 
m11  gradus  pauciores  radices  habere  posse,  etsi  X in  m factores  simplices  resolu- 
bilis sit:  si  enim  inter  hos  factores  aliqui  sunt  identici,  multitudo  inodorum  di- 
versorum aequationi  satisfaciendi  necessario  minor  erit  quam  m.  Attamen  con- 
cinnitatis caussa  geometrae  dicere  maluerunt,  aequationem  in  hoc  quoque  casu  m 
radices  habere,  et  tantummodo  quasdam  ex  ipsis  aequales  inter  se  evadere : quod 
utique  sibi  permittere  potuerunt. 
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2. 

Quae  hucusque  sunt  enarrata,  in  libris  algebraicis  sufficienter  demonstran- 
tur neque  rigorem  geometricum  uspiam  offendunt.  Sed  nimis  praepropere  et  sine 
praevia  demonstratione  solida  adoptavisse  videntur  analystao  theorema  cui  tota 
fere  doctrina  aequationum  superstructa  est : Quamvis  functionem  talem  ut  X sern- 
per  in  m factores  simplices  resolvi  posse,  sive  hoc  quod  cum  illo  prorsus  conspirat. 
quamvis  aequationem  m"  gradus  revera  habere  m radices.  Quum  iam  in  aequatio- 
nibus secundi  gradus  saepissime  ad  tales  rasus  perveniatur,  qui  theoremati  huic 
repugnant:  algcbraistac , ut  hos  illi  subiicerent,  coacti  fuerunt,  tingere  quantita- 
tem quondam  imaginariam  cuius  quadratum  sit  — 1,  et  tum  agnoverunt,  si  quan- 
titates formae  — 1 perinde  concedantur  ut  reales,  theorema  non  modo  pro 

aequationibus  secundi  gradus  verum  esse,  sed  etiam  pro  cubicis  et  biquadraticis. 
Hinc  vero  neutiquatn  inferre  licuit,  admissis  quantitatibus  formae  a~\-b\J — I cui- 
vis aequationi  quinti  superiorisve  gradus  satisfieri  jK»sse,  aut  uti  plerumque  ex- 
primitur (quamquam  phrasin  lubricam  minus  probarem)  radices  cuiusvis  aequatio- 
nis ad  formam  af-bsj — I reduci  posse.  Iloc  theorema  ab  eo,  quod  in  titulo 
huius  scripti  enunciatum  est,  nihil  differt,  si  ad  rem  ipsam  spectas,  huiusque  de- 
monstrationem novam  rigorosam  tradere , constituit  propositum  praesentis  disser- 
tationis. 

Ceterum  ex  eo  tempore , quo  nnalystae  comperti  sunt , infinite  multas  ae- 
quationes esse,  quae  nullam  omnino  radicem  haberent,  nisi  quantitates  formae 
a-j-b\‘ — 1 admittantur,  tales  quantitates  fictitiae  tamquam  peculiare  quantita- 
tum genus,  quas  imaginarias  dixerunt,  ut  a reatibus  distinguerentur,  consideratae 
et  in  totam  analysin  introductae  sunt;  quonam  iurc?  hoc  loco  non  disputo De- 

monstrationem meam  absque  omni  quantitatum  imaginariarum  subsidio  absol- 
vam, etsi  eadem  libertate,  qua  omnes  reccntiores  analystae  usi  sunt,  etiam  mihi 
uti  liceret. 


Quamvis  ea,  quae  in  plerisque  libris  elementaribus  tamquam  demonstratio 
theorematis  nostri  afferuntur,  tam  levia  sint,  tantumque  a rigore  geometrico  ab- 
horreant, ut  vix  mentione  sint  digna:  tamen,  ne  quid  deesse  videatur,  paucis 
illa  attingam.  ‘Ut  demonstrent,  quamvis  aequationem 

xr*  + Axm~'  Bjc’*-*  + etc.  +,W  = 0 
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sive  X 0,  revera  habere  m radices,  suscipiunt  probare,  X in  m factores 
simpbces  resolvi  posse.  Ad  hunc  finem  assumunt  m factores  simplices  x — a, 
x — 6,  x — yetc.  ubi  a,  6,  y etc.  adhuc  sunt  incognitae,  productumque  ex  illis 
aequale  ponunt  functioni  X.  Tum  ex  comparatione  coffficientium  deducunt  m 
aequationes,  ex  quibus  incognitas  a,  f>,  yetc.  determinari  posse  aiunt,  quippe 
quarum  multitudo  etiam  sit  m.  Scilicet  m — 1 incognitas  eliminari  posse,  unde 
emergere  aequationem,  quae,  quam  placuerit,  incognitam  solam  contineat.'  Ut 
de  reliquis,  quae  in  tali  argumentatione  reprehendi  possent,  taceam,  quaeram 
tantummodo,  unde  certi  esse  possimus,  ultimam  aequationem  revera  ullam  radi- 
cem habere?  Quidni  fieri  posset,  ut  neque  huic  ultimae  aequationi  neque  propo- 
sitae. ulla  magnitudo  in  toto  quantitatum  realium  atque  imaginuriarum  ambitu 
satisfaciat? Ceterum  periti  facile  perspicient,  hanc  ultimam  aequationem  ne- 

cessario cum  proposita  omnino  identicam  fore , siquidem  calculus  rite  fuerit  insti- 
tutus; scilicet  eliminatis  iucognitis  d,  y etc.  aequationem 

«'"-f-Aa"1- 1 etc.  0 

prodire  debere.  Plura  de  isto  ratiocinio  exponere  necesse  non  est. 

Quidam  auctores , qui  debilitatem  huius  methodi  percepisse  videntur,  tam- 
quam axioma  assumunt,  quamvis  aequationem  revera  habere  radices,  si  non  pos- 
sibiles , impossibiles.  Quid  sub  quantitatibus  possibilibus  et  impossibilibus  in- 
telligi  velint,  haud  satis  distincte  exposuisse  videntur.  Si  quantitates  possibiles 
idem  denotare  debent  ut  reales , impossibiles  idem  ut  imaginariae : axioma  illud 
neutiquam  admitti  potest , sed  necessario  demonstratione  opus  habet.  Attamen 
in  illo  sensu  expressiones  accipiendae  non  videntur , sed  axiomatis  mens  haec  po- 
tius videtur  esse : 'Quamquam  nondum  sumus  certi,  necessario  dari  m quanti- 
tates reales  vel  imaginarias,  quae  alicui  aequationi  datae  m ' gradus  satisfaciant, 
tamen  aliquantisper  hoc  supponemus;  nam  si  forte  contingeret,  ut  tot  quantita- 
tes reales  et  imaginariae  inveniri  nequeant,  certe  effugium  jiatebit.  ut  dicamus 
reliquas  esse  impossibiles.'  Si  quis  hac  phrasi  uti  mavult  quam  simpliciter  di- 
cere , aequationem  in  hoc  casu  tot  radices  non  habituram , a me  nihil  obstat : at 
si  tum  his  radicibus  impossibilibus  ita  utitur  tamquam  aliquid  veri  sint,  et  e.  g. 
dicit,  summam  omnium  radicum  aequationis  etc.  = 0 . esse 

=r  — A,  etiamsi  impossibiles  inter  illas  sint  (quae  expressio  proprie  significat. 
etiamsi  aliquae  dejiciant):  hoc  neutiquam  probare  possum.  Nam  radices  impo.ssi- 
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biles,  in  tali  sensu  acceptae,  tamen  sunt  radices,  et  tum  axioma  illud  nullo  modo 
sine  demonstratione  admitti  potest,  neque  inepte  dubitares,  an  non  aequationes 
exstare  possint,  quae  ne  impossibiles  quidem  radices  habeant?*} 

4. 

Antequam  aliorum  geometrarum  demonstrationes  theorematis  nostri  recen- 
seam , et  quae  in  singulis  reprehendenda  mihi  videantur,  exponam : observo  suf- 
ticere  si  tantummodo  ostendatur,  omni  aequationi  quanti  vis  gradus 

jr”,+Ay"-,  + /Jxm-,4-etc.  +M  = o 

sive  X = 0 (ubi  coefficicntcs  A,  D etc.  rcales  esse  supponuntur)  ad  minimum 
uno  modo  satisfieri  posse  ]>er  valorem  ipsius  x sub  forma  — I conten- 

tum. Constat  enim,  X tunc  divisibilem  fore  per  factorem  realeni  secundi  gradus 
xx — 2ax-\-aa-\-bb,  si  b non  fuerit  — 0 , et  per  factorem  realem  simplicem 
x — a,  si  6 = 0 In  utroque  casu  quotiens  erit  realis,  et  inferioris  gradus  quam 
X;  et  quum  hic  eadem  ratione  factorem  realem  primi  secundive  gradus  habere  de- 


*)  Sub  quantitate  imaginaria  hic  semper  Intel  ligo  quantitatem  in  forma  n + 6 y'“  l contentam,  quam- 
diu  6 non  est  — o.  In  hoc  aensu  expressio  illa  semper  ab  omnibus  geometris  primae  notao  accepta  est,  ne- 
que audiendo*  censeo,  qui  quantitatem  a + 6 y — l in  eo  tolo  casu  imaginariam  vocare  voluerunt  ubi  o — o, 
impossibilem  vero  quando  non  sit  a = 0 , quum  haec  distinctio  neque  necessaria  sit  neque  ullius  utilitatis.  — 
Si  quantitates  imaginariae  omnino  in  analysi  retineri  debent  (quod  pluribus  rationibus  consultius  videtur,  quam 
ipsas  abolere,  modo  satis  solide  stabiliantur):  necessario  tamquam  aeque  possibiles  ac  rcales  spectandae  sunt; 
quamobrem  rcales  et  imaginarias  sub  denominatiune  communi  quantitatum  pwibilium  complecti  mallem  : con- 
tra, impoasUtilem  dicerem  quantitatem , quae  conditionibus  satisfacere  debeat,  quibus  ne  imaginariis  quidem 
concessis  satisfieri  potest,  attamen  ita,  ut  phratis  haec  idem  significet  ac  si  dicas,  talem  qunntitatcm  in  toto 
magnitudinum  ambitu  non  dari.  Hinc  vero  genus  peculiare  quantitatum  formare , neutiquam  concederem. 
Quodsi  qui»  dicat , triangulum  rectilineum  aequilatcrum  rectangulum  impossibile  esse,  nemo  erit  qui  neget. 
At  si  tale  triangulum  impossibile  tamquam  novum  triangulorum  genus  contemplari,  abusque  triangulorum  pro- 
prietates ad  illud  applicare  voluerit,  ecquis  risum  teneat?  IIoc  esset  verbis  ludere  seu  potius  abuti.  — Quam- 
vis vera  etiam  summi  mathematici  saepius  veritates , quae  quantitatum  ad  quas  spectant  possibilitatem  mani- 
festo supponunt,  ad  tales  quoque  applicaverint  quarum  possibilitas  adhuc  dubio  erat;  neque  abnuerim,  huius- 
modi  licentias  plerumque  ad  solam  formam  ©t  quasi  velamen  ratiociniorum  pertinere,  quod  veri  geometrae 
acies  mox  penetrare  possit:  tamen  consultius,  acientlaeque,  quae  tamquam  perfectissimum  claritatis  et  certi- 
tudinis exemplar  merito  celebratur,  sublimitate  magis  dignum  videtur,  toles  libertates  aut  omnino  proscribere, 
aut  saltem  parcius  neque  alias  ipsis  uti , nisi  ubi  citum  minus  exercitati  perspicere  valeant , rem  etiam  absque 
illarum  subsidio  etri  forsan  minus  breviter  tamen  aeque  rigorose  absolvi  putuisse.  — Ceterum  haud  negaverim, 
ea  qune  hic  contnt  impossibilium  abusum  dixi,  quodam  respectu  etiam  contra  imaginarias  obiiti  posse : sed  ha- 
rum vindicationem  nec  non  totius  huius  rei  expositionem  uberiorem  ad  aliam  occasionem  mihi  reservo. 
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beat,  patet,  per  continuationem  huius  operationis  functionem  X tandem  in  facto- 
res reales  simplices  vel  duplices  resolutum  iri,  aut,  si  pro  singulis  factoribus 
realibus  duplicibus  binos  imaginarios  simplices  adhibere  mavis,  in  m factores 
simplices. 


5. 

Prima  theorematis  demonstratio  illustri  geometrae  d’Ai,embeht  debetur.  Ite- 
cherches  sur  le  calcul  integra! , Ilistoire  de  t'  Ac  ad.  de  Btrlin,  Atinae  1746. 
p.  162  sqq.  Eadem  extat  in  BocoAnrvnjJE,  Traite  du  calcul  integrat,  d Paris  1754. 
p.  47  sqq.  Methodi  huius  praecipua  momenta  haec  sunt. 

Primo  ostendit,  si  functio  quaecunque  X quantitatis  variabilis  x fiat  = 0 
aut  pro  x = 0 aut  pro  x = oo . atque  valorem  infinite  parvum  rcalem  positi- 
vum nancisci  possit  tribuendo  ipsi  x valorem  realetn : hanc  functionem  etiam  va- 
lorem infinite  parvum  realem  negativum  obtinere  posse  per  valorem  ipsius  .r  vel 
rcalem  vel  sub  forma  imaginaria  p-\-q\j — t contentum.  Scilicet  designante  2 
valorem  infinite  parvum  ipsius  X,  et  u>  valorem  respondentem  ipsius  x , asserit 
<o  per  seriem  valde  convergentem  <i2“-f-62f'-f-c27  etc.  exprimi  posse,  ubi  ex- 
ponentes a,  6,  i etc.  sint  quantitates  rationales  continuo  crescentes,  et  quae  adeo 
ad  minimum  in  distantia  certa  ab  initio  positivae  eradant , terminosque , in  qui- 
bus adsint,  infinite  parvos  reddant.  Iam  si  inter  omnes  hos  exponentes  nullus 
occurrat,  qui  sit  fractio  denominatoris  paris,  onmes  terminos  seriei  reales  fieri  tum 
pro  positivo  tum  pro  negativo  valore  ipsius  2;  si  vero  quaedam  fractiones  deno- 
minatoris paris  inter  illos  exponentes  reperiautur , constare , pro  valore  negativo 
ipsius  2 terminos  respondentes  in  forma  p-\-q^ — 1 contentos  esse.  Sed  prop- 
ter infinitam  seriei  convergentiam  in  casu  priori  sufficere,  si  terminus  primus  (i.  e. 
maximus)  solus  retineatur,  in  posteriori  ultra  eum  terminum,  qui  partem  imagi- 
nariam primus  producat , progredi  opus  non  esse. 

Per  similia  ratiocinia  ostendi  posse , si  X valorem  negativum  infinite  par- 
vum ex  valore  reali  ipsius  x assequi  possit:  functionem  illam  valorem  realem 
positivum  infinite  parvum  ex  valore  reali  ipsius  x vel  ex  imaginario  sub  forma 
p-\-q\' — 1 contento  adipisci  posse. 

Hinc  secundo  concludit,  etiam  valorem  aliquem  realem  finitum  ipsius  X 
dari,  in  casu  priori  negativum,  in  posteriori  positivum,  qui  ex  valore  imaginario 
ipsius  x Bub  forma  p-{-q\J — t contento  produci  possit. 
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Hinc  sequitur,  si  X sit  talis  functio  ipsius  x,  quae  valorem  realcra  V 
ex  valore  ipsius  x reali  v obtineat,  atque  etiam  valorem  realem  quantitate' in- 
finite parva  vel  maiorem  vel  minorem  ex  valore  reali  ipsius  x assequatur,  eandem 
etiam  valorem  realem  quantitate  infinite  parva  atque  adeo  finita  vel  minorem  vel 
maiorem  quam  V (rcsp.)  recipere  posse,  tribuendo  ipsi  x valorem  sub  forma 
p-)~q\j — I contentum.  Hoc  nullo  negotio  ex  praccc.  derivatur , si  pro  X sub- 
stitui concipitur  F+y.  et  pro  x. 

Tandem  affirmat  ili.  d’Ai.embert,  si  X totum  intervallum  aliquod  inter  duos 
valores  reales  R,  S percurrere  posse  supponatur  (i.  e.  tum  ipsi  R,  tum  ipsi  S, 
tum  omnibus  valoribus  realibus  intermediis  aequalis  fieri),  tribuendo  ipsi  x valo- 
res semper  in  forma  p-\-q\j — 1 contentos;  functionem  X quavis  quantitate  fi- 
nita reali  adhuc  augeri  vel  diminui  posse  (prout  vel  .8’ <(/?),  manente  x 

semper  sub  forma  — I.  Si  enim  quantitas  realis  U daretur  (inter  quam 

et  R supponitur  S iacercj,  cui  X per  talem  valorem  ipsius  x aequalis  fieri  non 
posset,  necessario  valorem  maximum  ipsius  X dari  (scilicet  quando  S~^>R ; mi- 
nimum vero,  quando  S<^R),  puta  T.  quem  ex  valore  ipsius  x , p-\-q\J — I, 
consequeretur,  ita  ut  ipsi  x nullus  valor  sub  simili  forma  contentus  tribui  posset, 
qui  functionem  X vel  minimo  excessu  propius  versus  U promoveret.  Iam  si  in 
aequatione  inter  X et  x pro  x ubique  substituatur  />  + ?V — 1 ■ atque  tum  pars 
realis,  tum  pars,  quae  factorem  ^ — t implicet,  hoc  omisso,  cifrae  aequentur: 
ex  duabus  aequationibus  hinc  prodeuntibus  (in  quibus  p,  q et  X cum  constanti- 
bus permixtae  occurrent)  per  eliminationem  duas  alias  elici  posse , in  quarum  al- 
tera p,  X et  constantes  reperiantur,  altera  a p libera  solas  q,  X et  constantes 
involvat.  Qamobrem  quum  X per  valores  reales  ipsarum  p,  q omnes  valores  ab 
R usque  ad  T percurrerit,  per  praecc.  X versus  valorem  U adhuc  propius  acce- 
dere posse  tribuendo  ipsius  p.  q valores  tales  ct-f-  yy' — I,  — 1 resp.  Hinc 

vero  fieri  x — a — fi— |— (y— f—  6)^ — 1,  i. e.  adhuc  sub  forma  p-\-q ^ — 1 esse,  con- 
tra hyp. 

Iam  si  X functionem  talem  ut  ‘-|-  J3xm_,-j-  etc.  -\~M  deno- 

tare supponitur,  nullo  negotio  perspicitur,  ipsi  x tales  valores  reales  tribui  posse, 
ut  X totum  aliquod  intervallum  inter  duos  valores  reales  percurrat.  Quare  x 
valorem  aliquem  sub  forma  — * contentum  talem  etiam  nancisci  poterit, 

unde  X fiat  = 0.  Q.  E.  D.  *) 

*)  Observare  convenit,  il).  d’Alemoert  in  tua  huiui  demonstrationis  expolitione  considerationes  geome- 
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6. 

Quae  contra  demonstrationem  n’A LEMBEurianam  obiici  posse  videntur,  ad 
haec  fere  redeunt. 

1 . 111.  d’A.  nullum  dubium  movet  de  existentia  valorum  ipsius  x,  quibus  va- 
lores  dati  ipsius  X respondeant,  sed  illam  supponit,  solamque  formam  istorum 
valorum  investigat. 

Quamvis  vero  haec  obiectio  per  se  gravissima  sit,  tamen  hic  ad  solam  dictio- 
nis formam  pertinet,  quae  facile  ita  corrigi  potest,  ut  illa  penitus  destruatur. 

2.  Assertio , ut  per  talem  seriem  qualem  ponit  semper  exprimi  posse,  certo 
est  falsa,  si  X etiam  functionem  quamlibet  transscendentem  designare  debet  (uti 
d’A.  pluribus  locis  innuit).  IIoc  e.  g.  manifestum  est,  si  ponitur  X = esr,  sive 
x = y.  Attamen  si  demonstrationem  ad  eum  casum  restringimus,  ubi  X est 
functio  algebraica  ipsius  x (quod  in  praesenti  negotio  sufficit) , propositio  utique 

est  vera. Ceterum  j>’A.  nihil  pro  confirmatione  suppositionis  suae  attulit;  cel. 

BouoAiimLLE  supponit , X esse  functionem  algcbraicam  ipsius  x,  et  ad  inventio- 
nem serici  parallelogrammum  NEWTosianum  commendat. 

3.  Quantitatibus  infinite  parvis  liberius  utitur,  quam  cum  geometrico  ri- 
gore consistere  potest  aut  saltem  nostra  aetate  (ubi  illae  merito  male  audiunt)  ab 
analysta  scrupuloso  concederetur,  neque  etiam  saltum  a ralore  infinite  parvo  ip- 
sius £ ad  finitum  satis  luculenter  explicavit.  Propositionem  suam,  2 etiam  va- 
lorem  aliquem  finitum  consequi  posse,  non  tam  ex  possibilitate  valoris  infinite 
parvi  ipsius  2 concludere  videtur  quam  inde  potius , quod  denotante  Q quanti- 
tatem valde  parvam , propter  magnam  seriei  conveigeutiam , quo  plures  termini 
seriei  accipiantur,  eo  propius  ad  valorem  verum  ipsius  u>  accedatur,  aut,  quo 
plurium  partium  summa  pro  ui  accipiatur,  eo  exactius  aequationi,  quae  relatio- 
nem inter  u>  et  2 sive  x et  X exhibeat,  sntisfactum  iri.  Praeterea  quod  tota 
haec  argumentatio  nimis  vaga  videtur,  quam  ut  ulla  conclusio  rigorosa  inde  col- 
ligi possit:  observo,  utique  dari  series,  quae  quantumvis  parvus  valor  quantitati, 

tricas  adhibuisse , atque  X tamquam  absdaaam , x tamquam  ordinatam  curvae  spectavisse  (secundum  morem 
omnium  geometrarum  primae  huius  saeculi  partis,  apud  quo*  notio  functionum  minus  usitata  erat).  Quia  ren) 
omnia  ipsius  ratiocinia,  si  ad  ipsorum  enentirtn  «olam  respicis,  nullis  principiis  geometricis,  sed  pure  anal) li- 
ci* innituntur,  et  curva  imaginaria , ordinataeque  imaginariae  expressiones  duriores  esse  lcctoremque  hodier- 
num facilKia  offendere  posse  videntur , formam  repraesentationis  mete  analyticam  hic  adhibere  malui.  Hanc 
annotationem  ideo  adicci,  ne  quis  demonstrationem  D*ALKMBCBTianam  ipsam  cum  hac  succincta  expoaitione  oom- 
parans  aliquid  essentiale  immutatum  esse  suspicetur. 
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secundum  cuius  potestates  progrediuntur,  tribuatur,  nihilominus  semper  diver- 
gant , ita  ut  si  modo  satis  longe  continuentur,  ad  terminos  quavis  quantitate  data 
maiores  pervenire  possis  *).  Hoc  evenit,  quando  coCfficientes  seriei  progressionem 
hypergeometricam  constituunt.  Quamobrem  necessario  demonstrari  debuisset,  ta- 
lem seriem  hypergeometricam  in  casu  praesenti  provenire  non  posse. 

Ceterum  mihi  videtur,  ili.  d’A.  hic  non  recte  ad  series  infinitas  confugisse, 
hasque  ad  stabiliendum  theorema  hoc  fundamentale  doctrinae  aequationum  haud 
idoneas  esse. 

4.  Ex  suppositione,  X obtinere  posse  valorem  .S'  neque  vero  valorem  U, 
nondum  sequitur,  inter  S et  U necessario  valorem  T iacere.  quem  X attingere 
sed  non  superare  possit.  Superest  adhuc  alius  casus : scilicet  fieri  jjosset , ut  in- 
ter S et  U limes  situs  sit,  ad  quem  accedere  quidem  quam  prope  velis  possit  X. 
ipsum  vero  nihilominus  numquam  attingere.  Ex  argumentis  ab  ili.  d'A.  allatis 
tantummodo  sequitur,  X omnem  valorem.  quem  attigerit,  adhuc  quantitate 
finita  superare  posse,  puta  quando  evaserit  = S,  adhuc  quantitate  aliqua  finita 
Q augeri  posse;  quo  facto,  novum  incrementum  Lf  accedere,  tunc  iterum  augmen- 
tum £2"  etc. , ita  ut  quotcunque  incrementa  iam  adieeta  sint,  nullum  pro  ultimo 
haberi  debeat,  sed  semper  aliquod  novum  accedere  possit.  At  quamvis  multitudo 
incrementorum  possibilium  nullis  limitibus  sit  circumscripta : tamen  utique  fieri 
posset,  ut  si  incrementa  Q,  Q',  2"  etc.  continuo  decrescerent,  nihilominus  summa 
/S— f-il  — Li*  — (— etc.  limitem  aliquem  numquam  attingeret,  quotcunque  termini 
considerentur. 

Quamquam  hic  casus  occurrere  non  potest,  quando  X designat  functionem 
algebraicam  integrant  ipsius  x:  tamen  sine  demonstratione,  hoc  fieri  non  posse, 
methodus  necessario  pro  incompleta  habenda  est.  Quando  vero  X est  functio 
transscendens,  sive  etiam  algebraica  fracta,  casus  ille  utique  locum  habere  potest, 
c.g.  semper  quando  valori  cuidam  ipsius  X valor  infinite  magnus  ipsius  x respon- 


*)  liacce  occasione  obiter  adnoto,  ex  haram  serierum  numero  plurimas  esse,  quae  primo  aspectu  maximi- 
convergentes  rideantur,  e.  g.  ad  maximam  partem  eas,  quibus  ili.  Eruta  in  parte  poster.  In»t.  Cale.  lHff. 
Cap.  VI.  ad  summam  aliarum  serierum  quam  proxime  assignandam  utitur  p.  «II — 4?  I (reliquae  enim  series 
p.  4*1 — 47 & revera  convergere  possunt),  quod,  quantum  scio,  a nemine  hucusque  observatum  est.  Quocirca 
magnopere  optandum  esset,  ut  dilucide  et  rigorose  ostenderetur,  cur  huiusmodi  series,  quae  primo  citissime, 
dein  paullalim  lentius  lentiusque  convergunt,  tandemque  magis  magisque  divergunt,  nihilominus  summam 
proxime  veram  suppeditent , si  modo  non  nimis  multi  termini  capiantur , et  quousque  talis  summa  pro  exacta 
tuto  haberi  possit  ? 
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det,  Tum  methodus  tfALEMBEimana  nou  sine  multis  ambagibus,  et  in  quibusdam 
casibus  nullo  forsan  modo,  ad  principia  indubitata  reduci  posse  videtur. 

Propter  has  rationes  demonstrationem  d’ Auarantrianam  pro  satisfaciente 
habere  nequeo.  Attamen  hoc  non  obstante  verus  demonstrationis  nervus  probandi 
per  omnes  obiectiones  neutiquam  infringi  mihi  videtur,  credoque  eidem  funda- 
mento (quamvis  longe  diversa  ratione,  et  saltem  maiori  circumspicientia)  non  so- 
lum demonstrationem  rigorosam  theorematis  nostri  superstrui,  sed  ibinde  omnia 
peti  posse,  quae  circa  aequationum  transscendentium  theoriam  desiderari  queant. 
l)e  qua  re  gravissima  alia  occasione  fusius  agam;  couf.  interitu  infra  art.  24. 

7. 

Post  d’Alembebtum  ill.  Eileb  disquisitiones  suas  de  eodem  argumento  pro- 
mulgavit, Recherchen  sur  les  racines  imayinaires  de s equationx , H i st.  de  l Acad, 
de  Berlin  A.  1749,  p.  223  sqq.  Methodum  duplicem  hic  tradidit-  prioris  summa 
continetur  in  sequentibus. 

Primo  ill.  E.  suscipit  demonstrare,  si  m denotet  quamcunque  dignitatem 
numeri  2,  functionem  xtm-\-Bx,m~ '■+■  C.r,m~ *-f-  etc.  -\-M  = X (in  qua  coCffi- 
ciens  termini  secundi  est  0)  semper  in  duos  factores  reales  resolvi  posse , in 
quibus  x usque  ad  m dimensiones  ascendat.  Ad  hunc  finem  duos  factores  assumit, 

x"1  — u x“'~'  -f- « t'"-1  ■+■  6 .r”*-*  -f-  etc. . et  X.r^’-f  pxM_s  etc. 

ubi  coCfficientes  m,  a,  6 etc.  X,  pete,  adhuc  incogniti  sunt,  horumque  productum 
aequale  ponit  functioni  X,  Tum  coiifficientium  comparatio  suppeditat  2m  — 1 
aequationes,  manifestoque  demonstrari  tantummodo  debet,  incognitis  at,  a.  fi  etc. 
X,  pete,  (quarum  multitudo  etiam  est  2»i  — I)  tales  valores  reales  tribui  posse,  qui 
aequationibus  illis  satisfaciant.  Iam  E.  affirmat,  si  primo  u tamquam  cognita 
consideretur,  ita  ut  multitudo  incognitarum  unitate  minor  sit  quam  multitudo 
aequationum,  his  secundum  methodos  algebraicas  notas  rite  combinatis  omnes 
a.  fi  ctc.  X,  p etc.  rationaliter  et  sine  ulla  radicum  extractione  per  u et  cofiffi- 
cientes  B.  C etc.  determinari  posse,  adeoque  valores  reales  nancisci,  simulae  u 
realis  fiat.  Praeterea  vero  omnes  a,  fi  etc.  X,  pete,  eliminari  poterunt,  ita  ut 
prodeat  aequatio  U=  0,  ubi  U erit  functio  integra  solius  u et  cocfficientiuin 
cognitorum.  Hanc  aequationem  ipsam  per  methodum  eliminationis  vulgarem  evol- 
vere, opus  immensum  foret,  quando  aequatio  proposita  X = 0 est  gradus  ali- 
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quantum  alti;  et  pro  gradu  indeterminato,  plane  impossibile (iudiee  ipso  E.  p.  239). 
Attamen  hic  sufficit,  unam  illius  aequationis  proprietatem  novisse,  scilicet  quod 
terminus  ultimus  in  U (qui  incognitam  u non  implicat)  necessario  est  negativus, 
unde  sequi  constat,  aequationem  ad  minimum  unam  radicem  realem  habere,  sive 
u et  proin  etiam  a,  t>  etc.  X,  p etc.  ad  minimum  uno  modo  realiter  determinari 
posse:  illam  vero  proprietatem  per  sequentes  reflexiones  confirmare  licet.  Quum 
.r*  — u jf‘~'  -f-  a .r”1- * -f-  etc.  supponatur  esse  factor  functionis  X:  necessario  u 
erit  summa  m radicum  aequationis  X — 0 , adeoque  totidem  valores  habere  de- 
bebit, quot  modis  diversis  ex  2 m radicibus  m excerpi  possunt,  sive  per  princi- 
pia calculi  combinationuin  ’ 1 W-~A ' 1 valores.  Hic  numerus  sem- 

per  erit  impariter  par  (demonstrationem  haud  difficilem  supprimo):  si  itaque  po- 
nitur = 2 k,  ipsius  semissis  k impar  erit;  aequatio  17  = 0 vero  erit  gradus 
2 ku.  Iam  quoniam  in  aequatione  X — 0 terminus  secundus  deest:  summa 
omnium  2nt  radicum  erit  0;  unde  patet,  si  summa  quarumcunque  m radicum 
fuerit  -) -p,  reliquarum  summam  fore  — p,  i.  e.  si  -f-p  est  inter  valores  ipsius 
u,  etiam  — p inter  eosdem  erit.  Hinc  E.  concludit,  U esse  productum  ex  k 
fac  toribus  duplicibus  talibus  uti — pp,  uu- — tji/,  iiu  — rr  etc.,  denotantibus  -f -p, 
— p,  -(-y,  — 5 etc.  omnes  2 k radices  aequationis  U=  U,  unde,  propter  mul- 
titudinem imparem  horum  factorum,  terminus  ultimus  in  U erit  quadratum  pro- 
ducti pqr  e te.  signo  negativo  affectum.  Productum  autem  pqr  etc.  sernpcr  ex 
coCfficientibus  B,  C etc.  rationaliter  determinari  potest,  adeoque  neeessario  erit 
quantitas  rcalis.  Huius  itaque  quadratum  signo  negativo  affectum  certo  erit  quan- 
titas negativa.  Q.  E.  11. 

Quum  hi  duo  factores  reales  ipsius  X sint  gradus  m''  atque  m potestas 
numeri  2:  eadem  ratione  uterque  rursus  in  duos  factores  reales  |m  dimensionum 
resolvi  poterit.  Quoniam  vero  per  repetitam  dimidiationem  numeri  m necessario 
tandem  ad  binarium  pervenitur,  manifestum  est,  per  continuationem  operationis 
functionem  X tandem  in  factores  reales  secundi  gradus  resolutam  haberi 

Quodsi  vero  functio  talis  proponitur , in  qua  terminus  secundus  non  deest, 
puta  dr*"- etc.  designante  etiamnum  2m  potestatem 

binariam,  haec  per  substitutionem  x — y — — transibit  in  similem  functionem 
termino  secundo  carentem.  Unde  facile  concluditur,  etiam  illam  functionem  in 
factores  reales  secundi  gradus  resolubilem  esse. 

Denique  proposita  functione  gradus  n",  designante  n numerum,  qui  non 
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est  potestas  binaria:  ponatur  jiotestas  binaria  proxime  maior  quam  n,  — 2 m. 
multipliceturque  functio  proposita  per  2 m — n factores  simplices  reales  quoscun- 
que. Ex  resolubilitate  producti  in  factores  reales  secundi  gradus,  nullo  negotio 
derivatur , etiam  functionem  propositam  in  factores  reales  secundi  vel  primi  gra- 
dus resolubilem  esse  debere. 

8. 

Contra  hanc  demonstrationem  obiici  potest 

t.  Regulam,  secundum  quam  E.  concludit,  ex  2m  — t aequationibus 
2 oi — 2 incognitas  «,  6 etc.  X,  p etc.  omnes  rationaliter  determinari  posse,  neu- 
tiquam  esse  generalem,  sed  saepissime  exceptionem  pati.  Si  quis  e.  g.  in  art.  3. 
aliqua  incognitarum  tamquam  cognita  spectata,  reliquas  per  hanc  et  coefficien- 
tes  datos  rationaliter  exprimere  tentat,  facile  inveniet,  hoc  esse  impossibile,  »ul- 
lamque  quantitatum  incognitarum  aliter  quam  per  aequationem  m — I*1  gradus 
determinari  posse.  Quamquam  vero  hic  statim  a priori  perspici  potest,  illud  ne- 
cessario ita  evenire  debuisse:  tamen  merito  dubitari  posset,  annon  etiam  in  casu 
praesenti  pro  quibusdam  valoribus  m res  eodem  modo  se  habeat,  ut  incognitae 
a,  fi  etc.  X,  p etc.  ex  «,  B,  Cete,  aliter  quam  per  aequationem  gradus  forsan  ma- 
ioris quam  2n»  determinari  nequeant.  Pro  eo  casu,  ubi  aequatio  X = 0 est 
quarti  gradus,  E.  valores  rationales  coPflicicntium  per  u et  cocfficientes  datos  eruit; 
idem  vero  etiam  in  omnibus  aequationibus  altioribus  tieri  posse,  utique  explica- 
tione ampliori  egebat.  _ Ceterum  operae  pretium  esso  videtur , in  formulas  il- 
las, quae  a,  fi  etc.  rationaliter  per  u.  B,  C etc.  exprimant,  profundius  et  gene- 
ralissime inquirere;  de  qua  re  aliisque  ad  eliminationis  theoriam  (argumentum 
haudquaquam  exhaustum)  pertinentibus  alia  occasione  fusius  agere  suscipiam. 

2.  Etiamsi  autem  demonstratum  fuerit,  cuiusvis  gradus  sit  aequatio  X = 0. 
semper  formulas  inveniri  posse,  quae  ipsas  a,  fi  etc.  X,  p etc.  rationaliter  per 
u,  B.  C etc.  exhibeant:  tamen  certum  est,  pro  valoribus  quibusdam  determinatis 
copfficientium  B.  C etc.  formulas  illas  indeterminatas  evadere  posse , ita  ut  nou 
solum  impossibile  sit,  incognitas  illos  rationaliter  cx  a,  B.  Cete,  definire,  sed 
adeo  revera  quibusdam  in  casibus  valori  alicui  reali  ipsius  u nulli  valores  reales 
ipsarum  a,  6 etc.  X,  p etc.  respondeant.  Ad  confirmationem  huius  rei  brevitatis 
gratia  ablego  lectorem  ad  diss.  ipsam  E.,  ubi  p.  236  aequatio  quarti  gradus  fusius 
explicata  est.  Statim  quisque  videbit,  formulas  pro  coefficientibus  a,  fi  indeter- 
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minatas  fieri,  si  C — 0 et  pro  u assumatur  valor  0.  iliorumque  valores  non  so- 
lum sine  extractione  radicum  assignari  non  posse,  sed  adeo  ne  reales  quidem  esse, 
si  fuerit  BB — 4 D quantitas  negativa.  Quamquam  vero  in  hoc  casu  u adhuc 
alios  valores  reales  habere,  quibus  valores  reales  ipsarum  a,  respondeant,  fa- 
cile perspici  potest:  tamen  vereri  aliquis  posset,  ne  huius  difficultatis  enodatio 
quam  E.  omnino  non  attigit)  in  aequationibus  altioribus  multo  maiorem  operam 
facessat.  Certe  haec  res  in  demonstratione  exacta  neutiqunm  silentio  praeteriri 
debet. 

3.  111.  E.  supponit  tacite,  aequationem  X = 0 liabere  2 m radices,  ha- 
rumque  summam  statuit  = 0,  ideo  quod  terminus  secundus  in  X abest.  Quo- 
modo de  hac  licentia  (qua  omnes  auctores  de  hoc  argumento  utuntur)  sentiam,  iam 
supra  art.  3 declaravi.  Propositio,  summam  omnium  radicum  aequationis  alicu- 
ius cotffficienti  primo,  mutato  signo,  aequalem  esse,  ad  alias  aequationes  appli- 
canda non  videtur,  nisi  quae  radices  habent:  iam  quum  ]>er  hanc  ipsam  demon- 
stratiouem  evinci  debeat , aequationem  X — 0 revera  radices  habere,  haud  per- 
missum videtur,  harum  existentiam  sup|K>nere.  Sine  dubio  ii,  qui  huius  paralo- 
gismi  fallaciam  nondum  penetraverunt,  respondebunt.  hic  non  demonstrari,  aequa- 
tioni X = 0 satisfieri  posse  (nam  hoc  dicere  vult  expressio,  eam  habere  radices), 
sed  tantummodo , ipsi  per  valores  ipsius  x sub  forma  a -f-  Ay' — I contentos  satisfieri 
posse;  illud  r ero  tamquam  axioma  supponi.  At  quum  aliae  quantitatum  formae, 
praeter  realera  et  imaginariam  a-{-b\f — t concipi  nequeant,  non  satis  luculen- 
tum videtur,  quomodo  id,  quod  demonstrari  debet,  ab  eo,  quod  tamquam  axioma 
supponitur,  differat;  quin  adeo  si  possibile  esset  adhuc  alias  formas  quantitatum 
excogitare , puta  formam  F,  F‘,  F"  etc. : tamen  sine  demonstratione  admitti  non 
deberet,  cuius  aequationi  per  aliquem  valorem  ipsius  x aut  realem.  aut  sub  forma 
a-\-lt\l — I,  aut  sub  forma  F,  aut  sub  F' c te.  contentum  satisfieri  posse.  Quatn- 
obrem  axioma  illud  alium  sensum  habere  nequit  quam  hunc:  Cuivis  aequationi 
satisfieri  potest  aut  per  valorem  realem  incognitae,  aut  per  valorem  imaginarium 
sub  forma  a-f-6^ — 1 contentum,  aut  forsan  per  valorem  sub  forma  alia  hucus- 
que ignota  contentum,  aut  per  valorem,  qui  sub  nulla  omnino  forma  continetur. 
Sed  quomodo  huiusmodi  quantitates,  de  quibus  ne  ideam  quidem  fingere  ]x>tes 
— vera  umbrae  umbra  — summari  aut  multiplicari  ]K>ssint,  hoc  ea  perspicuitate, 
quae  iu  mathesi  semper  postulatur,  certo  non  intelligitur  ‘). 

•)  Tota  buc  re»  multum  illustrabitur  per  aliam  <liM|uisitioncm  sub  prelo  iniit  «udantem , ubi  in  argu- 
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(.'etenim  conclusiones,  quas  E.  ex  suppositione  sua  elicuit,  per  has  obiectio- 
nes  haudquaquam  suspectas  reddere  volo;  quili  potius  certus  sum,  illas  per  me- 
thodum neque  difficilem  neque  ab  EiJLERiana  multum  diversam  ita  comprobari 
posse,  ut  nemini  vel  minimus  scrupulus  superesse  debeat.  Solam  formam  repre- 
hendo, quae  quamvis  in  inveniendis  novis  veritatibus  magnae  utilitatis  esse  possit, 
tamen  in  demomtrando , coram  publico,  minime  probanda  videtur. 

4.  Pro  demonstratione  assertionis,  productum  pqr  e tc.  ex  coefficientibus 
in  X rationaliter  determinari  posse , ili.  E.  nihil  omnino  attulit.  Omnia,  quae 
hac  de  re  in  Requationibus  quarti  gradus  explicat,  haec  sunt  (ubi  a.  6.  c.  b sunt 
radices  aequationis  propositae  Cx- (-  D = 0); 

‘On  niobjectera  sans  doute,  quej’ai  suppos6  ici,  que  la  quantite  pqr  etait 
une  quantite  reelle,  et  que  son  quarre  ppqqrr  etait  affinnatif;  ce  qui  etait  en- 
core  douteux,  vu  que  les  racines  n,  b,  c,  b etant  imaginaires.  il  jiourrait  bien  arri- 
ver,  que  le  quarre  dc  la  quantite  pqr,  qui  en  est  composte,  fiit  mbratif.  Or  je  re- 
ponds  a cela  que  ce  cas  ne  saurait  jamais  avoir  lieu ; cnr  quclque  imaginaires  que 
soient  les  racines  a,  b,  c,  b,  on  sait  pourtant,  qu'il  doit  y avoir  n — b -4— c — b = 0: 
ab-t-ac+ab  + bc+bb-f-cb  = B;  abe  + obb  + oeb-f-beb  = — C *);  abcb  = Z). 
ces  quantites  B,  C,  D etant  reellcs.  Mais  puisque  p = a-(-b . q = a-+-c, 
r = n + b,  lenr  produit  pqr  = (a  — f—  b) (o  — (—  c) (a  — |—  b)  est  d^terminable  comme  on 
sait,  par  les  quantitas  B,  C,  D,  et  sera  par  consdquent  recl,  tout  comme  nous 
avons  vu,  qu’il  est  effectivement  pqr  = — C,  ct  ppqqrr  = CC.  On  recon- 
naitra  aisement  de  mt'me , que  dans  les  plus  hautes  cquations  cette  m6me  cir- 
con8tancc  doit  avoir  lieu.  et  qu’on  ne  saurait  me  faire  des  objections  de  ce 
cote.’  Conditionem,  productum  pqr  etc.  rationaliter  jier  B,  C etc.  determi- 
nari posse,  E.  nullibi  adiccit,  attamen  semper  subintellexisse  videtur,  quum  abs- 
que illa  demonstratio  nullam  vim  habere  possit.  Iam  verum  quidem  est  in  ae- 
quationibus quarti  grudus,  si  productum  (a  b)  (a  — |—  c)  fa  — f-  b)  evoluatur,  obtineri 

a a(a —f— b —{— c —f— b) —)— a bc ab  b -+- a c b -f- b cb  — C,  attamen  non  satis  perspicuum 

videtur,  quomodo  in  omnibus  aequationibus  superioribus  productum  rationaliter 

mento  longe  quidem  diverso,  nihilominus  tamen  analogo,  licentiam  similem  promus  eodem  iure  usurpari' 
potuissem,  ut  hic  in  aequationibus  Ab  omnibus  analvstis  factum  est.  Quamquam  vero  plurium  veritatum  de- 
monstratione* adiumento  talium  fictionum  pauci*  verbi»  absolvere  licuisset,  quae  absque  his  perquam  difficile* 
evadunt  et  subtilissima  artificia  requirant , tamen  illi»  omnino  abstinere  malui,  speroque,  pauci»  me  satisfactu- 
rum fuisse,  si  analy «tarum  methodum  imitatus  ossem. 

‘)  E.  per  errorem  habet  C\  unde  etiam  postea  perperam  statuit  pqr  = C. 
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per  coefficientes  determinari  possit.  Clar.  de  Foncknex  , qui  primus  hoc  obser- 
vavit 'Miscell.  pkil.  math.  sac.  Taurin.  T.  1.  p.  S 1 7) , recte  contendit,  sine  demon- 
stratione rigorosa  huius  propositionis  methodum  omnem  vim  perdere,  illam  vero 
satis  difficilem  sibi  videri  confitetur,  et  quam  viam  frustra  tentaverit.  enarrat*). 
Attamen  haec  res  haud  difficulter  per  methodum  sequentem  (cuius  summam  ad- 
digitare  tantummodo  hic  possum)  absolvitur:  Quamquam  in  aequationibus  quarti 
gradus  non  satis  clarum  est,  productum  (a  — b) (a  — c) (a  — (—  b)  per  coSfficien- 
tes  i?,  C,  D determinabile  esse,  tamen  facile  perspici  potest,  idem  productum 
etiam  esse  = (b  — )—  a)  (6  — J—  c)  (b  — J—  b) , nec  non  = (c-f-o)  (c-j-b)  (c  — (—  b) , denique 
etiam  = (b  -f- a)  (b f>)  (b  — (—  c).  Quare  productum  pqr  erit  quadrans  summae 
(a  B)  'a  — (—  c)  («  — f— 1>)  — (—  (b  — j—  a)(b + c)(b +&)+(«■+■  a)(c +&)  !c  -f-  h}— (— (b + a)(b  -f- b)  'b-f-c), 

quam,  si  evolvatur,  fore  functionem  rationalem  integram  radicum  n,  b,  c,  b ta- 
lem, in  quam  omnes  eadem  ratione  ingrediantur,  nullo  negotio  a priori  praevi- 
deri potest.  Tales  vero  functiones  semper  rationaliter  per  coefficientes  aequationis, 

cuius  radices  sunt  a,  b.  c,  b,  exprimi  possunt. Idem  etiam  mauifestum  est, 

si  productum  pqr  sub  hanc  formam  redigatur: 

i (a+b — c — b)xi(a+c — b — b)  xf(«+b- b—  c) 

quod  productum  evolutum  omnes  a,  b,  c,  b eodem  modo  implicaturum  esse  facile 
praevideri  potest.  Simul  periti  facile  hinc  colligent,  quomodo  hoc  ad  altiores  ae- 
quationes applicari  debeat. Completam  demonstrationis  expositionem , quam 

hic  apponere  brevitas  non  permittit,  una  cum  uberiori  disquisitione  de  functioni- 
bus plures  variabiles  eodem  modo  involventibus  ad  aliam  occasionem  mihi  reservo. 

Ceterum  observo , praeter  has  quatuor  obiectiones , adhuc  quaedam  alia  in 
demonstratione  E.  reprehendi  posse,  quae  tamen  silentio  praetereo,  ne  forte  cen- 
sor nimis  severus  esse  videar,  prnesertim  quum  praecedentia  satis  ostendere  vi- 
denntur , demonstrationem  in  ea  quidem  forma , in  qua  ab  E.  proposita  est . pro 
completa  neutiquam  haberi  posse. 

Post  hanc  demonstrationem,  E.  adhuc  aliam  viam  theorema  pro  aequationi- 
bus , quarum  gradus  non  est  potestas  binaria . ad  talium  aequationum  resolutio- 
nem reducendi  ostendit : attamen  quum  methodus  haec  pro  aequationibus  quarum 

•)  ln  hanc  expositionem  error  irrepsisse  videtur,  scilicet  p.  n».  1.  &.  loco  characteri*  p (on  choisu- 
•ait  scuiemrnl  celles  oii  entrait  p etc.) , necessario  legere  oportet,  ur m «motu*  rarin*  queieonqur  dc  fcyua- 
tion  yropater , aut  simile  quid,  quum  illud  nullum  sensum  habeat. 
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gradus  est  potestas  binaria,  niliil  doceat,  insupcrque  omnibus  obiectionibus  praecc. 
(praeter  quartani]  aeque  obnoxia  sit  ut  demonstratio  prima  generalis : haud  necesse 
est  illam  hic  fusius  explicare. 


9. 

In  eadem  commentatione  ili.  E.  theorema  nostrum  adhuc  alia  via  confir- 
mare annixus  est  p 263,  cuius  summa  continetur  in  his:  Proposita  aequatione 
‘-{-Z?.*:"- * etc.  = 0,  hucusque  quidem  expressio  analytica.  quae  ipsius 
radices  exprimat , inveniri  non  potuit,  si  exponens  n>4;  attamen  certum  esse 
videtur  (uti  asserit  E.),  illam  nihil  aliud  continere  posse,  quam  operationes  arith- 
meticas et  extractiones  radicum  eo  magis  complicatas,  quo  maior  sit  n.  Si  hoc 
conceditur,  E.  optime  ostendit,  quantumvis  inter  se  complicata  sint  signa  radica- 
lia,  tamen  formulae  vulorem  semper  per  formam  — I repraesentabilem 

fore , ita  ut  M,  N sint  quantitates  rcales. 

Contra  hoc  ratiocinium  obiici  potest,  post  tot  tantorum  geometrarum  labo- 
res perexiguam  spem  superesse,  ad  resolutionem  generalem  aequationum  algebrai- 
carum  umquam  perveniendi,  ita  ut  magis  magisque  verisimile  fiat,  talem  resolu- 
tionem omnino  esse  impossibilem  et  contradictoriam.  Hoc  eo  minus  paradoxum 
videri  debet,  quum  id,  quod  vulgo  resolutio  aequationis  dicitur,  proprie  nihil  aliud  sit 
quam  ipsius  reductio  ad  aequationes  puras.  Nam  aequationum  purarum  solutio  hinc 
non  docetur  sed  supponitur,  et  si  radicem  aequationis  xm  = II  per  y?  II  expri- 
mis, illam  ncutiquam  solvisti,  neque  plus  fecisti,  quam  si  ad  denotandam  radicem 
aequationis  /+^/"'-1-  etc.  — 0 signum  aliquod  excogitares,  radicemque  huic 
aequalem  poneres.  Verum  est,  aequationes  puras  propter  facilitatem  ipsarum  ra- 
dices per  approximationem  inveniendi,  et  propter  nexum  elegantem,  quem  omnes 
radices  inter  se  habent,  prae  omnibus  reliquis  multum  praestare,  adeoque  neuti- 
quatn  vituperandum  esse,  quod  analystae  harum  radices  per  signum  peculiare  de- 
notaverunt : attamen  ex  eo , quod  hoc  signum  perinde  ut  signa  arithmetica  addi- 
tionis, subtractionis,  multiplicationis,  divisionis  et  evectionis  ad  dignitatem  sub 
nomine  expressionum  anulgticarum  complexi  sunt,  minime  sequitur  cuiusvis  aequa- 
tionis radicem  per  illas  exhiberi  posse.  Seu,  missis  verbis,  sine  ratione  sufficienti 
supponitur,  cuiusvis  aequationis  solutionem  ad  solutionem  aequationum  purarum 
reduci  posse.  Forsan  non  ita  difficile  foret,  impossibilitatem  iam  pro  quinto  gradu 
omni  rigore  demonstrare,  de  qua  re  alio  loco  disquisitiones  meas  fusius  proponam. 
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Hic  sufficit,  resolubilitatem  generalem  aequationum,  in  illo  sensu  acceptam,  ad- 
huc valde  dubiam  esse,  adcoquc  demonstrationem,  cuius  tota  vis  ab  illa  supposi- 
tione pendet,  in  praesenti  rei  statu  nihil  ponderis  habere. 

10. 

Postea  etiam  clar.  deFoncenex,  quum  in  demonstratione  prima  Eulebi  de- 
fectum animadvertisset  (supra  art.  8 obiect.  4),  quem  tollere  non  poterat,  adhuc 
aliam  viam  tentavit  et  in  comment.  laudata  p.  1 20  in  medium  protulit  *).  Quae 
consistit  in  sequentibus. 

Proposita  sit  aequatio  Z — 0 , designante  Z functionem  m"  gradus  in- 
coguitae  z.  Si  m est  numerus  impar,  iam  constat,  aequationem  hanc  habere 
radicem  realem;  si  vero  m est  par,  clar.  F.  sequenti  modo  probare  conatur,  ae- 
quationem ad  minimum  unam  radicem  formae  — 1 habere.  Sit  m = 2"», 

designante  i numerum  imparem,  supponaturque  zz-\~uz-\-M  esse  divisor 
functionis  Z.  Tunc  singuli  valores  ipsius  u erunt  summae  binarum  radicum  ae- 
quationis Z=  0 (mutato  signo) , quamobrem  u habebit  = m valores, 

et  si  u per  aequationem  U = 0 determinari  supponitur  (designante  U functio- 
nem integram  ipsius  u et  coefficientium  cognitorum  in  Z),  haec  erit  gradus  m'u. 
Facile  vero  perspicitur,  m'  fore  numerum  formae  2"— V,  designante  i'  numerum 
imparem.  Iam  nisi  m'  est  impar,  supponatur  iterum,  |—  M'  esse  divisorem 

ipsius  U,  patetque  per  similia  ratiocinia,  u'  determinari  per  aequationem  U'=  0. 
ubi  V sit  functio  "* '** “ gradus  ipsius  u.  Posito  vero  raj— ~ = m",  erit  m' 
numerus  formae  2"~~ *i",  designante  »"  numerum  imparem.  Iam  nisi  m'  est  im- 
par, statuatur  uu-\-uu-\-M“  esse  divisorem  functionis  U\  determinabiturque 
«”  peraequationem  U“  — 0,  quae  si  supponitur  esse  gradus  m’1',  m'"  erit  nu- 
merus formae  a*-*»".  Manifestum  est,  in  serie  aequationum  U = 0,  U‘—  0, 
U"  — 0 etc.  n’“m  fore  gradus  imparis  adeoque  radicem  realem  habere.  Statue- 
mus brevitatis  gratia  n = 3,  ita  ut  aequatio  U"=  0 radicem  realem  u"  habeat, 
nullo  enim  negotio  perspicitur,  pro  quovis  alio  valore  ipsius  n idem  ratiocinium 
valere.  Tunc  cogfficientem  M " per  u”  et  coPfficientes  in  U ' (quos  fore  functio- 
nes integras  coefficientium  in  Z facile  intelligitur) , sive  per  «"  et  coefficientes  in 


*)  In  tomo  secundo  eorundem  Miser Uaneorum  p.  13 7 dilucidatione*  ad  hanc  commentationem  continen- 

tur: attamen  hae  ad  disquisitionem  praetentem  non  pertinent,  sed  ud  logarithruos  quantitatum  negativarum, 
de  quibus  in  eadem  cormn.  aerino  fuerat. 
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Z rationaliter  determinabilem  fore  asserit  clar.  de  F. , et  proin  realem.  Hinc  se- 
quitur, radices  aequationis  «V+ «V+  M“  = 0 sub  forma  p + jy' — 1 conten- 
tas fore;  eaedem  vero  manifesto  aequationi  V = 0 satisfacient:  quare  dabitur 
valor  aliquis  ipsius  u'  sub  forma  p-\-q\j — I contentus.  lam  coffficiens  M'  'eodem 
modo  ut  ante)  rationaliter  per  u'  et  cofflicientes  in  Z determinari  potest,  adeoque 
etiam  sub  forma  p- \-q\i — 1 contentus  erit;  quare  aequationis  k«  + m'w  + J/' 
radices  sub  eadem  forma  contentae  erunt,  simul  vero  aequationi  U _=  0 satisfa- 
cient, i.  e.  aequatio  haec  habebit  radicem  sub  forma  p + jy' — 1 contentam.  De- 
nique hinc  simili  ratione  sequitur,  etiam  M sub  eadem  forma  contineri,  nec  non 
radicem  aequationis  zr  + uz  + 3f  = 0,  quae  manifesto  etiam  aequationi  propo- 
sitae Z — 0 satisfaciet.  Quamobrcm  quaevis  aequatio  ad  minimum  unam  radi- 
cem formae  p- j-^y' — I habebit. 


It. 

Obiectiones  1 , 2,  3,  quas  contra  Eci.kbi  demonstrationem  primam  feci  (art.  8), 
eandem  vim  contra  hanc  methodum  habent,  ea  tamen  differentia,  ut  obiectio  se- 
cunda, cui  Euleri  demonstratio  tantummodo  in  quibusdam  casibus  specialibus  ob- 
noxia erat , praesentem  in  omnibus  casibus  attingere  debeat.  Scilicet  a priori  de- 
monstrari potest,  etiamsi  formula  detur,  quae  coffficicntem  M'  rationaliter  per  u' 
et  coSfficientes  in  Z exprimat,  hanc  pro  pluribus  valoribus  ipsius  u'  necessario 
indeterminatam  fieri  debere;  similiterque  formulam,  quae  coefficientem  3/”  per 
u"  exhibeat,  indeterminatam  fieri  pro  quibusdam  valoribus  ipsius  u"  etc.  Hoc 
luculentissime  perspicietur,  si  aequationem  quarti  gradus  pro  exemplo  assumimus. 
Ponamus  itaque  m — 1 , sintque  radices  aequationis  Z = 0.  hae  a,  6,  y,  8. 
Tum  patet,  aequationem  17=0  fore  sexti  gradus  ipsiusque  radices  — (a  +6), 
— (a  + y),  — (a+8),  — (6  — |—  y) , — (6+8),  — (y+8).  Aequatio  V — 0 au- 
tem erit  decimi  quinti  gradus,  et  valores  ipsius  u bi 

2a  + 6 + y,  2a  + 6+8,  2a  + y+8,  26  + a + y,  26  + a + 8,  26+y  + 8, 
2y+a  + 6,  2y+a  + t>,  2y+6+8,  28  + a + 6,  28  + a+y,  28+6+y, 
a + 6+y  + 8,  a+6+y+8,  a + 6 + y+f> 

lam  in  hac  aequatione,  quippe  cuius  gradus  est  impar,  Rubsistendum  erit,  habe- 
bitque  ea  revera  radicem  realem  a + 6 + y+8  (quae  primo  coSfficienti  in  Z mu- 
tato signo  aequalis  adeoque  non  modo  realis  sed  etiam  rationalis  erit,  si  coeffieien- 

3 * 


20 


DEMONSTRATIO  NOVA  THEOREMATIS 


tes  in  Z sunt  rationales).  Sed  nullo  negotio  perspici  potest,  si  formula  detur, 
quae  valorem  ipsius  M'  per  valorem  respondentem  ipsius  u'  rationaliter  exhibeat, 
hanc  necessario  pro  u'  — ct  — |—  6 — f-  y — 6 indeterminatam  fieri.  Hic  enim  valor 
ter  erit  radix  aequationis  U'  =■  0 , respondebuntque  ipsi  tres  valores  ipsius  M', 
puta  (a-|-f})(y-|-£),  {a-\-y) (6  -}-S)  et  (a 4- 8)  (6-(- y),  qui  omnes  irrationales  esse 
possunt.  Manifesto  autem  formula  rationalis  neque  valorem  irrationalem  ipsius 
M'  in  hoc  ca-su  producere  posset,  neque  tres  valores  diversos.  Ex  hoc  specimine 
satis  colligi  potest,  methodum  clar.  de  FoncEKExii  neutiquam  esse  satisfacientem, 
sed  si  ab  omni  parte  completa  reddi  debeat . multo  profundius  in  theoriam  elimi- 
nationis inquiri  oportere. 


1 2. 

Denique  ili.  La  Giunqe  de  theoremate  nostro  egit  in  comm.  Sur  Ia  forme 
iles  racines  imaginaires  des  tquations , Nouv.  Mim.  de  [ Ac  ad.  de  Berlin  1772, 
p.  222  sqq.  Magnus  hic  geometra  imprimis  operam  dedit,  defectus  in  E oleri  de- 
monstratione prima  supplere  et  revera  praesertim  ea , quae  supra  (art.  8)  obiectio- 
nem  secundam  et  quartam  constituunt,  tam  profunde  perscrutatus  est,  ut  nihil  am- 
plius desiderandum  restet,  nisi  forsan  in  disquisitione  anteriori  super  theoria  eli- 
minationis (cui  investigatio  haec  tota  innititur)  quaedam  dubia  superesse  videan- 
tur.   Attamen  obiectionem  tertiam  omnino  non  attigit,  quin  etiam  tota  dis- 

quisitio superstructa  est  suppositioni,  quamvis  aequationem  m1’  gradus  revera  m 
radices  habere. 

Probe  itaque  iis , quae  hucusque  exposita  sunt,  perpensis,  demonstrationem 
novam  theorematis  gravissimi  ex  principiis  omnino  diversis  petitam  peritis  haud 
ingratam  fore  spero,  quam  exponere  statim  aggredior. 

13. 

Lemma.  Denotante  m numerum  integrum  positivum  quemcunque , functio 
sinsp.p"  — sinmtp.  rm— ’ x -f-  sin  (»i  — 1 )<p . rm  divisibilis  erit  per  xx — 2 cos  <f.rx-\-rr. 

Demonstr.  Pro  m = 1 functio  illa  fit  = 0 adeoque  per  quemcunque  facto- 
rem divisibilis ; pro  m = 2 quotiens  fit  sin  ip , et  pro  quovis  valore  maiori  quo- 
tiens erit  sin  <p . jr”1- ’ -|-  sin  2 tp . r xm~i  sin  3 <p . rrxm~>  ctc.  -p  sin  (w  — I )<p . r’"-’. 

Facile  enim  confirmatur,  multiplicata  hac  functione  per  xx — 2 cos  <f  . r x-f-  rr, 
productum  functioni  propositae  aequale  fieri. 
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14. 

Lemma.  Si  quantitati  r anqultisque  f ita  sunt  determinati , ut  habeantur  ae- 
quationes 

rmcosm!p  + -'lrm_lcos  'm  — I)  'f-\-Brm~ivx>s  (m  — 2)  etc. 

-j-iirrcos  2<p-f-  Lrcos^  M — 0 . [I 

r1"  sin  m tp + .4  r*- 1 sin  (m  — IJip-f-Ur^^sin  (m — 2)<p  + etc. 

-4-JtVrsin  2<p  + Lrsintp  = 0 . . [2] 

functio  •rm-j-  Ax"^ 1 + Bj^n~ !-+-  etc.  -f-iiLxjr-|-  Lx-f-  M = X divisibilis  erit  per 
factorem  duplicem  xx  — 2 cos?.  rx-\-rr.  si  modo  rsin'p  non  = 0;  si  vero  rsin  <f  — 0. 
eadem  functio  divisibilis  erit  per  factorem  simplicem  x — rcos^p. 

Demonstr.  I.  Ex  art.  pracc.  oinnes  sequentes  quantitates  divisibiles  erunt 
per  xx  — 2cos<p.rx+rr: 

Min^-rx"*  — sin  m tp . r”\r  -+-  sin(m  — l)sp.rm+' 

.Asinip  .rx’"- 1 — ii  sin  (m  — l)<p.rm^ 'x-|-.Asin  (m — 2)9.1^" 

B sin  9 . r — B sin  (m  — 2}  <p . rm~'  x + B sin  (m — 3)  <p . r’"-1 

etc.  etc. 

Ksin'f.rxx  — Xsin29.rrx  -^-.Xsin!p.r, 

Lsiny.rx  — Esintp.rx  # 

3/sin^.r  „ -|-3/sin( — f).r 

Quamobrera  etiam  summa  harum  quantitatum  per  xx  — 2cos'p.rx  + rr 
divisibilis  erit.  At  singularum  partes  primae  constituunt  summam  siuf.rX; 
secundae  additae  dant  0 , propter  2] ; tertiarum  vero  aggregatum  quoque  eva- 
nescere. facile  perspicitur,  si  [1]  multiplicatur  per  sin cp , [2]  per  cos pro- 
ductumquc  illud  ab  hoc  subducitur.  Unde  sequitur,  functionem  sin 9 . r X di- 
visibilem esse  per  xx — 2 cos®  .rx-t-rr,  adeoque,  nisi  fuerit  rsincp  — 0,  etiam 
functionem  X.  Q.  E.  P. 

11.  Sivero  rsin<p=0,  erit  aut  r=0  aut  sin  9 = 0.  In  casu  priori  erit 
3f  — 0 , propter  [1],  adeoque  X per  x Biveper  x — reos 9 divisibilis;  in  poste- 
riori erit  cos<p=+l,  cos2<p  = -f-l,  cos  3 tp  = + 1 et  generaliter  cos  n<f  = cos  9". 
Quare  propter  [1j  fiet  X = 0 , statuendo  x = r cos  9 , et  proin  functio  X j>er 
x — reos 9 erit  divisibilis.  Q.  E.  S. 
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15. 

Theorema  praecedens  plerumque  adiumento  quantitatum  imaginariarum  de- 
monstratur, vid.  Ecler  Introd.  in  Anui.  Inf.  T.  I.  p.  110;  operae  pretium  esse  duxi, 
ostendere,  quomodo  aeque  facile  absque  illarum  auxilio  erui  possit.  Manifestum 
iam  est,  ad  demonstrationem  theorematis  nostri  nihil  aliud  requiri  quam  ut  osten- 
datur: Proposita  functione  quacunque  X formae  P"  — Ay"~'  -f-  -f-  etc. 

-f-ij r et  ita  determinari  posse,  ut  aequationes  [1]  et  [2]  locum  habeant . 
Hinc  enim  sequetur,  X habere  factorem  realem  primi  vel  secundi  gradus:  divisio 
autem  necessario  producet  quotientem  realem  inferioris  gradus,  qui  ex  eadem  ra- 
tione quoque  factorem  primi  vel  secundi  gradus  habebit.  Per  continuationem  hu- 
ius operationis  X taudem  in  factores  reales  simplices  vel  duplices  resolvetur.  Il- 
lud itaque  theorema  demonstrare,  propositum  est  sequentium  disquisitionum. 

16. 

Concipiatur  planum  fixum  infinitum  (planum  tabulae,  fig.  1),  et  in  hoc  recta 
fixa  infinita  G C per  punctum  fixum  C transiens.  Assumta  aliqua  longitudine 
pro  unitate  ut  omnes  rectae  per  numeros  exprimi  possint,  erigatur  in  quovis  puncto 
plani  P,  cuius  distantia  a centro  C est  r angulusque  G CP  = <p , perpendicu- 
lum aequale  valori  expressionis 

rmsinm<p-f-  Arm~' 'sin  (m — 1)?+  etc.  -{-Lrsinip 

quem  brevitatis  gratia  in  sequentibus  semper  per  T designabo.  Distantiam  r 
sem per  tamquam  positivam  considero,  et  pro  punctis,  quae  axi  ab  altera  parte 
iacent , angulus  <p  aut  tamquam  duobus  rectis  maior , aut  tamquam  negativus 
(quod  hic  eodem  redit)  spectari  debet.  Extremitates  horum  perpendiculorum  (quae 
pro  valore  positivo  ipsius  T supra  plauum  accipiendae  sunt , pro  negativo  infra, 
pro  evanescente  in  plano  ipso)  erunt  ad  superficiem  cunam  continuam  quaquaver- 
sum  infinitam  , quam  brevitatis  gratia  in  sequentibus  superficiem  primam  vocabo. 
Prorsus  simili  modo  ad  idem  planum  et  centrum  eundemque  axem  referatur  alia 
superficies,  cuius  altitudo  supra  quodvis  plani  punctum  sit 

rm  cos  m A rm~ 1 cos  (m  — 1 ) -)-  e tc.  -f-  L r cos  -(-  3/ 

quam  expressionem  brevitatis  gratia  semper  per  V denotabo.  Superficiem  vero 
hanc,  quae  etiam  continua  et  quaquaversum  infinita  erit,  per  denominationem 


Digitized  by  Google 


OMNEM  FUNCTIONEM  Al.OKBHAICAM  ETC. 


23 


superficiei  secundae  a priori  distinguam.  Tunc  manifestum  est,  totum  negotium  in 
eo  versari,  ut  demonstretur , ad  minimum  unum  punctum  dari,  quod  simul  in 
plano , in  superficie  prima  et  in  superficie  secunda  iaceat. 

17. 

Facile  perspici  potest,  superficiem  primam  partim  supra  planum  partim  in- 
fra planum  iacere;  patet  enim  distantiam  a centro  r tam  magnam  accipi  posse, 
ut  reliqui  termini  in  T prae  primo  rmsium^  evanescant;  hic  vero,  angulo  <?  rite 
determinato,  tam  positivus  quam  negativus  fieri  potest.  Quare  planum  fixum  ne- 
cessario a superficie  prima  secabitur;  hanc  plani  cum  superficie  prima  intersectio- 
nem vocabo  lineam  primam ; quae  itaque  determinabitur  per  aequationem  T — 0. 
Ex  eadem  ratione  planum  a superficie  secunda  secabitur;  intersectio  constituet 
curvam  per  aequationem  U — 0 determinatam , quam  lineam  secundam  appel- 
labo. Proprie  utraque  curva  ex  pluribus  ramis  constabit,  qui  omnino  seiuncti 
esse  possunt,  singuli  vero  erunt  lineae  continuae.  Quin  adeo  linea  prima  sem- 
per  erit  talis,  quam  complexam  vocant,  axisque  GC  tamquam  pars  huius  curvae 
spectanda;  quicunque  enim  valor  ipsi  r tribuatur,  2’ semper  fiet  =0,  quando 
f aut  =0  aut  = ISO0.  Sed  praestat  complexum  cunctorum  ramorum  per  pmnia 
puncta,  ubi  T = 0,  transeuntium  tamquam  unam  curvam  considerare  (secundum 
usum  in  geometria  sublimiori  generaliter  receptum) , similiterque  cunctos  ramos 
per  omnia  puncta  transeuntes , ubi  U — 0.  Patet  iam,  rem  eo  reductam  esse, 
ut  demonstretur , ad  minimum  unum  punctum  in  plano  dari , ubi  ramus  aliquis 
lineae  primae  a ramo  lineae  secundae  seeetur.  Ad  hunc  finem  indolem  harum  li- 
nearum propius  contemplari  oportebit. 


18. 

Ante  omnia  observo,  utramque  curvam  esse  algebraicara,  et  quidem,  si  ad 
coordinatas  orthogonalcs  revocetur,  ordinis  rau.  Sumto  enim  initio  abscissarum 
in  C,  abscissisque  ,r  versus  G,  applicatis  y versus  P,  erit  x — r cos<p,  y — rsintp, 
adeoque  generaliter , quidquid  sit  n, 

r"sin»y  — HiP  'y la8-  x"  jr+777777*"  /— etc„ 

n . n — l n 2 ...  1 w * * — I . »— 2 . n — 5 


r" cosntp  = •e* — q— V — e tc. 
Quamobrem  tum  T tum  U constabunt  ex  pluribus  huiusmodi  terminis  «x*ys. 
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denotantibus  a,  6 numeros  integros  positivos,  quorum  summa,  ubi  maxima  est, 
fit  = m.  Ceterum  facile  praevideri  potest,  cunctos  terminos  ipsius  T factorem 
y involvere , adeoque  lineam  primam  proprie  ex  recta  (cuius  aequatio  y — 0)  et 
curva  ordinis  m — l'1  compositam  esse;  sed  necesse  non  est  ad  hanc  distinctio- 
nem hic  respicere. 

Maioris  momenti  erit  investigatio,  an  linea  prima  et  secunda  crura  infinita 
halie&ut,  et  quot  qualiaquc.  In  distantia  infinita  a puncto  C linea  prima,  cuius 
aequatio  sinmtp-f-ysin^  — l)<p-|-^sin(m  — etc.  = 0,  confundetur  cum  li- 
nea, cuius  aequatio  sin  m ip  = 0 . Haec  vero  exhibet  m lineas  rectas  in  puncto 
C se  secantes,  quarum  prima  est  axis  GCG‘,  reliquae  contra  hanc  sub  angulis 
-ISO,  ’ ISO,  ^ ISO  etc.  graduum  inclinatae.  Quare  linea  prima  2 tn  ramos  in- 
finitos habet , qui  periplieriam  circuli  radio  infinito  descripti  in  2 m partes  aequa- 
les dispertiuntur,  ita  ut  jieripheria  a ramo  primo  secetur  in  concursu  circuli  et  axis, 
a secundo  in  distantia  1 180°.  a tertio  in  distantia  3 180°  etc.  Eodem  modo 

m m 

linea  secunda  in  distantia  infinita  a centro  habebit  asymptotam  per  aequationem 
cosmf  = 0 expressam,  quae  est  complexus  m rectarum  in  puncto  C sub  aequa- 
libus angulis  itidem  se  secantium , ita  tamen , ut  prima  cum  axe  C G constituat 
angulum  90°,  secunda  angulum  ^ 90",  tertia  angulum  ^ 00°  etc.  Quare  li- 
nea secunda  etiam  2«  ramos  infinitos  habebit,  quorum  singuli  medium  locum 
inter  binos  ramos  proximos  lineae  |irimae  occupabunt,  ita  ut  peripheriam  circuli 
radio  infinite  magno  descripti  in  punctis,  quae  ^ 90°,  ^ 90°,  ^90°  etc.  ab  axe 
distant,  secent.  Ceterum  palam  est.  axem  ipsum  semper  duos  ramos  infinitos 
lineae  primae  constituere  , puta  primum  et  m — f- 1 tu™.  Luculentissime  hic  ramo- 
rum situs  exhibetur  in  fig.  2,  pro  casu  m = 4 constructa,  ubi  rami  lineae  secun- 
dae, ut  a ramis  lineae  primae  distinguantur,  punctati  exprimuntur,  quod  etiam 
de  figura  quarta  est  tenendum  *). Quum  vero  hae  conclusiones  maximi  mo- 

menti sint,  quantitatesque  infinite  magnae  quosdam  lectores  offendere  possint: 
illas  etiam  absque  infinitorum  subsidio  in  art.  sequ.  eruere  docebo. 

19. 

Theorema.  Manentibus  cunctis  ut  supra,  ex  centro  C describi  poterit  circulus, 

*)  Figura  quarta  constructa  eat  supponendo  X - x*  — txx-pix-fio,  in  qua  itaque  lecturee  dis- 
quisitionibus generalibus  et  abstractis  minus  assueti  situm  respectirum  utriusque  curvae  in  concreto  intueri 
poterunt.  longitudo  lineae  CG  uwumta  est  — io  (C’A' — I.IUU.) 
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in  cuius  peripherici  sint  1m  puncta,  in  quibus  T = 0,  totidemque,  in  quibus  V—  0, 
et  quidem  ita , ut  singula  posteriora  inter  bina  priorum  iaceant. 

Sit  summa  omnium  coefficientium  A,  B etc.  K,  L,  M positive  acceptorum 
— S,  accipiaturque  Ji  simul  S\/ '2  et  >1*):  tum  dico  in  circulo  radio  K 
descripto  ea,  quae  in  theoremate  cnunciata  sunt,  necessario  locum  habere.  Sci- 
licet designato  brevitatis  gratia  eo  puncto  huius  circumferentiae,  quod  ^45  gra- 
dibus ab  ipsius  concursu  cum  laeva  parte  axis  distat , sive  pro  quo  9 = - 4 5®, 
per  (1);  similiter  eo  puncto,  quod  —45°  ab  hoc  concursu  distat,  sive  pro  quo 
9 = ^45®,  per  (3);  porro  eo,  ubi  9 = ^45°,  per  (5)  etc.  usque  ad  (8  m — !). 
quod  R”~*  4 5 gradibus  ab  illo  concursu  distat,  si  semper  versus  eandem  partem 
progrederis,  (aut  ^45®  a parte  opposita),  ita  ut  omnino  4»»  puncta  in  peripheria 
habeantur,  aequalibus  intervallis  dissita:  iacebit  inter  (S»  — 1)  et  (1)  unum 
punctum,  pro  quo  T = 0 ; nec  non  sita  erunt  similia  puncta  singula  inter  (3)  et 
(5);  inter  (7)  et  (9);  inter  (lt)  et  (13)ctc.,  quorum  itaque  multitudo  in;  eodem- 
que  modo  singula  puncta,  pro  quibus  U=  0,  iaccbunt  inter  (1)  et  (3);  inter 
(5)  et  (7);  inter  (9)  et  (1 1),  quorum  multitudo  igitur  etiam  = 2»»;  denique  prae- 
ter haec  4 m puncta  alia  in  tota  peripheria  non  dabuntur , pro  quibus  vel  T vel 
V sit  — 0. 

Demonstr.  I.  In  puncto  (1)  erit  m?  — 45°  adeoque 

T = /i"1-'  ,R\\  -f  yt  sin  (m  — ! ) 9 + ^ sin  (m  — 2)  9 -f  etc.  +^i.,sin9) 

summa  vero  y4sin(ni  — 1)9  -}-  ^ sin  [m — 2)9  etc.  certo  non  poterit  esse  maior  quam 
S.  adeoque  necessario  erit  minor  quam  R\]\:  unde  sequitur,  in  hoc  puncto  valo- 
rem  ipsius  T certo  esse  positivum.  A potiori  itaque  T valorem  positivum  habe- 
bit. quando  ««9  inter  45°  ct  135°  iacet,  i.  e.  a puncto  (1)  usque  ad  (3)  valor 
ipsius  T semper  positivus  erit.  Ex  eadem  ratione  T a puncto  (9)  usque  ad  (1 1) 
positivum  valorem  ubique  habebit,  et  generaliter  a quovis  puncto  (8/t-j-l)  usque 
ad  (8 A:— f-  3) , denotante  k integrum  quemcunque.  Simili  modo  T ubique  inter 
(5)  et  (7),  inter  (t  3)  et  (1 5)  etc.  et  generaliter  inter  (SA*— f—  5)  et  (9  Ar— f— 7)  valorem 
negativum  habebit,  adeoque  in  omnibus  his  intervallis  nullibi  poterit  esse  = 0. 
Sed  quoniam  in  (3)  hic  valor  est  positivus,  in  (5)  negativus:  necessario  alicubi 
inter  (3)  et  (5)  erit  = 0;  nec  non  alicubi  inter  (7)  et  (9);  inter  (11)  et  (13)  etc. 


•)  Quando  <S>^ |,  conditio  prima  secundam  ; quando  rero  £<y|,  secunda  primam  implicabit. 

4 
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usque  ad  intervallum  inter  (Sm  — 1)  et  (1)  inel. , ita  ut  omnino  iu  2 m punctis  ha- 
beatur T=  0.  Q.  E.  P. 

II.  Quod  vero  praeter  haec  im  puncta,  alia,  hac  proprietate  praedita,  non 
dantur,  ita  cognoscitur.  Quum  inter  (I)  et  (3);  inter  (5)  et  (7)  etc.  nulla  sint, 
aliter  fieri  non  posset , ut  plura  talia  puncta  exstent,  quam  si  in  aliquo  intervallo 
inter  (3)  et  (5),  vel  inter  (7;  et  (9)  etc.  ad  minimum  duo  iacerent.  Tum  vero  ne- 
cessario in  eodem  intervallo  T alicubi  esset  maximum,  vel  minimum,  adeoque 

= 0.  Sed  = mI?*~*[Rcoiim'?-\-,~l^-Acos{m — 1)  + etc.)  et  cos  m ip 
inter  (3)  et  (5)  setnper  est  negativus  et  Unde  facile  perspicitur,  in  toto 

hoc  intervallo  esse  quantitatem  negativam;  eodemque  modo  inter  (7)  et  (9) 
ubique  positivam;  inter  (11)  et  (13)  negativam  etc.,  ita  ut  in  nullo  horum  inter- 
vallorum esse  possit  0,  adeoque  suppositio  consistere  nequeat.  Quare  etc.  Q.  E.  S. 

III.  Prorsus  simili  modo  demonstratur,  U habere  valorcm  negativum  ubi- 
que inter  (3)  ct  (5),  inter  (ll)et  (!3)etc.  et  generaliter  inter  (&A-f-3)et  {8/r— f-  S); 
positivum  vero  inter  (7)  et  (9),  inter  (15)  et  (17)  etc.  et  generaliter  iuter  (SA+7) 
et  (8 A- -(-9).  Hinc  statim  sequitur,  U = 0 fieri  debere  alicubi  inter  (I)  et  (3), 
inter  (5)  et  (7)  etc.,  i.  e.  in  2 m punctis.  In  nullo  vero  horum  intervallorum  fieri 
poterit  ==  0 (quod  facile  simili  modo  ut  supra  probatur):  quamobrem  plura 
quam  illa  2m  puncta  in  circuli  peripheria  non  dabuntur,  in  quibus  fiat  U — 0. 
Q.  E.  T.  ct  Q. 

Ceterum  ea  theorematis  pars,  secundum  quam  plura  quam  2 m puncta  non 
dantur,  in  quibus  T = 0,  neque  plura  quam  2 m,  in  quibus  U — 0,  etiam 
inde  demonstrari  potest,  quod  per  aequationes  T = 0,  U = 0 exhibentur  cur- 
vae mu  ordinis,  quales  a circulo  tamquam  curva  secundi  ordinis  in  pluribus  quam 
2 m punctis  secari  non  posse . ex  geometria  sublimiori  constat. 

20. 

Si  circulus  alius  radio  maiori  quam  R ex  eodem  centro  describitur,  eodem- 
que modo  dividitur:  etiam  in  hoc  inter  puncta  (3)  et  (5)  iacebit  punctum  unum, 
in  quo  T = 0,  itemque  inter  (7)  et  (9)  etc.,  perspicieturque  facile,  quo  minus 
radius  huius  circuli  a radio  R differat,  eo  propius  huiusmodi  puncta  inter  (3)  et  (51 
in  utriusque  circumferentia  sita  esse  debere.  Idem  etiam  locum  habebit,  si  cir- 
culus radio  aliquantum  ininori  quam  R,  attamen  maiori  quam  S\J2  et  1,  descri- 
bitur. Ex  his  nullo  negotio  intelligitur , circuli  radio  R descripti  circumferen- 
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tiam  in  eo  puncto  inter  (3)  et  (5),  ubi  T—  0,  revera  secari  ab  aliquo  ramo  li- 
neae primae:  idemque  valet  de  reliquis  punctis,  ubi  T = 0.  Eodem  modo  pa- 
tet. circumferentiam  circuli  huius  in  omnibus  2 m punctis,  ubi  U — 0 , ab  ali- 
quo ramo  lineae  secundae  secari.  Hae  conclusiones  etiam  sequenti  modo  exprimi 
possunt:  Descripto  circulo  debitae  magnitudinis  e centro  C,  in  hunc  intrabunt 
2m  rami  lineae  primae  totidomquc  rami  lineae  secundae,  et  quidem  ita,  ut  bini 
rami  proximi  lineae  primae  per  aliquem  ramum  lineae  secundae  ab  invicem  sepa- 
rentur. Vid.  fig.  2 , ubi  circulus  iam  non  infinitae  sed  finitae  magnitudinis  erit, 
numerique  singulis  ramis  adseripti  cum  numeris,  per  quos  in  art.  praec.  et  hoc 
limites  certos  in  peripheria  brevitatis  caussa  designavi , non  sunt  confundendi. 


21. 

Iam  ex  hoc  situ  relativo  ramorum  in  circulum  intrantium  tot  modis  diversis 
deduci  potest,  intersectionem  alicuius  rami  lineae  primae  cum  ramo  lineae  secun- 
dae intra  circulum  necessario  dari,  ut,  quaenam  potissimum  methodus  prae  reli- 
quis eligenda  sit , propemodum  nesciam.  Luculentissima  videtur  esse  haec : De- 
signemus (fig.  2)  punctum  peripheriae  circuli,  ubi  a laeva  axis  parte  (quae  ipsa  est 
unus  ex  2wi  ramis  lineae  primae)  secatur,  per  0;  punctum  proximum,  ubi  ra- 
mus lineae  secundae  intrat  , per  1;  punctum  huic  proximum,  ubi  secundus  lineae 
primae  ramus  intrat,  per  2.  et  sic  porro  usque  ad  4 m — I,  ita  ut  in  quovis  puncto 
numero  pari  signato  ramus  lineae  secundae  in  circulum  intret,  contra  ramus  li- 
neae secundae  in  omnibus  punctis  per  numerum  imparem  expressis.  Iam  ex  geo- 
metria sublimiori  constat . quamvis  curvam  algebraicam , (sive  singulas  cuiusvis 
curvae  algebraicae  partes,  si  forte  c pluribus  composita  sit)  aut  in  se  redeuntem 
aut  utrimque  in  infinitum  excurrentem  esse,  adeoque  si  ramus  aliquis  curvae  al- 
gebraicae in  spatium  definitum  intret,  eundem  necessario  ex  hoc  spatio  rursus  ali- 
cubi exire  debere*).  Hinc  concluditur  facile,  quodvis  punctum  numero  pari  signa- 


•)  Satia  bene  certe  demonstratum  esse  videtur,  curvam  algebraicam  neque  alicubi  subito  abrumpi 
posst*  (uti  c.  g.  evenit  in  curva  trnnsscendente,  cuius  aequatio  y = neque  post  spiras  infinitas  in  ali- 

quo puncto  se  quasi  perdere  (ut  spiralis  logarilhmicu) , quantumque  scio  nemo  dubium  contra  hanc  rem  mo- 
vit. Attamen  si  quis  postulat,  demonstrationem  nullis  dubiis  obnoxiam  alia  occasione  tradere  suscipiam.  In 
casu  praesenti  vero  manifestum  est,  si  aliquis  ramus  e.  g.  2,  ex  circulo  nullibi  exiret  (fig.  x),  te  in  circu- 
lum inter  « et  t intrare , postea  circa  totum  hunc  ramum  (qui  in  circuli  spatio  se  perdere  deberet)  circum- 
meare, et  tandem  inter  2 et  j rursus  ex  circulo  egredi  posse,  ita  ut  nullibi  in  tota  via  in  lineam  primam 
incideris.  Huc  vero  absurdum  esse  inde  patet,  quod  in  puncto,  ubi  in  circulum  ingressus  es,  superficiem 
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tum  (seu,  brevitatis  caussa,  quodvis  punctum  par ) per  ramum  lineae  primae  cum 
alio  puncto  pari  intra  circulum  iunctum  esse  debere,  similiterque  quodvis  punctum 
numero  impari  notatum  cum  alio  simili  puncto  per  ramum  lineae  secundae.  Quam- 
quam vero  haec  binorum  punctorum  conuexio  secundum  indolem  functionis  X 
perquam  diversa  esse  potest,  ita  ut  in  genere  determinari  nequeat,  tamen  facile 
demonstrari  potest,  quaecunque  demum  illa  sit.  semper  intersectionem  lineae  primae 
cum  linea  secunda  oriri. 


22. 

Demonstratio  huius  necessitatis  commodissime  apagogice  repraesentari  posse 
videtur.  Scilicet  supponamus,  iunctionem  binorum  quorumque  punctorum  parium, 
et  binorum  quorumque  punctorum  imparium  ita  adornari  posse,  ut  nulla  inter- 
sectio rami,  lineae  primae  cum  ramo  lineae  secundae  inde  oriatur.  Quoniam  axis 
est  pars  lineae  primae,  manifesto  punctum  0 cum  puncto  2m  iunctum  erit. 
Punctum  1 itaque  cum  nullo  puncto  ultra  axem  sito,  i.  c.  cum  nullo  puncto  ]>er 
numerum  maiorem  quam  2 m expresso  iunctum  esse  potest,  alioquin  enim  linea 
iungens  necessario  axem  secaret.  Si  itaque  I cum  puncto  » iunctum  esse  sup- 
]>onitur,  erit  »<2m.  Ex  simili  ratione  si  2 cum  »’  iunctum  esse  statuitur,  erit 
quia  alioquin  ramus  2...n'  ramum  t ...n  necessario  secaret.  Ex  eadem 
caussa  punctum  3 cum  aliquo  punctorum  inter  4 et  n'  iaccntium  iunctum  erit, 
patetque  si  3,  4.  5 etc.  iuncta  esse  supponantur  cum  n",  n"',  «'“etc.,  n"  i acere  in- 
ter 5 et  n",  n"”  inter  6 et  etc.  Unde  perspicuum  est , tandem  ad  aliquod 
punctum  A perventum  iri , quod  cum  puncto  A -f-  2 iunctum  sit,  et  tum  ramus, 
qui  in  puncto  A — f—  1 in  circulum  intrat,  necessario  ramum  puncta  A et  A— f—  2 iun- 
gentem  secabit.  Quia  autem  alter  horum  duorum  ramorum  ad  lineam  primani, 
alter  ad  secundam  pertinebit,  manifestum  iam  est,  suppositionem  esse  contra- 
dictoriam , adeoque  necessario  alicubi  intersectionem  lineae  primae  cum  linea  se- 
cunda fieri. 


primum  supra  te  habuisti , in  egreasu,  infra ; quare  necessario  alicubi  in  superficiem  primam  ipsam  incidere  de- 
buisti, sire  in  punctum  lineae  primae.  — Ceterum  ex  hoc  ratiocinio  principiis  geometriae  situs  innixo,  quae 
haud  minus  valida  sunt,  quam  principia  geometriae  magnitudinis,  sequitur  tantummodo,  si  in  aliquo  ramo  li- 
neae primae  in  circulum  intres,  te  alio  loco  ex  circulo  rursus  egredi  posse,  semper  in  linen  prima  manendo,  ne- 
que vero , viam  tuam  esse  lineam  continuam  in  eo  sensu , quo  in  geometria  sublimiori  accipitur.  Sed  hic  suffi- 
cit, viam  esae  lineam  continuam  in  sensu  communi , i.  c.  nullibi  interruptam  sed  ubique  cohaerentem. 
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Si  haec  cum  praecedentibus  iunguntur.  ex  omnibus  disquisitionibus  expli- 
catis colligetur,  theorema,  quamvis  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unitis 
indeterminatae  in  factores  reates  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse , omni  rigore 
demonstratum. 


23. 

Ceterum  haud  difficile  ex  iisdem  principiis  deduci  potest,  non  solum  unam 
sed  ad  minimum  m intersectiones  lineae  primae  cum  secunda  dari,  quamquam 
etiam  lieri  potest,  ut  linea  prima  a pluribus  ramis  lineae  secundae  in  eodcin  puncto 
secetur,  in  quo  casu  functio  X plurcs  factores  aequales  habebit.  Attamen  qnum 
hic  sufficiat , unius  intersectionis  necessitatem  demonstravisse,  fusius  huic  rei  bre- 
vitatis caussa  non  immoror.  Ex  eadem  ratione  etiam  alias  harum  linearum  pro- 
prietates hic  uberius  non  persequor , e.  g.  intersectionem  semper  fieri  sub  angulis 
rectis ; aut  si  plura  crura  utriusque  curvae  in  eodem  puncto  conveniant , totidem 
crura  lineae  primae  affore,  quot  crura  lineae  secundae,  haccquc  altematim  posita 
esse , et  sub  aequalibus  angulis  se  secare  etc. 

Denique  observo,  minime  impossibile  esse,  ut  demonstratio  praecedens,  quam 
hic  principiis  geometricis  superstruxi,  etiam  in  forma  mere  analytica  exhibeatur: 
sed  eam  repraesentationem,  quam  hic  explicavi,  minus  abstractam  evadere  cre- 
didi, verumque  nervum  probandi  hic  multo  clarius  oh  oculos  poni,  quam  a de- 
monstratione analytica  exspectari  possit. 

Coronidis  loco  adhuc  aliam  methodum  theorema  nostrum  demonstrandi  ad- 
digitabo.  quae  primo  aspectu  non  modo  a demonstratione,  praecedente,  sed  etiam 
ab  omnibus  demonstrationibus  reliquis  supra  enarratis  maxime  diversa  esse  vide- 
bitur, et  quae  nihilominus  cum  D'ALSKBKirriana . si  ad  essentiam  spectas  , proprie 
eadem  est.  Cum  qua  illam  comparare,  parallclismumquc  inter  utramque  explo- 
rare peritis  committo , in  quorum  gratiam  unice  subiuncta  est. 

24. 

Supra  planum  figurae  4 relative  ad  axem  CG  punctumquc  fixum  C de- 
scriptas suppono  superficiem  primam  et  secundam  eodem  modo  ut  supra.  Accipe 
punctum  quodeunque  in  aliquo  ramo  lineae  primae  situm  sive  ubi  T = 0,  (e.  g 
quodlibet  punctum  M in  axe  iacens) , et  nisi  in  hoc  etiam  V = 0 , progredere 
ex  hoc  puncto  in  linea  prima  versus  eam  partem , versus  quam  magnitudo  abso- 
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luta  ipsius  U decrescit.  Si  forte  in  puncto  M valor  absolutus  ipsius  U versus 
utramque  partem  decrescit,  arbitrarium  est,  quorsum  progrediaris;  quid  vero  fa- 
ciendum sit,  si  U versus  utramque  partem  crescat,  statirn  docebo.  Manifestum 
est  itaque,  dum  semper  in  linea  prima  progrediaris,  necessario  tandem  te  ad 
punctum  perventurum , ubi  U — 0 , aut  ad  tale,  ubi  valor  ipsius  U fiat  mini- 
mum. e.g,  punctum  N.  In  priori  casu  quod  quaerebatur,  inventum  est;  in  poste- 
riori vero  demonstrari  potest,  in  hoc  puncto  plures  ramos  lineae  primae  sese  in- 
tersecare {et  quidem  multitudinem  parem  ramorum) , quorum  semissis  ita  compa- 
rati sint,  ut  si  in  aliquem  eorum  deflectas  (sive  huc  sive  illuc)  valor  ipsius  U ad- 
hucdum  decrescere  pergat.  (Demonstrationem  huius  theorematis,  prolixiorem 
quam  difficiliorem  brevitatis  gratia  supprimere  debeo.)  In  hoc  itaque  ramo  iterum 
progredi  poteris,  donec  U aut  fiat  =0  (uti  in  fig.  4 evenit  in  P),  aut  denuo 
minimum.  Tum  rursus  deflectes,  necessarioque  tandem  ad  punctum  pervenies, 
ubi  sit  U = 0. 

Contra  hanc  demonstrationem  obiici  posset  dubium , annon  possibile  sit,  ut 
quantumvis  longe  progrediaris,  et  quamvis  valor  ipsius  U semper  decrescat , ta- 
men  haec  decrementa  continuo  tardiora  fiant,  et  nihilominus  ille  valor  limitem 
aliquem  nusquam  attingat;  quae  obiectio  responderet  quartae  in  art.  6.  Sed  haud 
difficile  foret,  terminum  aliquem  assignare,  quem  simulae  transieris,  valor  ipsius 
U necessario  non  modo  semper  rapidius  mutari  debeat , sed  etiam  decrescere  non 
amplius  possit,  ita  ut  antequam  ad  hunc  terminum  perveneris,  necessario  valor 
0 iam  affuisse  debeat.  Hoc  vero  et  reliqua , quae  in  hac  demonstratione  addigi- 
tare  tantummodo  potui,  alia  occasione  fusius  exsequi  mihi  reservo. 


Principia  quibus  kaecce  demonstratio  innititur  deteximus  Initio  Octob.  1 7 »7 . 
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OMNEM  FUNCTIONEM  ALGEBRAICAM  RATIONALEM  INTEGRAM 

UNIUS  VARIABILIS 

IN  FACTORES  RF.ALES  PRIMI  VEL  SECUNDI  GRADUS  RESOLVI  POSSE. 


1. 

Quamquam  demonstratio  theorematis  de  resolutione  functionum  algcbraica- 
rum  integrarum  in  factores,  quam  in  commentatione  sedecim  abhinc  annis  pro- 
mulgata tradidi , tum  respectu  rigoris  tum  simplicitatis  niliil  desiderandum  relin- 
quere videatur , tamen  haud  ingratum  fore  geometris  spero , si  iterum  ad  eandem 
quaestionem  gravissimam  revertar , atque  e principiis  prorsus  diversis  demonstra- 
tionem alteram  haud  minus  rigorosam  adstruerc  concr.  Pendet  scilicet  illa  demon- 
stratio prior,  partim  saltem,  a considerationibus  geometricis:  contra  ea.  quam  hic 
exponere  aggredior , principiis  mere  analyticis  innixa  erit.  Methodorum  analyti- 
carum . per  quas  usque  ad  illud  quidem  tempus  alii  geometrae  theorema  nostrum 
demonstrare  susceperunt,  insigniores  loco  citato  recensui,  et  quibus  vitiis  laborent 
copiose  exposui.  Quorum  gravissimum  ac  vere  radicale  omnibus  illis  conatibus, 
perinde  ac  rccentioribus , qui  quidem  mihi  innotuerunt,  commune:  quod  tamen 
neutiquam  inevitabile  videri  in  demonstratione  analytica,  iam  tunc  declaravi.  Esto 
iam  penes  peritos  iudicium,  an  fides  olim  data  per  has  novas  curas  plene  sit  liberata. 

2. 

Disquisitioni  principali  quaedam  praeliminares  praemittentur,  tum  ne  quid 
deesse  videatur,  tum  quod  ipsa  forsan  tractatio  iis  quoque,  quae  ab  aliis  iam  de- 

5 


34 


DEMONSTRATIO  NOVA  ALTERA  THEOREMATIS 


libata  fuerant,  novam  qualcmeunquc  lucem  affundere  poterit.  Ac  primo  quidem 
de  altissimo  divisore  communi  duarum  functionum  algebraicarum  integrarum  unius 
indeterminatae  agemus.  Ubi  praemonendum,  liic  Semper  tantum  de  functionibus 
in  tigris  sermonem  esse : e qualibus  duabus  si  productum  confletur,  utraque  huius 
divisor  vocatur.  Divisoris  ordo  ex  exponente  summae  potestatis  indeterminatae 
quam  continet  diiudicatur , nulla  prorsus  coSfficientium  numericorum  ratione  ha- 
bita. Ceterum  quae  ad  divisores  communes  functionum  pertinent,  eo  brevius  ab- 
solvere licet,  quod  iis,  quae  ad  divisores  communes  numerorum  spectant,  omnino 
sunt  analoga. 

Propositis  duabus  functionibus  F,  F'  indeterminatae  x,  quarum  prior  sit 
ordinis  altioris  aut  saltem  non  inferioris  quam  posterior , formabimus  aequationes 
sequentes 

Y = q Y ' -f  Y" 

Y’  = q'Y"  -f-  F"' 

Yv=  q"Y"'+  Ym 
ctc.  usque  ad 

y(i*~i)  _ j(i*-i)  y M 

ea  scilicet  lege,  ut  primo  Y dividatur  sueto  more  per  F';  dein  Y'  per  residuum 
primae  divisionis  F ",  quod  erit  ordinis  inferioris  quam  F';  tunc  rursus  residuum 
primum  per  secundum  F"  et  sic  porro,  donec  ad  divisionem  absque  residuo  per- 
veniatur , quod  tandem  necessario  evenire  debere  inde  patet,  quod  ordo  functio- 
num F’,  F”,  F”  ctc.  continuo  decrescit.  Quas  functiones  perinde  atque  quo- 
tientes  q,  q , q et c.  esse  functiones  integras  ipsius  ,r,  vix  opus  est  monere.  His 
praemissis,  manifestum  est, 

I.  regrediendo  ab  ultima  istarum  aequationum  ad  primam , functionem 
FW  esse  divisorem  singularum  praecedentium,  adeoque  certo  divisorem  commu- 
nem propositarum  F,  F'. 

II.  Progrediendo  a prima  aequatione  ad  ultimam  , elucet,  quemlibet  divi- 
sorem communem  functionum  F,  F'  etiam  metiri  singulas  sequentes,  et  proin 
etiam  ultimam  F^.  Quamobrem  functiones  F,  F'  habere  nequeunt  ullum  di- 
visorem communem  altioris  ordinis  quam  Y^\  omnisque  divisor  communis  eius- 
dem ordinis  ut  YW  erit  ad  hunc  in  ratione  numeri  ad  numerum,  unde  hic  ipse 
pro  divisore  communi  summo  erit  habendus. 
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III.  Si  P^*)  est  ordinis  0,  i.  e.  numerus,  nulla  functio  indeterminatae  .r 
proprie  sic  dicto  ipsas  P,  Y'  metiri  potest:  in  hoc  itaque  casu  dicendum  est,  has 
functiones  divisorem  communem  non  habere. 

IV.  Excerpamus  ex  aequationibus  nostris  penultimam ; dcin  ex  hac  elimi- 
nemus PO*- ' *)  adiumento  aequationis  antepenultimae;  tunc . iterum  eliminemus 

*)  adiumento  aequationis  praecedentis  et  sic  porro:  hoc  pacto  habebimus 

P(l‘)  = k Pt**-*)  — k Pt!*-1) 
p(l*-a)  + p p( j*-»J 

= pG^i—r  po*-») 

/p 

etc. 

si  functiones  k,  k',  k"  etc.  ex  lege  sequente  formatas  supponamus 

k = 1 
k'  = q^ 
k'  = q^k  +* 

P'  = 90*-<) 
k""=  q^k~+k" 
etc. 


Erit  itaque 

+ Ab4-*)  P + AC*-'*  P'  = pW 

valentibus  signis  superioribus  pro  p.  pari,  inferioribus  pro  impari.  In  eo  itaque 
casu,  ubi  P et  P’  divisorem  communem  non  habent,  invenire  licet  hoc  modo 
duas  functiones  Z,  Z'  indeterminatae  x tales,  ut  habeatur 


ZY-\-Z'Y'~  1 


V.  Haec  propositio  manifesto  etiam  inversa  valet,  puta,  si  satisfieri  potest 
aequationi 

ZY-\-Z'Y'=  1 

ita,  ut  Z,  Z'  sint  functiones  integrae  indeterminatae  x,  ipsae  Y et  I certo  di- 
visorem communem  habere  nequeunt. 
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3. 

Disquisitio  praclirainaris  altera  circa  transformationem  functionum  symme- 
tricarum  versabitur.  Sint  a,  b,  c etc.  quantitates  indeterminatae,  ipsarum  multi- 
tudo m,  designemusquc  per  X'  illarum  summam,  per  X"  summam  productorum  e 
binis,  per  X”  summam  productorum  e ternis  etc,,  ita  ut  ex  evolutione  producti 

(.r — a)  (x  — b)(x  — c) ... . 

oriatur 

XV^+XV*-*— X'V-,-+-  etc. 

Ipsae  itaque  X',X”,  X^etc.  sunt  functiones  symmctricae  indeterminatarum  a,b,c  etc., 
i.  e.  tales,  in  quibus  Ime  indeterminatae  eodem  modo  occurrunt,  sive  clarius,  ta- 
les, quae  per  qualemcunque  harum  indeterminatarum  inter  se  permutationem  non 
mutantur.  Manifesto  generalius , quaelibet  functio  integra  ipsarum  X'.  X",  X"’ etc. 
(sive  has  solas  indeterminatas  implicet , sive  adhuc  alias  ab  a,  b,  c etc.  indepen- 
dentes  contineat)  erit  functio  symiuetrica  integra  indeterminatarum  a,  b,  c etc. 

4. 

Theorema  inversum  paullo  minus  obvium.  Sit  p functio  symmetrica  inde- 
terminatarum a,  b,  c etc. , quae  igitur  composita  erit  e certo  numero  terminorum 
formae 

3/a®6*eT .... 

denotantibus  a,  6,  y etc.  integros  non  negativos,  atque  M coefficientem  vel  de- 
terminatura vel  saltem  ab  a,  b,  c etc.  non  pendentem  (si  forte  aliae  adhuc  indeter- 
minatae praeter  a.  b,  c etc.  functionem  p ingrediantur).  Ante  omnia  inter  sin- 
gulos hos  terminos  ordinem  certum  stabiliemus , ad  quem  tinem  primo  ipsas  in- 
determinatas a,  b,  c etc.  ordine  certo  per  se  quidem  prorsus  arbitrario  dispone- 
mus, e.  g.  ita,  ut  a primum  locum  obtineat,  b secundum,  c tertium  etc.  Deiu 
e duobus  terminis 

Afa®A*eT et  Ma' b*  c' 

priori  ordinem  altiorem  tribuemus  quam  posteriori , si  fit 

vel  a>a\  vel  ot  — a'  et  6',  vel  a — a',  8 = 6' et  7>y',  vel  etc. 
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i.  e.  si  e differentiis  a — a',  d — d\  y — y' etc.  prima,  quae  non  evanescit,  posi- 
tiva evadit.  Quocirca  quum  termini  eiusdem  ordinis  non  differant  nisi  respectu 
coefficientis  M,  adeoque  in  terminum  unum  conflari  possint,  singulos  terminos 
functiouis  p ad  ordines  diversos  pertinere  supponemus. 

Iain  observamus,  si  3/a’4!c7 sit  ex  omnibus  terminis  functionis  p is, 

cui  ordo  altissiraus  competat,  necessario  a esse  maiorem,  vel  saltem  non  mino- 
rem, quam  d.  Si  enim  esset  d>a,  terminus  Ma‘b'1ct quem  functio  p, 

utpote  symmctrica , quoque  involvet,  foret  ordinis  altioris  quam  Ma<‘btct 

contra  hyp.  Simili  modo  d erit  maior  vel  saltem  non  minor  quam  y;  porro  y 
non  minor  quam  exponens  sequens  d etc. : proin  singulae  differentiae  a — d, 
d — y,  y — C etc.  erunt  integri  non  negativi. 

Secundo  perpendamus,  si  e quotcunque  functionibus  integris  indetermina- 
tarum o,  b.  c etc.  productum  confletur . liuius  terminum  altissimum  necessario 
esse  ipsum  productum  e terminis  altissimis  illorum  factorum.  Aeque  manifestum 
est,  terminos  altissimos  functionum  X',  X",  X"  etc.  resp.  esse  a.  ab,  ab  c etc.  Ilinc 
colligitur,  terminum  altissimum  c producto 

p = MX"‘~*  X'*“*  X-7-* 

prodeuntem  esse  Mafb^c1 ; quocirca  statuendo  p — p — p1,  terminus  al- 

tissimus  functionis  p'  certo  erit  ordinis  inferioris  quam  terminus  altissimus  functio- 
nis p.  Manifesto  autem  p,  et  proin  etiam  p',  fiunt  functiones  integrae  symine- 
t ricae  ipsarum  a,  b,  c etc.  Quamobrem  p'  perinde  tractata,  ut  antea  p,  discer- 
petur in  p-J-p”,  ita  ut  p'  sit  productum  c potestatibus  ipsarum  X',  X",  X”etc.  in 
coGfficientem  vel  determinatum  vel  saltem  ab  a,  b,  c etc.  non  [tendentem,  p'  vero 
functio  integra  symmctrica  ipsarum  a,  b,  c etc.  talis , ut  ipsius  terminus  altissi- 
mus pertineat  ad  ordinem  inferiorem,  quam  terminus  altissimus  functionis  p'. 
Eodem  modo  continuando , manifesto  tandem  p ad  formam  p-f-p'-f-p"4-p"' etc. 
redacta , i.  c.  in  functionem  integram  ipsarum  X',  X",  X"  etc.  transformata  erit. 


5. 

Theorema  in  art.  praec.  demonstratum  etiam  sequenti  modo  enunciare  pos- 
sumus : Proposita  functione  quacunque  indeterminatarum  a,  b,  c etc.  integra  sym- 
mctrica p,  assignari  potest  functio  integra  totidem  aliarum  indeterminatarum 
l\  1",  ("  etc.  talis,  quae  per  substitutiones  I’  X',  i'  = X",  l~  — X"  etc.  transeat 


38 


DEMONSTRATIO  NOVA  ALTERA  THEOREMATIS 


in  p.  Facile  insuper  pstenditur,  hoc  unico  tantum  modo  fieri  posse.  Supponamus 
enim , e duabus  functionibus  diversis  indeterminatarum  /"  etc.  puta  tum 

ex  r,  tum  ex  r'  post  substitutiones  V = X',  l “ ==.  X",  l”  — X"  etc.  resultare  ean- 
dem functionem  ipsarum  a,  b,  cete.  Tunc  itaque  r — r'  erit  functio  ipsarum 
f,  l“,  r etc.  per  se  non  evanescens,  sed  quae  identice  destruitur  post  illas  sub- 
stitutiones. Hoc  vero  absurdum  esse,  facile  perspiciemus,  si  perpendamus,  r — r' 
necessario  compositam  esse  e certo  numero  partium  formae 

Mrr*ri 

quarum  coBfficientes  M non  evanescant,  et  quae  singulae  respectu  exponentium 
inter  sc  diversae  sint,  adeoque  terminos  altissimos  e singulis  istis  partibus  pro- 
deuntes exhiberi  per 

Jfa*+t+1+etc‘  6^+1+ etc-  cT+ete- 

et  proin  ad  ordines  diversos  referendos  esse,  ita  ut  terminus  absolute  altissimus 
nullo  modo  destrui  jxmit. 

Ceterum  ipse  calculus  pro  huiusmodi  transformationibus  pluribus  compen- 
diis insigniter  abbreviari  posset,  quibus  tamen  hoc  loco  non  immoramur,  quum 
ad  propositum  nostrum  sola  transformatiouis  possibilitas  iam  sufficiat. 


6. 

Consideremus  productum  ex  m(»a — 1)  factoribus 

(a — b)(a  — c)(a — d) 

X(6 — a){b — c)(b — d) 

X(c—a)(c  — b)(c — d) 

X(d— a)(d—  b)(d-c) 

etc. 

quod  per  r denotabimus , et , quum  indeterminatas  a,  b,  c etc.  symmetrice  in- 
volvat, in  formam  functionis  ipsarum  X',  X",  X"  etc.  redactum  supponemus.  Trans- 
eat haec  functio  in  p , si  loco  ipsarum  X',  X",  X'”  etc.  resp.  substituuntur  f e tc. 

His  ita  factis , ipsam  p vocabimus  determinantem  functionis 

y — — -f  — rxn~t  + etc. 
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Ita  e.  g.  pro  m — 2 habemus 

P = —r*+a“ 

Perinde  pro  m — 3 invenitur 

y = _ r*r*+4i',r+4r*—  isrrr+nr* 

Determinans  functionis  y itaque  est  functio  coi'fficientium  V,  l",  lm  etc.  talis, 
quae  per  substitutiones  l'  = X\  1"  — X",  l'"  = X'"  etc.  transit  in  productum  ex 
omnibus  differentiis  inter  binas  quantitatum  a,  b,  cete.  In  casu  eo,  ubi  m =r  1, 
i.  e.  ubi  unica  tantum  indeterminata  a habetur,  adeoque  nullae  omnino  adsunt 
differentiae,  ipsum  numerum  1 tamquam  determinantem  functionis  y adoptare 
conveniet. 

In  stabilienda  notione  determinantis,  cocfficicntes  functionis  y tamquam 
quantitates  indeterminatas  spectare  oportuit.  Determinans  functionis  cura  coeffi- 
cientibus  determinatis 

Y=ar,  — L’jr-'-\-L"xm-z—Lmivm-t+  etc. 

erit  numerus  determinatus  P,  puta  valor  functionis  p pro  l'  — L\  l"  — L", 
l”  — IT  etc.  Quodsi  itaque  supponimus , Y resolvi  posse  in  factores  simplices 

Y = (p — A)  (ar — B)  {x  — C) 

sive  Y oriri  ex 

o = (jr  — a)  (.r  — b){x — c) 

statuendo  a = A,  b=B,  c = Cete.,  adeoque  per  easdem  substitutiones  X',X",X” etc. 
resp.  fieri  L' , L",  IT  etc. , manifesto  P aequalis  erit  producto  e factoribus 

{A — B)[A  — C)(A  — D) 

x(B—A)(B — C)(B — D) 

X(C — A){C—B)(C—D) 

X(D-A){D— B)(D-C)..... 
ctc. 

Patet  itaque,  si  fiat  P—  0,  inter  quantitates  A,  B,  Cete,  duas  saltem  aequa- 
les reperiri  debere;  contra,  si  non  fuerit  P=  0,  cunctas  A,  B,  C etc.  necessa- 
rio inaequales  esse.  Iam  observamus,  si  statuamus  '[*"  = Y',  sive 
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Y'=  mxm~'  — («— l)  + (m  ~ 2)  (m  — 3)  LV*-1  + etc. 

haberi 

Y = (x  — B)[x—C)(x—D) 

+ (.r — A)  (x—  C](x—D) 

+ (x—A)  ix—B)  ix—D) 

+ (jt—  A){x—  B){x—  C) 

etc. 

Si  itaque  duae  quantitatum  A,  B,  C etc.  aequales  sunt,  e.  g.  A = B,  F'  per 
x — .4  divisibilis  erit,  sive  Y et  Y’  implicabunt  divisorem  communem  x — A. 
Vice  versa,  si  Y ' cum  1'  ullum  divisorem  communem  habere  supponitur,  neces- 
sario Y’  aliquem  factorem  simplicem  ex  his  x — A,  x — B , x — Cete,  implicare 
debebit,  e.  g.  primum  x — A,  quod  manifesto  fieri  nequit,  nisi  A alicui  reliqua- 
rum B , C,  D etc.  aequalis  fuerit.  Ex  his  omnibus  itaque  colligimus  duo 
Theoremata  : 

1.  Si  determinans  functionis  Y fit  — 0 , certo  Y cum  Y’  divisorem  commu- 
nem habet,  adeoque,  si  Y et  Y'  divisorem  communem  non  habent,  deter- 
minans functionis  Y nequit  esse  =0. 

II.  Si  determinans  functionis  Y non  est  =0,  certo  Y et  Y'  divisorem  com- 
munem habere  nequeunt ; vel . si  Y et  1"  divisorem  communem  habent,  ne- 
cessario determinans  functionis  Y esse  debet  = 0. 

7. 

At  probe  notandum  est,  totam  vim  huius  demonstrationis  simplicissimae  in- 
niti suppositioni,  functionem  Y in  factores  simplices  resolvi  posse : quae  ipsa  sup- 
positio, liocce  quidem  loco , ubi  de  demonstratione  generali  huius  rcsolubilitatis 
agitur , nihil  esset  nisi  petitio  principii.  Et  tamen  a paralogismis  huic  prorsus  si- 
milibus non  sibi  caverunt  omnes,  qui  demonstrationes  analvticas  theorematis  .prin- 
cipalis tentaverunt,  cuius  speciosae  illusionis  originem  iam  in  ipsa  disquisitionis 
euunciationc  animadvertimus,  quum  omnes  in  formam  tantum  radicum  aequatio- 
num inquisiverint,  dum  exis ten fiam  temere  suppositam  demonstrare  oportuisset. 
Sed  de  tali  procedendi  modo,  qui  nimis  a rigore  et  claritate  abhorret,  satis  iam  in 
commentatione  supra  citata  dictum  est.  Quatnobrem  iam  theoremata  art.  pracc.. 
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quorum  altero  saltem  ad  propositum  nostrum  non  possumus  carere,  solidiori  fun- 
damento superstruemus : a secundo,  tamquam  faciliori  initium  faciemus. 

8. 

Denotemus  per  p functionem 

n(x  — 4){*— e)  {x  — d) 

(a_4).  

■ "(a— a){*~  e)(z— d) 

M*— «)*  (»—«)*  (4 —dY 

■ »(*  — a)fr—  d) 



i «(»— <Q(g— *)(t— ») 



+ etc. 

quae , quoniam  it  per  singulos  denominatores  est  divisibilis , fit  functio  integra 
indeterminatarum  x,  a,  b,  c etc.  Statuamus  porro  ^ = u',  ita  ut  habeatur 

u' = (x — 6)(x— c)(x — d) 

+ (■»—«)  {x—c)(x—d) 

+(*—«)(*—' b){x—d) 

+ (jf— «)(*—*)(*— c) 

-f-  etc. 

Manifesto  pro  x=a.  fit  pi>'  = it,  unde  concludimus,  functionem  it  — po'  in- 
definite divisibilem  esse  per  x ■ — a,  et  perinde  per  x — b,  x — c etc. , nee  non 
per  productum  u.  Statuendo  itaque 

«—  pu'  

O 

erit  o functio  integra  indeterminatarum  x,  a,  b,  c etc. , et  quidem,  perinde  ut  p, 
symmetrica  ratione  indeterminatarum  a,  b,  c etc.  Grui  poterunt  itaque  functio- 
nes duae  integrae  r,  s,  indeterminatarum  x,  /',  l",  /"etc.,  tales  quae  per  substi- 
tutiones f = X,  /”=  X",  /“=  X”  etc.  transeantin  p,  a resp.  Quodsi  itaque  ana- 
logiam sequentes , functionem 

mx»-'— (m— l)/V-,-|-(»*  — JJ/V*-1  — {«—  3)/"x^‘+  etc. 

i.  e.  quotientem  differentialem  per  jr’  denotemus,  ita  ut  y'  per  easdem  illas 
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substitutiones  transeat  in  u',  patet,  p — sy  — ry'  per  easdem  substitutiones  transire 
in  r — ou  — p o,  i.  e.  in  0,  adeoque  necessario  iam  per  se  identice  evanescere 
debere  (art.  5) : habemus  proin  aequationem  identicam 

P = V+r/ 

Hinc  si  supponamus,  ex  substitutione  /'=£>',  l"  = L",  1™  — L"  etc.  prodire 
r = jR,  s = S,  erit  etiam  identice 

P = SY+RY’ 

ubi  quum  S,  R sint  functionis  integrae  ipsius  x,  P vero  quantitas  determinata 
seu  numerus,  sponte  patet,  Y ct  Y'  divisorem  communem  habere  non  posse,  nisi 
fuerit  P = 0.  Quod  est  ipsum  theorema  posterius  art,  6. 


9. 

Demonstrationem  theorematis  prioris  ita  absolvemus,  ut  ostendamus,  in 
casu  eo , ubi  Y et  Y'  non  habent  divisorem  communem , certo  fieri  non  posse 
P — 0.  Ad  hunc  finem  primo,  per  praecepta  art.  2 erutas  supponimus  duas 
functiones  integras  indeterminatae  x,  puta  fx  et  ipx,  tales,  ut  habeatur  aequa- 
tio identica 

fx.  Y-\-  yx .Y'  = 1 

quam  hic  ita  exhibemus : 

fx.  o + ^ptf. o'=  l-f-/x.(u — x.  — 


sive , quomam  naoemus 

o'=  (x — b)(x — c)(x — d) 

+ [x — fl) . 

in  forma  sequente : 

yx.(x  — b)(x — <){x — d) .... 

+<px. (x— a) 


■ • » ' ax 

-\-fx.(x — a)(x — 6)(x — c)(x— d) . . . . = l+/x.(o — F)-)-(px.^^— ^ 1 


Exprimamus  brevitatis  caussa 

fx.[y—  F)+  'fx.y*=p 
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quae  est  functio  integra  indeterminatarum  x,  V,  l ",  l " etc. 

per  F(x,  r etc.) 

unde  erit  identice 

l+/x.(u— F)+<px.^^  = 1+P(x,  X',  X”,  X-  etc.) 

Habebimus  itaque  aequationes  identitas  [t] 

9a.(a  — b){a—c)(a—d ) . . . . = 1+F{a.  X',  X”,  X"  etc.) 

fb.(b—a){b—c)(b  — d) = 1+F(A,  X',  X',  X"  etc.) 

<fc.(c — a)(c — A)(c — d) . . . . = 1 -|- F[c,  X',  X".  X”  etc.) 
etc. 

Supponendo  itaque,  productum  ex  omnibus 

14 -F(a,  f,  l\  r etc.) 

1+F{6,  r,  r etc.) 
i+F{c,  r,  r,  r etc.) 
etc. 

quod  erit  functio  integra  indeterminatarum  a,  b,  c etc. . f"  etc.  et  quidem 

functio  symmetrica  respectu  ipsarum  o,  b,  c etc. , exhiberi  per 

<ji(X\  X",  X"  etc.,  l\  1",  etc.) 

e multiplicatione  cunctarum  aequationum  [1]  resultabit  aequatio  identica  nova  [2] 

Tz<?a.<?b.<fc ....  = iji{X',  X",  X"  etc. , X',  X',  X"  etc.) 

Porro  patet,  quum  productum  ya.tpb.tfc  ....  indeterminatas  a,  b,  e etc. 
symmetrice  involvat,  inveniri  posse  functionem  integram  indeterminatarum 
1",  l‘~  etc.  talem,  quae  per  substitutiones  l’ — X',  i'=  X",  /”  — X”etc.  transeat 
in  ya.yb.yc  ....  Sit  t illa  functio,  eritque  etiam  identice  [3] 

pt  = 4»(r,  r.  rete.,  r,  r.  n 

quoniam  haec  aequatio  per  substitutiones  l'  — X',  /"  = X",  r=X”etc.  in  identi- 
cam  [2]  transit. 

Iara  ex  ipsa  definitione  functionis  F sequitur , identice  haberi 
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F[x,  L',  L",  L~  etc.)  = 0 

Hinc  etiam  identice  erit 

i— |—  F(ot  X# . L , L etc.)  = 1 
l+F{b,  L\  L",  Lm  etc.)  = 1 
I4-F(c,  L.  L",  L"  etc.)  = 1 
etc. 


et  proin  erit  etiam  identice 

<J,(X\  X'.  X”  etc.,  L\  L".  L“  etc.)  = t 
adeoque  etiam  identice  [4] 

r.  r etc.,  L'.  L",  L"  etc.)  = l 

Quamobrem  e combinatione  aequationum  [3]  et  [4] , et  substituendo  /'  — L', 
l"  = L",  f"  = Lm  etc.  habebimus  [5] 

PT=  1 

si  per  T denotamus  valorem  functionis  t illis  substitutionibus  respondentem. 
Qui  valor  quum  necessario  fiat  quantitas  finita,  P certo  nequit  esse  — 0.  Q.  E.  D. 

10. 

E praecedentibus  iam  perspicuum  est,  quamlibet  functionem  integram  Y 
unius  indeterminatae  x,  cuius  determinans  sit  = 0 , dccomponi  posse  in  facto- 
res, quorum  nullus  habeat  determinantem  0.  Investigato  enim  divisore  communi 
altissimo  functionum  Y et  illa  iam  in  duos  factores  resoluta  habebitur.  Si 
quis  horum  factorum  *)  iterum  habet  determinantem  0,  eodem  modo  in  duos  facto- 
res resolvetur,  eodemque  pacto  continuabimus,  donec  I'  in  factores  tales  tandem 
resoluta  habeatur,  quorum  nullus  habeat  determinantem  0. 

Facile  porro  perspicietur,  inter  hos  factores,  in  quos  I'  resolvitur,  ad  mi- 

*)  Revera  quidem  non  nisi  factor  iste , qui  eat  ille  divisor  communis , determinantem  o habere  potest. 
Sed  demonstratio  huius  propositionis  hocce  loco  in  quasdam  ambages  perduceret-,  neque  etiam  hic  necessaria 
est , quum  factorem  alterum , si  et  huius  determinans  evanescere  posset , eodem  modo  tractare , ipsuraque  in 
factores  resolvero  liceret.  S ' 
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nimum  unum  reperiri  debere  ita  comparatum,  ut  inter  factores  numeri , qui  eius 
ordinem  exprimit,  binarius  saltem  non  pluries  occurrat,  quam  inter  factores  nu- 
meri m,  qui  exprimit  ordinem  functionis  Y:  puta,  si  statuatur  m = k . 21*,  de- 
notante k numerum  imparem,  inter  factores  functionis  F ad  minimum  unus  re- 
perietur  ad  ordinem  k'.  2’  referendus,  ita  ut  etiam  k sit  impar,  atque  vel  v = p, 
vel  v<p.  Veritas  huius  assertionis  sponte  sequitur  inde,  quod  m est  aggrega- 
tum numerorum , qui  ordinem  singulorum  factorum  ipsius  Y exprimunt. 

II. 

Antequam  ulterius  progrediamur,  expressionem  quandam  explicabimus,  cu- 
ius introductio  in  omnibus  de  functionibus  symmetricis  disquisitionibus  maximam 
utilitatem  affert , et  quae  nobis  quoque  peropportuna  erit.  Supponamus,  M esse 
functionem  quarundam  ex  indeterminatis  a,  5,  c etc.,  et  quidem  sit  p multitudo 
carum,  quae  in  expressionem  M ingrediuntur,  nullo  respectu  habito  aliarum  in- 
determinatarum , si  quas  forte  implicet  ipsa  M.  Permutatis  illis  p indetermina- 
tis omnibus  quibus  fieri  potest  modis  tum  inter  se  tum  cum  m — p reliquis  ex 
a,  b.  c etc.,  orientur  ex  M aliae  expressiones  ipsi  M similes,  ita  ut  omnino  ha- 
beantur 

m(m — l)(m — 2 }(m — 3) (m  — p-j-1) 

expressiones,  ipsa  3/  inclusa,  quarum  complexum  simpliciter  dicemus  complexum 
omnium  M.  Hinc  sponte  patet,  quid  significet  aggregatum  omnium  M,  pro- 
ductum ex  omnibus  M etc.  Ita  e.  g.  e dicetur  productum  ex  omnibus  a — b, 
o productum  ex  omnibus  x — «,  e'  aggregatum  omnium  etc. 

Si  forte  M est  functio  symmctrica  respectu  quarundam  ex  p indetermi- 
natis, quas  continet,  istarum  permutationes  inter  se  functionem  M non  va- 
riant, quamobrem  in  complexu  omnium  M quilibet  terminus  pluries , et  quidem 

1.2.3 v vicibus  reperietur,  si  v est  multitudo  indeterminatarum,  quarum 

respectu  M est  symmctrica.  Si  vero  3/  non  solum  respectu  v indeterminatarum 
symmctrica  est,  sed  insuper  respectu  •/  aliarum,  nec  non  respectu  v"  aliarum  etc., 
ipsa  M non  variabitur  sive  binae  e primis  v indeterminatis  inter  se  permutentur, 
sive  binae  e secundis  •/,  sive  binae  e tertiis  v"  etc.,  ita  ut  semper 

1.2.3 v.  1.2.3 v'.  1.2.3 v"  etc. 
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permutationes  terminis  identicis  respondeant.  Quare  si  ex  his  terminis  identicis 
semper  unicum  tantum  retineamus,  omnino  habebimus 

t*t  (m  — l){ot  — 2)(m — i) (m — 

t7l . 3 . . . . . v.  | . 2.8... . . <»'.  1.2.3  . . . ..  v 'elC . 

terminos,  quorum  complexum  dicemus  complexum  omnium  M exclusis  repetitioni- 
bus. ut  a complexu  omnium  M admissis  repetitionibus  distinguatur.  Quoties  nihil 
expressis  verbis  monitum  fuerit , repetitiones  admitti  semper  subintelligemus. 

Ceterum  facile  perspicietur,  aggregatum  omnium  M,  vel  productum  ex 
omnibus  M.  vel  generaliter  quamlibet  functionem  symmetricam  omnium  M sem- 
per fieri  functionem  symmetricam  indeterminatarum  a,  b,  e etc. , sive  admittan- 
tur repetitiones , sive  excludantur. 

12. 

Iam  considerabimus,  denotantibus  u,  x indeterminatas,  productum  ex  omni- 
bus u — exclusis  repetitionibus,  quod  per  £ designabimus.  Erit 

itaque  £ productum  ex  j m (» — l)  factoribus  his 

u — (a-f-6)  x-\-ab 
u — (a-|-«}x-f-ac 
u — (a+dj-r+ad  j 
etc. 

u — (6-)-c)  x-\-bc 
u — (b-\-d)x-\-bd 
etc. 

« — (c-f-d)x-j-cd 
etc.  etc. 

Quae  functio  quum  indeterminatas  a,  b,  c etc.  symmetrice  implicet , assignari 
poterit  functio  integra  indeterminatarum  u.  x,  1“  etc.,  per  z denotanda, 

qune  transeat  in  £,  si  loco  indeterminatarum  i,  l" , / "etc.  substituantur  i.',  X",X"'etc. 
Denique  designemus  per  Z functionem  solarum  indeterminatarum  u,  .r,  in 
quam  z transit,  si  indeterminatis  l' . 1"  etc.  tribuamus  valores  determinatos 

L,  L".  Lm  etc. 

Hae  tres  functiones  £,  z,  Z considerari  possunt  tamquam  functiones  inte- 
grae ordinis  |m(m  — 1)  indeterminatae  u cum  coiifficicntibus  indeterminatis,  qui 
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quidem  coSfficientes  erunt 

pro  C.  functiones  indeterminatarum  x,  a,  b,  c etc. 
pro  z,  functiones  indeterminatarum  x,  f,  l“,  l"  etc. 
pro  Z,  functiones  solius  indeterminatae  x. 

Singuli  vero  coE  didentes  ipsius  z transibunt  in  coCfficientes  ipsius  £ per  substi- 
tutiones l'  — X',  l"=  X".  lm  — X'"  etc.  nec  non  in  coCfficientcs  ipsius  Z per  sub- 
stitutiones l'  — L\  1“  — L",  V = L'"  etc.  Eadem , quae  modo  de  coefficienti- 
bus  diximus,  etiam  de  determinantibus  functionum  £,  z,  Z valebunt.  Atque  in 
hos  ipsos  iam  propius  inquiremus , et  quidem  eum  in  finem , ut  demonstretur 

Theorema.  Quoties  non  est  P = 0 , determinans  functionis  Z certo  nequit 
esse  identice  = 0. 

13. 

Perfacilis  quidem  esset  demonstratio  huius  theorematis,  si  supponere  lice- 
ret, V resolvi  posse  in  factores  simplices 

(x— A){x— B){x  — C){x—  D) 

Tunc  enim  certum  quoque  esset,  Z esse  productum  ex  omnibus  u — [A-\-B)x-\-AB, 
atque  determinantem  functionis  Z productum  e differentiis  inter  binas  quanti- 
tatum 

(. A+B ) x—AB 
(. A-f  C ) x — AC 
(A+D)  x—AD 
etc. 

(B-f-C)  x—BC 
(B+L)x—BD 
etc. 

[C+D)  x—CD 
etc.  etc 

Hoc  vero  productum  identice  evanescere  nequit,  nisi  aliquis  factorum  per  se  iden- 
tice fiat  = 0,  unde  sequeretur,  duas  quantitatum  A,  B,  Cete,  aequales  esse, 
adeoque  determinantem  P functionis  Y fieri  = 0 , contra  hyp. 
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At  seposita  tali  argumentatione,  quam  ad  instar  art.  6 a petitione  principii 
proficisci  manifestum  est,  statim  ad  demonstrationem  stabilem  theorematis  art.  1 2 
explicandam  progredimur. 


14. 

Determinans  functionis  £ erit  productum  ex  omnibus  differentiis  inter  bi- 
nas (a  -(- b\ ,r  — ab,  quarum  differentiarum  multitudo  est 

{ m [m  — l)(jm'ra  — 1) — 1 ) = — I)  (m — 2) 

llic  numerus  itaque  indicat  ordinem  determinantis  functionis  £ respectu  indeter- 
minatae ,r.  Determinans  functionis  z quidem  ad  eundem  ordinem  pertinebit: 
contra  determinans  functionis  Z utique  ad  ordinem  inferiorem  pertinere  potest, 
quoties  scilicet  quidam  coCfficientes  inde  ab  altissima  potestate  ipsius  x evanescunt. 
Nostrum  iam  est  demonstrare , in  determinante  functionis  Z omnes  certo  coPffi- 
cientes  evanescere  non  posse. 

Propius  considerando  differentias  illas,  quarum  productum  pst  determi- 
nans functionis  £,  deprehendemus , partem  ex  ipsis  (puta  differentias  inter  binas 
(a -)- 6) x — ab  tales,  quae  elementum  commune  habent)  suppeditare 

productum  ex  omnibus  (a  — b)  (x  — c) 

e reliquis  vero  {puta  e differentiis  inter  binas  (a-(-6)x  — ab  tales,  quarum  ele- 
menta diversa  sunt)  oriri 

productum  ex  omnibus  {a-\~b  — c — d)x — ab-\-cd,  exclusis  repetitionibus. 

Productum  prius  factorem  unumquemque  a — b manifesto  m — 2 vicibus  con- 
tinebit, quemvis  factorem  x — e autem  (m  — 1)  (m  — 2)  vicibus,  unde  facile  con- 
cludimus , hoc  ce  productum  fieri 

— l)(m — *) 

Quodsi  ita  productum  posterius  per  p designamus,  determinans  functionis  C erit 

— 1cm— * ul««— •)  (■»— *)p 

Denotando  porro  per  r functionem  indeterminatarum  x , t , I",  /“  etc.  eam,  quae 
transit  in  p per  substitutiones  /'  = X',  l"  — k",  — X”  etc. . nec  non  per  R 
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functionem  solius  x,  eam,  in  quam  transit  r per  substitutiones  l'  — 11,  I " — IT, 
lm  = IT  etc. , patet  determinantem  functionis  s fieri 

determinantem  functionis  Z autem 

. _ JKB-I  y(m— !){m-a) 

Quare  quum  per  hypothesin  P non  sit  =0,  res  iam  in  co  vertitur,  ut  demon- 
stremus, R certo  idcutice  evanescere  non  posse. 

15. 

Ad  hunc  finem  adhuc  aliam  indeterminatam  r introducemus,  atque  pro- 
ductum ex  omnibus 

(o  + 6 — c — d)ic-(-(o  — e)[a — d) 

exclusis  repetitionibus  considerabimus,  quod  quum  ipsas  a,  b,  c etc.  symmctrice 
involvat , tamquam  functio  integra  indeterminatarum  ir,  X',  X",  X”  etc.  exliiberi 
poterit.  Denotabimus  hanc  functionem  per  f[w,  X',  X”,  X”  etc.).  Multitudo  illo- 
rum factorum  (a-f- i — c — d) ic -j- (a — e)[a — d)  erit 

= }m(m  — 1)(«»  — 2)(w — 3) 

unde  facile  colligimus,  fieri 

/(0.  X',  X",  X”  etc.)  = *(—*)<—») 

et  proin  etiam 

/0,  r,  r etc.)  = 

nec  non 

/(0,  L\  L \ L " etc.)  = **—*)(—*) 

Functio  f[w,  L",  IT,  L“  etc.)  generaliter  quidem  loquendo  ad  ordinem 

— 1)(» — J)(« — 3) 

referenda  erit : at  in  casibus  specialibus  utique  ad  ordinem  inferiorem  pertinere 
potest,  si  forte  contingat,  ut  quidam  coeffici entes  inde  ab  altissima  potestate  ipsius 
w evanescant:  impossibile  autem  est,  ut  illa  functio  tota  sit  identice  =0,  quum 
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aequatio  modo  inventa  doceat,  functionis  saltem  terminum  ultimum  non  eva- 
nescere. Supponemus,  terminum  altissimum  functionis  f(w,  L',  17, 17  etc.),  qui 
quidem  coPfficientem  non  evanescentem  habeat,  esse  N\cH.  Si  igitur  substituimus 
w = x — a,  patet,  f(x — a,  L\  17,  17  etc.)  esse  functionem  integram  indeter- 
m i natarum  x,  a , sive  quod  idem  est,  functionem  ipsius  x cum  coPfficientibus  ab 
indeterminata  a pendentibus,  ita  tamen  ut  terminus  altissimus  sit  AV,  et  proin 
coSfficientem  determinatum  ab  a non  pendentem  habeat,  qui  non  sit  =0.  Per- 
inde f{x  — b,  17,  17,  L”etc.),  /{x — c,  L,  L",  17  etc.)  erunt  functiones  integrae 
indeterminatae  x,  tales  ut  singularum  terminus  altissimus  sit  AV,  terminorum 
sequentium  autem  coPfficientes  resp.  a b,  c etc.  pendeant.  Hinc  productum  ex 
m factoribus 

ftx — a,  17,  17 ",  17  etc.) 

/(x  — b,  L',  L ",  17  etc.) 
f(x  — c,  17,  L",  17  etc.) 
etc. 

erit  functio  integra  ipsius  x,  cuius  terminus  altissimus  erit  Nmxfm,  dum  termi- 
norum sequeutium  coPfficientes  pendent  ab  indeterminatis  o,  b,  c etc. 
Consideremus  iam  porro  productum  ex  m factoribus  his 

/{x — a,  l'.  I",  l"  etc.) 

/(.»— b,  r,  r,  r etc.) 

/(x—  e,  V,  r,  r etc.) 
etc. 

quod  quum  sit  functio  indeterminatarum,  x,  a,  b,  e etc.,  /”  etc.,  et  quidem 
symmctrica  respectu  ipsarum  a,  b,  c etc.,  exhiberi  poterit  tamquam  functio  inde- 
terminatarum x , X',  X",  X”  etc.  V,  1",  lm  etc.  per 

f(x,  X’,  X",  X"  etc.,  Tetc.) 

denotando.  Erit  itaque 

f[x,  X',  X".  X"etc.,  X',  X’,  X'”  etc.) 

productum  ex  factoribus 

f[x — o,  X',  X”,  X"  etc.) 
f(x  — b,  X',  X",  X"  etc.) 
f{x  — c,  X',  X",  X“  etc.) 
etc. 
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et  proin  indefinite  divisibilis  per  p,  quum  facile  perspiciatur,  quemlibet  factorem 
ipsius  p in  aliquo  illorum  factorum  implicari.  Statuemus  itaque 

tp(x,  X',  X",  X"  etc.,  X',  X”,  X"  etc.)  — p^(x,  X',  X",  X*  etc.) 

ubi  charactcristica  ^ functionem  integram  exhibebit.  Hinc  vero  facile  deducitur, 
etiam  identice  esse 

<p(x,  L.  L",  IT etc.,  L',  L",  L“'  etc.)  = R-l{x,  L\  L".  7,”  etc.) 

Sed  supra  demonstravimus , productum  e factoribus 

f{x — a,  L,  L",  L " etc.) 

/(x  — b,  U,  L\  V etc.) 

/(x  — c,  U,  L",  Lm  etc.) 
etc. 

quod  erit  = ip  (x,  X',  X”,  X"  etc. , U,  L",  L'"  etc. ) habere  terminum  altissimura 
eundem  proin  terminum  altissimum  habebit  functio  f(x,  L , U,  IT  etc., 
7/',  L",  IT  etc.)  adeoque  certo  non  est  identice  — 0.  Quocirca  etiam  R nequit 
esse  identice  = 0 , neque  adeo  etiam  determinans  functionis  Z.  Q.  E.  1). 

16. 

Theorema.  Denotet  !p(u,  x)#)  productum  ex  quotcunque  factoribus  talibus,  in 
quos  indeterminatae  u,  x lineariter  tantum  ingrediuntur , sive  qui  sint  formae 

a + 6«  +yx 
a -f-  6'u  fx 

a"-|_  6’u  -j_ 

etc. 

sit  porro  «•  alia  indeterminata.  Tunc  functio 

?(*  + »•  x_«,.^)  = S 

indefinite  erit  divisibilis  per  y(u,x). 


•)  Vel  nobis  non  monentibus  quisque  videbit,  signa  in  art.  prs*c.  introducta  rostringi  ad  istum 
solum  articulum,  et  proin  significationem  characterum  (p , w praes«nt*m  non  «sse  confundendam  cum  pristina. 

7 * 
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Dem.  Statuendo 

<p(«,.r)  = +yjr)Q 

= (a'+  6'u  -f-  Q 

= (a+6"«+A)Q" 

etc. 

erunt  Q,  Q’,  Q"etc.  functiones  integrae  indeterminatarum  u,  x,  a,  6,  y,  a.  6',  y, 
a",  t>”.  y*  etc.  atque 

^ = 7«J 

= t'0' +(«'+ + /*)  • ar 

= 7"<r+(<f+r«+f*).^ 

etc. 

^ = gQ+(a+6u+7»).-f 
= tf®  -f-(a'  + 6’u+yx).^- 

= ff'<r+(a,+6*«+y'*).^ 

etc. 

Substitutis  hisce  valoribus  in  factoribus,  e quibus  conflatur  productura  U, 
puta  in 

a + 6 u + y x + 6 w . ^2?  — y w . 

*+*«  +i*+*».*g*-i* 

®"+  6 'u -+- y’x+6"u> . — ftc . 

etc.  resp. 


hi  obtinent  valores  sequentes 

(a+6u-H7*)(H-6ie.||§  — 7“'^) 
(o’+{r«+7'jr)  — 7’«’  ■ av ) 

(«'+  6"« + 7"«*)  (>+ 6''«*  • — • st-) 

etc. 
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quapropter  Q erit  productum  ex  <p)u,,r)  in  factores 


d Q 


. , *r  &Q'  . AQ 

i + 6"t 


d<r 


„ aer 

-Twd« 


etc.  i.  e.  ex  tp  («,  x)  in  functionem  integram  indeterminatarum  u,  ,r,  w,  a,  6,  7. 
a'.  6',  7',  a”,  6”,  7"  etc.  Q.  E.  I). 


17. 

Theorema  art.  praec.  manifesto  applicabile  est  ad  functionem  £,  quam  ab- 
hinc per 

/(«.  x,  X\  X".  X"  etc.) 

exhiberi  supponemus,  ita  ut 

/(“+"-’•  ii  • x — w ■ dii  • x’>  x'  etc.) 

indefinite  divisibilis  evadat  per  £ : quotientem,  qui  erit  functio  integra  indetermi- 
natarum u,  x,  w,  a,  b,  c etc. , symmetrica  respectu  ipsarum  a,  b,  c etc..  exhibe- 
bimus per 

<K«,  X,  ic,  X',  X".  X”  etc.) 

Hinc  concludimus , fieri  etiam  identicc 

/(«+*•.“,  a t — l\  r,  lm  etc.)  = .r,  w,  V,  I".  I"  etc.) 

nec  non 

x — w tu  ' ^ ' L"'  L*  etc.)  = Zty{u,  x,  w,  11 . II.  IT  etc.) 
Quodsi  itaque  functionem  Z simpliciter  exhibemus  per  F{u.x),  ita  ut  habeatur 
/(«,  x.  11.  L".  IT  etc.)  = F(u,x) 

erit  identice 

F{u  + w.dr*.  x—w.~)  = Z^(u,  x,  w.  L,  L",  V etc.) 
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ts. 


Si  itaque  e valoribus  determinatis  ipsarum  u,  x,  puta  ex  u — U,  x = X, 
prodire  supponimus 


d Z Y-  AZ 

dx  * du 


U' 


erit  idcntice 

F(U+wX\  X— wtT)  = F[U,X).}(U,  X,  w.  L,  L" , L"  etc.) 
Quoties  U'  non  evanescit,  statuere  licebit 

X-z 


unde  emergit 


F[U+?fi- x)  = F(U, X).MU,  X,  L , L".  L"  etc.) 


quod  etiam  ita  enunci&re  licet: 

ur  u = 

F(U,X).^{U,  X,  L , L",  IT  etc.) 


Si  in  functione  Z statuitur  u — F-f-  XX-  — Xgy , transibit  ea  in 


19. 

Quum  in  casu  eo , ubi  non  est  P = 0 , determinans  functionis  Z sit 
functio  indeterminatae  x per  se  non  evanescens,  manifesto  multitudo  valorum  de- 
terminatorum ipsius  x , per  quos  hic  determinans  valorem  0 nancisci  potest,  erit 
numerus  finitus , ita  ut  infinite  multi  valores  determinati  ipsius  x assignari  pos- 
sint, qui  determinanti  illi  valorem  a 0 diversum  concilient.  Sit  X talis  valor 
ipsius  x (quem  insuper  realem  supponere  licet).  Erit  itaque  determinans  functio- 
nis F(u,X)  non  = 0.  unde  sequitur,  per  theorema  II.  art.  6,  functiones 

F(u,X)  et 

habere  non  posse  divisorem  ullum  communem.  Supponamus  porro,  exstare  aliquem 
valorem  determinatum  ipsius  u,  puta  U (sive  realis  sit,  sive  imaginarius  i.  e.  sub 
forma  — I contentus),  qui  reddat  F(u.X)  = 0,  i.e.  esse  F[U,X)=  0. 

Erit  itaque  u — U factor  indefinitus  functionis  F (u,  X) , et  proin  functio 
— 'T'  certo  per  u — U non  divisibilis.  Supponendo  itaque,  hanc  functionem 
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d— j"'  — nancisci  valorem  V,  si  statuatur  u — U,  certo  esse  nequit  U'  — 0.  Ma- 
nifesto autem  V'  erit  valor  quotientis  differentialis  partialis  **  pro  u — U,  x=X: 
quodsi  itaque  insuper  pro  iisdem  valoribus  ipsarum  u,  x valorem  quotientis  diffe- 
rcntialis  partialis  ^ per  X'  denotemus,  perspicuum  est  per  ea  quae  in  art. 
praec.  demonstrata  sunt,  functionem  Z per  substitutionem 


rT  . XX'  Xx 

— u+-ir~lr 


identiee  evanescere , adeoque  per  factorem 


u + v.x- 


indefinite  esse  divisibilem.  Quocirca  statuendo  « — xx,  patet,  F{xx.  x } divi- 
sibilem esse  per 

xx+%x-(U+?£) 


adeoque  obtinere  valorem  0,  si  pro  x accipiatur  radix  aequationis 

xx+£x-(U+*£')  = 0 


i.  e.  si  statuatur 

-X  ± <,’(!  UVV+  4 XX‘l"+  II') 

x itp 

quos  valore8  vel  reales  esse  vel  sub  forma  — 1 contentos  constat. 

Facile  iam  demonstratur,  per  eosdem  valores  ipsius  x etiam  functionem  1’ 
evanescere  debere.  Manifesto  enim  /(xx,  x,  X',  X",  X’"etc.)  est  productum  ex  omni- 
bus {x — a)  (x — 6)  exclusis  repetitionibus,  et  proin  — u**-1  Hinc  sponte  sequitur 


/(xx,  x,  r,  r,  r etc.)  = 

/(xx.  x,  L,  L",  LTe tc.)  = F”*-1 


sive  F(xx,  x)  — Ym  cuius  itaque  valor  determinatus  evanescere  nequit,  nisi  si- 
mul evanescat  valor  ipsius  Y. 


20. 

Adiumento  disquisitionum  praecedentium  reducta  est  solutio  aequationis 
Y = 0,  i.  e.  inventio  valoris  determinati  ipsius  *,  vel  realis  vel  sub  forma 
g-\-h\j — 1 contenti,  qui  illi  satisfaciat,  ad  solutionem  aequationis  F!u,  X;  — 0, 
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siquidem  determinans  functionis  Y non  fuerit  = 0.  Observare  convenit,  si 
omnes  coPfficientes  in  Y,  i.  e.  numeri  L',  L",  IT  ctc.  sint  quantitates  reales, 
etiam  omnes  co^fficientes  in  F(u,X)  reales  fieri,  siquidem,  quod  licet,  pro  X quan- 
titas realis  accepta  fuerit.  Ordo  aequationis  secundariae  F{u,  X)  — 0 exprimi- 
tur per  numerum  Jmfm — 1):  quoties  igitur  m est  numerus  par  formae  2KA-  de- 
notante k indefinite  numerum  imparem,  ordo  aequationis  secundariae  exprimitur 
per  numerum  formae  2 *~lk. 

In  casu  eo , ubi  determinans  functionis  1’  fit  = 0 , assignari  poterit  per 
art.  1 0 functio  alia  9)  ipsam  metiens , cuius  determinans  non  sit  = 0 , et  cuius 
ordo  exprimatur  per  numerum  formae  2’ k,  ita  ut  sit  vel  v<p,  vel  v = p.  Quae- 
libet solutio  aequationis  f)  = 0 etiam  satisfaciet  aequationi  F=  0 : solutio  ae- 
quationis = 0 iterum  reducetur  ad  solutionem  alius  aequationis,  cuius  ordo 
exprimetur  per  numerum  formae  2'*— ‘A. 

Ex  his  itaque  colligimus,  generaliter  solutionem  cuiusvis  aequationis,  cuius 
ordo  exprimatur  per  numerum  parem  formae  2l‘Ar,  reduci  posse  ad  solutionem 
alius  aequationis , cuius  ordo  exprimatur  per  numerum  formae  2 * k , ita  ut  sit 
p'<  (i.  Quoties  hic  numerus  etiamnum  par  est , i.  c.  p’  non  = 0 , eadem  me- 
thodus denuo  applicabitur,  atque  ita  continuabimus,  donec  ad  aequationem  per- 
veniamus, cuius  ordo  exprimatur  per  numerum  imparem;  et  huius  aequationis 
copfficientes  omnes  erunt  reales , siquidem  omnes  coefficientcs  aequationis  primi- 
tivae reales  fuerunt.  Talem  vero  aequationem  ordinis  imparis  certo  solubilem  esse 
constat,  et  quidem  per  radicem  realem,  unde  singulae  quoque  aequationes  antece- 
dentes solubiles  erunt,  sive  per  radices  reales  sive  per  radices  formae  g-\-h\j — 1. 

Evictum  est  itaque,  functionem  quamlibet  Y formae  Y” — L'xm~ l-(-  1 — 

etc.,  ubi  L.  J"  etc.  sunt  quantitates  determinatae  reales,  involvere  factorem  in- 
definitum x — A,  ubi  A sit  quantitas  vel  realis  vel  sub  forma  ^ -f-  A y — 1 con- 
tenta. In  casu  posteriori  facile  perspicitur,  1'  nancisci  valorem  0 etiam  per  sub- 
stitutionem x = g—h\/ — I,  adeoque  etiam  divisibilem  esse  per  x — ( g — h\j — I), 
et  proin  etiam  per  productum  xx — 2 gx-\-gg-\-hh.  Quaelibet  itaque  functio 
Y certo  factorem  indefinitum  realem  primi  vel  secundi  ordinis  implicat,  et  quum 
idem  iterum  de  quotiente  valeat,  manifestum  est,  Y in  factores  reales  primi  vel 
secundi  ordinis  resolvi  posse.  Quod  demonstrare  erat  propositum  huius  com- 
mentationis. 
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THEOREMATIS  DE  IlESOLUBIUTATE 


FUNCTIONUM  ALGEBRAICARUM  INTEGRARUM 
IN  FACTORES  REALES 
DEMONSTRATIO  TERTU. 

SUPPLEMENTUM  COMMENTATIONIS  PRAECEDENTIS. 


Postquam  commentatio  praecedens  typis  iam  expressa  esset,  iteratae  de  eo- 
dem argumento  meditationes  ad  novam  theorematis  demonstrationem  perduxerunt, 
quae  perinde  quidem  ac  praecedens  pure  analytica  est,  sed  principiis  prorsus  di- 
versis innititur,  et  respectu  simplicitatis  illi  longissime  praeferenda  sidetur.  Huic 
itaque  tertiat  demonstrationi  pagellae  sequentes  dicatae  sunto 


I. 

Proposita  sit  functio  indeterminatae  x haecee. 

X = x''*+Ar^-,+Rx"*-,-|-Cr^-s-I-etc.  +Lx+M 

in  qua  coCfficientes  A,  Ii,  Cete,  sunt  quantitates  realcs  determinatae.  Sint  r,  9 
aliae  indeterminatae,  statuamusque 

r'"eosmy  + Ar^^cost» — J)<p-f-Hr”,-,cos{l» — 2}'f 

-f- Cr"'~3cos'm — 3)f+  etc.  -f-Lrcos'f +JMf  — t 
rm  sin  r’n~l  sin  im  — I ) <p  — |—  J3  r”*  * sin  (fit — 2)? 

-f- tV'‘_1sin (ra— 3)^4-  etc.  -f-Lrsin?  — u 

8* 
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»r”eos«iy+(«  — 1 ) A c”*- 1 cos  (m — l)9~j-(m — 2)2?  i-”1-1 'cos  (m — 2)9 

-|-(m — 3)Crm~1cos(rn — 3)9-}- etc. -{-L reos 9 = t' 

mr1"  sin  »»9 -+-(»»— 'sin  (»» — 1)tp -Hm—  2)9 

-[-(m — SjGV”- s8iii(m  — 3)-?+  etc.  +I/rsimp  = u' 

mmrm  cos  m 9 {» — l)1  .4  rm~l  cos  (m — l}^+(w» — 2)’JBrm_*cos(m — 2)<p 

+ («• — 3)*  Cr”*-3  cos  (m  — 3)tp-(-  etc.  -|- /.reos  9 _=  t" 

mm  /"  sin  m 9 + (m — 1 )*^t  i-”*-1  sin  (m  — i } 9 -f-  (m  — 2)’  B r”— 1 sin  (m  — 2)  9 

+ (m — 3)*  Cr1*-* sin  (m — 3)9+  etc.  +Z.rsin<p  = u" 

(lt  + uu)  (tt"+«u")  + (tu’ — ut')'  — {ll'+  «b')* 

~ r(((  + »«)*  ” 

Factorem  r manifesto  e denominature  formulae  ultimae  tollere  licet,  quum 
t\  u,  I ",  u per  illum  sint  divisibiles.  Denique  sit  R quantitas  positiva  deter- 
minata, arbitraria  quidem , attamen  maior  maxima  quantitatum 

mA\J‘2,  fJ{mB\ 2),  y/{mC\J$),  y/(mD\ji)  etc. 

abstraliendo  a signis  quantitatum  A,  B,  Cete.,  i.  e.  mutatis  negativis,  si  quae 
adsint,  in  positivas.  His  ita  praeparatis,  dico,  t t'-\-  u u'  certo  nancisci  valorem 
positivum,  si  statuatur  r = R,  quicunque  valor  (realis)  ipsi  9 tribuatur. 

Demonstratio.  Statuamus 

R"  cos  4 5*+  A Rm~'  cos  (4  5°+  9) + 2?  R"‘“3  cos  (4  5°+  2 9)  ■ 

-|-C1C'u_jcos(45®-(-39)-1- etc. -|-Z/i?cos|'450-l-(m — 1 )9)-|- 3f cos (4  5® + m 9)  — T 
RT  sin  4 5°-M  Rm~'  «n  (4  5°-f-  <f)+BRm~*  sin  (4  5“+  2 9) 

-f-  C Rtn  3 sin  (4  5®— 3 9) — f—  etc.  -f-  /.fi  sin  (4  — 1 ) 9}-)-  M sin  (4  5°-f- 1719)  = U 

m Rm  cos  4 5°-{-  (m  — 1}  A Rf”~'  cos  (4  5®+  9)  -f-  (m  — 2)2?  ii*"”5  cos  (4  5®+  2 9) 

+ (m — 3)  OjRm— 3 cos  (4  5®-f-  3 9)  etc.  L R cos  (4  5°  -|-  (m — 1)9)  — T' 

m Rm  sin  45®+(m — \)A  RT~l  sin  (4  5°+9) + [m — 2)  B RT~*  sin  (4  5®+  2 9) 

+ (w  — 3)  C22"'_,sin(45°-j-3  9)4- etc.  LR sin  U 3°-(-  (m — 1)9)  = U ‘ 

jmtetque 

I.  T compositam  esse  e partibus 
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^ [R  +mAp.  cos  (4  5#+ 9)] 
i-R-R+w-BV' 2-cos(45°-f  2<p)] 
t-^3  2.cos(45°+3^)j 

+ + mD\‘2 . cos  ;45°+  4 cf)] 

+ etc. 

quas  singulas , pro  valorc  quolibet  determinato  reali  ipsius  y , positivas  evadere 
facile  perspicitur:  hinc  T necessario  valorem  positivum  obtinet.  Simili  modo 
probatur,  etiam  U,  T',  U'  fieri  positivas,  unde  etiam  TT'-\-UU'  necessario 
fit  quantitas  positiva. 

II.  Pro  r = R functiones  t,  u,  t\  u'  resp.  transeunt  in 

T cos  (4  5°-f-  m 9)  + U sin  (4  5°  -f-  m <f) 

T sin  (4  5° -pm  9) — U cos  (4  5"  ~p  mef) 
jTcos  (4  5° -J-  1»  y)  -}-  J7'sin  (4  5"  -f-  m 'f  ) 

T'sin  (4  5°-f-  mtp)  — [Tcos(4  5°+  m <p) 

uti  evolutione  facta  facile  probatur.  Hinc  vero  valor  functionis  tt'+uu,  pro 
r = R,  derivatur  = T T'-\-  U U\  adeoque  est  quantitas  positiva.  Q.  E.  D. 

Ceterum  ex  iisdem  formulis  colligimus  valorem  functionis  tt-\-  uu,  pro  r—R , 
esse  TT-\-UU,  adeoque  positivum,  unde  concludimus,  pro  nullo  valore  ipsius  r, 
singulis  mA\j2,  ty[m  C^2)  etc.  maiori,  simul  fieri  posse  < = 0,  u — 0. 

2. 

Theorema.  Intra  limites  r — 0 et  r = R,  atque  = 0 et  'f  — 360“ 
certo  exstant  valores  tales  indeterminatarum  r,  9,  pro  quibus  fiat  simul  /=0  et  « — 0. 

Demonstratio.  Supponamus  theorema  non  esse  verum,  patetque,  valorem 
ipsius  ff-|~uw  pro  cunctis  valoribus  indeterminatarum  intra  limites  assignatos 
fieri  debere  quantitatem  positivam,  et  proin  valorem  ipsius  y semper  finitum.  Con- 
sideremus integralo  duplex 


J/yArdf 

ab  r = 0 usque  ad  r = R.  atque  a sp  = 0 usque  ad  tp  — 360°  extensum, 
quod  igitur  valorem  finitum  plene  determinatum  nanciscitur.  Hic  valor , quem 
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per  ~ denotabimus,  idem  prodire  debebit,  sive  integratio  primo  instituatur  se- 
eundum  9 ac  dein  secundum  r,  sive  ordine  inverso.  At  habemus  indefinite,  con- 
siderando r tamquam  constantem, 

r j tu' — ut’ 

Jyd<p  r{tt  + uu) 

uti  per  differentiationem  secundum  9 facile  confirmatur.  Constans  non  adii- 
cienda,  siquidem  integralc  a 9 = 0 incipiendum  supponamus,  quoniam  pro 


= 0 fit 


tu’— ut’ 


= 0.  Quare  quum  manifesto 


tu’—«r 


etiam  evanescat  pro 


f = 360°,  integrale  fg dtp  a 9 = 0 usque  ad  9 = 36o"  fit  = 0,  manente  r 
indefinita.  Hinc  autem  sequitur  Q = 0. 

Perinde  habemus  indefinite , considerando  9 tamquam  constantem , 

fydf  = ~jt+Zu 

uti  aeque  facile  per  differentiationem  secundum  r confirmatur : hic  quoque  con- 
stans non  adiicicnda,  integrali  ab  r = 0 incipiente.  Quapropter  integrale  ab 
r = 0 usque  ad  r = R extensum  fit  per  ea,  quae  in  art.  pracc.  demonstrata  sunt, 
= yyVpp  adeoque  per  theorema  art.  praec. semper  quantitas  positiva  pro  quo- 
libet valore  reali  ipsius  9.  Ilinc  etiam  Q,  i.  e.  valor  integralis 

rTT’+  vv  , 

J TT+UU  “V 

a 9 — 0 usque  ad  9 — 360°,  necessario  fit  quantitas  positiva*).  Quod  est  ab- 
surdum , quoniam  eandem  quantitatem  antea  invenimus  = 0 : sup|>ositio  itaque 
consistere  nequit,  theorematisque  veritas  hinc  evicta  est. 


3. 

Functio  X per  substitutionem  jr  = r(cos(p-)-8in9.^ — 1)  transitin  r — u \/ — 1, 
nec  non  per  substitutionem  x = r(cosp — sin <f.\J — 1)  in  t — «y/ — 1.  Quodsi 
igitur  pro  valoribus  determinatis  ipsarum  r,  9,  puta  pro  r — g,  9 = G,  simul 
provenit  t = 0.  « = 0 (quales  valores  exstare  in  art.  praec.  demonstratum  est), 
X per  utramque  substitutionem 

•)  Uti  Itat  per  ae  raanife*tiun  eat.  Ceterum  integrale  indefinitum  facile  eruitur  = m<p  + 4 5* — arc.  Ungy , 
atque  aliunde  demonstrari  potest  (per  «e  enim  nondum  obvium  est,  quemnam  valorem  cx  infinite  multi*  functioni 
multiformi  arc.  tang.  competentibus  pro  9 = 3co°  adoptare  oporteat),  huius  valorem  usque  ad  7 se  sao* 
extensum  statui  debere  - mx  3« a*  aive  = 1 tot:.  Sed  hoc  ad  institutum  nostrum  non  eat  necessarium. 
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x = y(cos  f?+sin  G — 1),  x =■  g (cos  G — sin  G.\i — 1) 
valorem  0 obtinet,  et  proin  indefinite  per 

x — g (cos  <?+sin  G.\i — t),  nec  non  per  x — g(coaG  — sin  G — I) 

divisibilis  erit.  Quoties  non  est  sin  G = 0 , neque  g = 0 . hi  divisores  sunt 
inaequales , et  proin  X etiam  per  illorum  productum 

xx — 1g  cos  G ,x-\-gg 

divisibilis  erit,  quoties  autem  vel  sin  G — 0 adeoque  cos  (?  — + '•  'd  ff  — O, 
illi  factores  sunt  identici  scilicet  = x Ij -g.  Certum  itaque  est,  functionem  X 
involvere  divisorem  realcm  secundi  vel  primi  ordinis,  et  quum  eadem  conclusio 
rursus  de  quotiente  valeat , X in  tales  factores  complete  resolubilis  erit.  Q.E.D. 


4. 

Quamquam  in  praecedentibus  negotio  quod  propositum  erat,  iam  plene  per- 
functi simus,  tamen  haud  superfluum  erit,  adhuc  quaedam  de  ratiocinatione  art.  2 
adiicere.  A suppositione,  t et  u pro  nullis  valoribus  indeterminatarum  r,  '?  in- 
tra limites  illic  assignatos  simul  evanescere,  ad  contradictionem  inevitabilem  de- 
lapsi sumus,  unde  ipsius  suppositionis  falsitatem  conclusimus.  Haec  igitur  con- 
tradictio cessare  debet,  si  revera  adsunt  valores  ipsarum  r,  <p,  pro  quibus  t et  u 
simul  fiunt  = 0.  Quod  ut  magis  illustretur,  observamus,  pro  talibus  valoribus 
fieri  tt-t-uu  — 0,  adeoque  ipsam  g infinitam,  unde  haud  amplius  licebit,  in- 
tegrale  duplex  ffydrdy  tamquam  quantitatem  assignabilem  tractare.  Genera- 
liter quidem  loquendo,  denotantibus  i , t),  £ indefinite  coordinatas  punctorum  in 
spatio,  integrale  jfydrdy  exhibet  volumen  solidi,  quod  continetur  inter  quin- 
que plana,  quorum  aequationes  sunt 

i = o,  »i  = o,  C = o,  4 = R.  ii  = 360° 

atque  superficiem , cuius  aequatio  £ — g . considerando  eas  partes  tamquam  ne- 
gativas , in  quibus  coordinatae  £ sunt  negativae.  Sed  tacite  hic  subintelligitur, 
superficiem  sextam  esse  continuam,  qua  conditione  cessante,  dum  g evadit  infi- 
nita, utique  fieri  potest,  ut  conceptus  ille  sensu  careat.  In  tali  casu  de  integrali 
jfydrdy  colligendo  sermo  esse  nequit,  neque  adeo  mirandum  est,  operationes 
analyticas  coeco  calculo  ad  inania  applicatas  ad  absurda  perducere. 
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Integratio  fy  dtp  — r“tt^uL)  eatcnus  tantum  est  integratio  vera,  i.  e.  sura- 
matio,  quatenus  inter  limites , per  quos  extenditur,  y ubique  est  quantitas  finita, 
absurda  autem , si  inter  illos  limites  y alicubi  infinita  evadit.  Si  integrale  tale 
fi^di,  quod  generaliter  loquendo  exhibet  arcam  inter  lineam  abscissarum  atque 
curvam,  cuius  ordinata  = i)  pro  abscissa  i,  secundum  regulas  suetas  evolvimus, 
continuitatis  immemores,  saepissime  contradictionibus  implicamur.  E.  g.  statuendo 
ij  — p,  analysis  suppeditat  integrale  = C — ^ , quo  area  recte  definitur,  quam- 
diu  curva  continuitatem  servat ; qua  pro  £ = 0 interrupta,  si  quis  magnitudinem 
areae  inde  ab  abscissa  negativa  usque  ad  positivam  inepte  rogat,  responsum  absur- 
dum a formula  feret,  eam  esse  negativam.  Quid  autem  sibi  velint  haec  similiaque 
analyseos  paradoxa,  alia  occasione  fusius  persequemur. 

Hic  unicam  observationem  adiicere  liceat.  Propositis  absque  restrictione 
quaestionibus , quae  certis  casibus  absurdae  evadere  possunt , saepissime  ita  sibi 
consulit  analysis,  ut  responsum  ex  parte  vagum  reddat.  Ita  pro  valore  integralis 
ffydrdf  ab  r = e usque  ad  r—f  atque  a <p  — E usque  ad  <p  = F ex- 
tendendi , si  valor  ipsius  y 

pro  r = e,  <p  = E designatur  per  0 


r = e,  9 = F . . . . . . . 6' 

r =/.  <p  = E 8“ 

r =/,  <f  — F Ii'" 


ix;r  operationes  analyticas  facile  obtinetur 

Arc.  tangO — Are.  tangit' — Arc.  tangO  "-f-  Are.  tangO" 

Revera  quidem  integrale  tunc  tantum  valorera  certum  habere  potest,  quoties  y 
inter  limites  assignatos  semper  monet  finita:  hic  valor  sub  formula  tradita  utique 
contentus,  tamen  j>er  eam  nondum  ex  asse  definitur,  quoniam  Arc.  tang.  est  functio 
multiformis,  seorsimque  per  alias  considerationes  (haud  quidem  difficiles)  decidere 
oportebit,  quinam  potissimum  functionis  valores  in  casu  determinato  sint  adhi- 
bendi. Contra  quoties  y alicubi  inter  limites  assignatos  infinita  evadit,  quaestio 
de  valore  integralis  ffydrdy  absurda  est:  quo  non  obstante  si  responsum  ab 
analysi  extorquere  obstinaveris,  pro  methodorum  diversitate  modo  hoc  modo  illud 
reddetur,  quae  tamen  singula  sub  formula  generali  ante  tradita  contenta  erunt. 
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I)er  Gegenstand  dicses  Aufsatzes  ist  der  CABrasische,  gewbhnlich  nacli  IIab- 
wot  benannte , Lehrsatz  fiber  den  Zusammenhang  der  Anzahl  der  positiven  und 
ncgativen  Wurzcln  einer  algebraischcn  Gleichung  mit  der  Anzahl  der  Abwcchse- 
lungen  und  Folgen  in  den  Zeichen  der  Coefficienten.  Man  vermisst  an  den  von 
verschiedenen  Schriftstellern  versuchten  Bewciscn  dicses  Theorema  dic  Klarheit, 
Kfirze  und  umfassende  Allgemeinhcit,  die  man  bei  cincm  so  elcmentarischen  Ge- 
genstande  mit  Recht  verlangcn  kann,  und  eine  neue  Behandlung  dcsselbeu  scheint 
daher  nicht  ilberfltissig  zu  sein. 

Es  sei  X eine  algcbraische  ganzc  Function  von  x von  der  Ordnung  m, 
nach  absteigenden  Potcnzen  von  x geordnet.  Wir  nchmen  au  (ohne  Nachtheil 
f(lr  die  Allgemeiuheit),  dass  das  hiichste  Glied  xm  sei,  und  das  niedrigste  von  x 
freie  Glied  nicht  fehle;  bloss  die  wirklich  vorhandenen  Glieder  sollen  aufgestellt, 
also  nicht  die  etwa  felilenden  mit  dem  Coefficienten  0 angesetzt  sein. 

Wenn  nicht  alie  Coefficienten  positiv  sind , so  werden  sie  einen  oder  meh- 
rere  Zeichen wechsel  darbieten.  Es  sei  — Nxn  das  erste  negative  Glied,  das  er- 
ste  hicrauf  folgende  positive  + Pxp,  das  erste  hierauf  folgende  negative  — Qx1 
u.s.w.  Es  sind  mithin  m,n,p,q  u.s.w.  abnehmende  ganze  Zahlcn ; N,  P,  Q u.s.w. 
positiv , und  X erscheint  so  dargestellt 

X = jt”'— J — J—  . . — Nx* . . — JP H — p- . . — Qx*  — u.  a.  w 

9* 
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Es  werde  X mit  dcra  cinfachcn  Factor  x — a multiplicirt,  wo  a positiv 
vorausgcsctzt  wird.  Man  sielit  leicht , dass  in  dem  Producte , x"+l  cinen  ne- 
gativen,  x*’+'  eincn  positiven,  ■rv+1  einen  negative n CoEfficienten  u.s.w.,  also 
das  Product  diese  Form  erhalten  wird: 

X(x  — a)  = xM+' . . . — Af’x"+’. . . +P‘x>‘+' . . — . . . 

so  dass  AT,  P\  Q' u.s.w.  positiv  werden.  Die  Zeichen  zwischen  den  aufgestell- 
ten  Gliedern  bleiben  zwar  unentschieden : allein  es  ist  klar , dass  vom  hBchsten 
Gliede  bis  zur  Potenz  x"+’  wenigstens  ein  Zeichenwechsel,  bis  x*’"*''  wenigstens 
/.wei , bis  wenigstens  drei  u.  s.  w.  statt  finden.  Ist  der  letzte  Zeichcnwech- 

sel  in  X bei  dem  Gliede  Ux",  und  bezeichnet  man  den  CoEfficienten  von 
,r“+l  in  X(x — a)  durch  Hr  U‘,  so  wird  V positiv  sein,  und  bis  zum  Gliede 
+ f7V‘+1  habcn  dann  wenigstens  eben  so  viele  Zeichenwechsel , wie  in  X sind, 
statt  gefunden.  Das  letzte  Glied  in  Xfx — a)  wird  aber  das  Zeichen  + habcn; 
cs  muss  also  bis  dnhin  wenigstens  noch  ein  Zeichenwechsel  hinzugckommeu  sein. 
Wir  schliesscn  also,  dass  X(x — <x)  wenigstens  einen  Zeichenwechsel  mehr  liat 
ais  X. 

F.s  sei  nun  X das  Product  aller  cinfachcn  Factoren,  die  den  negativen  und 
imaginiiren  Wurzcln  einer  Gleichung  y = 0 entsprechen,  also  wcnn  a,  fi,  yu.s.w. 
die  positiven  Wurzcln  derselben  Gleichung  sind, 

y — X(x — a)  (x  — 6)  (x — y)  . . . 

Es  finden  sich  also  nach  vorstehendem  Satze,  in  X(x — a)  wenigstens  ein  Zei- 
chenwechsel, in  X(x — a)(x — 6)  wenigstens  zwei,  in  X(x — a)(x — 6)(x — y) 
wenigstens  drei  u.s.  w.  melir  ais  in  X;  folglich  werden,  aucli  wenn  in  X garkein 
Zeichenweclisel  vorkommt,  in  y wenigstens  so  viele  Zeichenwechsel  sein,  wie  po- 
sitive Wurzeln.  Man  sieht  von  selbst,  dass  wenn  dic  Gleichung  weder  negative, 
noch  imaginare  Wurzeln  liat,  man  X = 1 zu  sctzen  hat,  und  diescr  Schluss 
seinc  Gfiltigkeit  belialt. 

Es  gehe  y,  wenn  dea  CoEfficienten  der  Potcnzcn  x"— *,  x"*- *,  xm~' * u.  s.w. 
die  entgcgcngesctzten  Zeichen  beigelegt  werden.  in  y'  tlbcr;  sammtliche  Wur- 
zeln der  Gleichung  y — 0 werden  dann  den  Wurzcln  der  Gleichung  y = 0 
entgegengesetzt  sein.  Es  wird  dalier  in  y'  wenigstens  eben  so  viele  Zeicheu- 
wechsel  geben , ais  die  Gleichung  y — 0 negative  Wurzeln  hat. 
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Wir  haben  daher  folgenden  Lehrsatz: 

Die  Gleichung  y — 0 kann  nicht  mehr  positive  Wurseln  haben,  ais  es  Zei- 
rhenwechsel  in  y gibt , und  nicht  mehr  negative  Wurseln.  ais  Zeichentcechsel  in  y' 
sind. 

Diese  Einkleidung  dea  Theorema  scheint  die  zweckraiissigste  zu  aein,  da  sie 
dic  grOsste  Einfachheit  mit  der  umfasaendaten  Allgemeinheit  vereinigt,  und  alie 
Gestalten  des  Satzes , die  nur  unter  besondem  Bedingungen  gelten , von  selbst 
daraus  tiiessen. 

WiU  man  dieGrenze  der  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  unmittelbar  an  den 
Zeichcn  der  Coffficienten  von  y erkennen,  so  wird  ea  nothwendig,  dic  unmittel- 
baren  Zeichcnwechsel  und  Zeichenfolgen  (bei  Gliedern,  wo  die  Exponenten  von 
x um  einc  Einheit  verschicdcn  sind)  von  den  durch  fchlende  Glicder  unterbro- 
chenen  zu  untcrachcidcn.  Offcnbar  wird  jeder  unmittelbare  und  jedcr  durch  einc 
gerade  Anzahl  fehlender  Glicder  untcrbrochcne  Zeichcnwechsel  in  y'  zu  einer 
aluilichen  Zeichenfolge  in  y,  w&hrend  ein  durch  cine  ungcradc  Anzahl  fehlender 
Glieder  unterbrochener  Zeichenweclisel  in  y'  aucli  in  y ein  Shnlieher  Zeichen- 
wcchsel  bleibt.  Der  zweite  Tlieil  des  Theorema  l&sst  sich  daher  auch  so  aus- 
drflcken : 

DieAnzald  der  negati ven  Wurzeln  der  Gleichung  y—0  kann  nicht  grosser 
sein,  ais  die  Anzahl  der  unmittelbareu  und  der  durch  eine  gerade  Anzahl  fehlen- 
der Glieder  unterbroclienen  Zeichenfolgen , addirt  zu  der  Anzahl  der  durch  eine 
ungerade  Anzahl  fehlender  Glieder  unterbroclienen  Zeichenweclisel  in  y. 

Fehlt  in  y gar  kcin  Glied,  so  iat  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln  nicht 
grOsscr , ala  die  Anzahl  der  Zeichenfolgen. 

Bezeichnet  man  durch  A dic  Anzahl  der  unmittelbaren  Zeichcnwechsel. 
und  durch  B die  Anzahl  der  unmittelbaren  Zeichenfolgen  in  y,  so  wird , wenn 
kein  Glied  fehlt,  A-\-B  — m sein.  also  der  Anzahl  aller  Wurzeln  gleich.  In- 
sofem  diese  Zeichen  also  bloss  lchren,  dass  dic  Anzahl  der  positiven  Wurzeln  nicht 
grosser  ais  A , und  die  der  negativen  nicht  grSsser  ais  B sein  kann , bleibt  es 
unentschieden,  ob  oder  wie  viele  imaginare  Wurzeln  vorhanden  sind.  Wciss  man 
aber  anders  woher,  dass  die  Gleichung  keinc  imaginare  Wurzeln  hat,  so  muss 
nothwendig  A der  Anzahl  der  positiven,  und  B der  Anzahl  der  negativen  Wur- 
zeln gleich  sein. 

Anders  aber  verhalt  es  sich,  wenn  in  y Glieder  fchlcn.  Um  mit  Klarheit 
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zu  ubersehen,  was  sich  daraus  in  Beziehung  auf  dic  imaginaren  Wurzeln  schlicssen 
liisst . bezeichnen  wir  doirch  a die  Anzahl  der  durch  einc  gerade , durch  c die 
Anzahl  der  durch  eine  ungerade  Anzahl  fehlcnder  Glieder  untcrbrochenen  Zeiclien- 
wechsel;  durch  b und  d resp.  die  Anzahl  der  durch  cine  gerade  und  ungerade 
Anzahl  felilender  Glieder  unterbrochenen  Zcichenfolgcn  in  y.  Man  sielit  leiclit, 
dass  m — A — B — a — b — c — d der  Anzahl  sammtlicher  fehlender  Glieder,  die 
wir  durch  e bezeichneu  w-ollen,  glcich  scin  werde.  Nun  ist  nacli  uuserm  Lehr- 
satze  die  Anzahl  der  positiveu  Wurzeln  hochstcns  A-\-a-\-c.  die  Anzahl  derne- 
gativen  hochstens  JS+4+c,  also  dic  Anzahl  aller  rcellen  Wurzeln  hdchstens 

A-\-B-\-a-\-b-\-2c  — m-\-c — d — e 

Es  muss  daher  die  Anzahl  der  imaginaren  Wurzeln  wenigstens  e — c-j-rf  sein. 

Zalilt  man  also  alie  fehlenden  Glieder  zusammen,  jedoch  so,  dass  man  in 
jeder  Lficke  zwischen  einem  Zeichenweclisel  eine  Einheit  weniger,  zwischen  einer 
Zeichenfolge  aber  eine  Einheit  mehr  rechnet,  ais  Glieder  fehlen,  so  oft  deren  An- 
zahl ungerade  ist,  so  erhiilt  man  eine  Zahl , der  die  Anzahl  der  imnginiiren  Wur- 
zeln wenigstens  gleich  kontmen  muss. 
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BEITRAGE  ZUR  THEORIE 


DER  ALGEBRAISCHEN  GLE1CHUNGEN. 


Es  werden  in  dieser  Denkschrift  zwei  verscliiedene  die  algebraischen  Glei- 
chungen  betreffende  Gegenstande  behandelt.  Zuerst  stelle  ich  den  vor  funfzig 
Jaliren  vou  mir  gegebenen  Beweis  des  Grundlehrsatzes  der  Theorie  der  algebrai- 
scheu  Gleichungen  in  eincr  verandcrtcn  Gestalt  und  mit  erhcblichcn  Zusatzcn  auf. 
Der  zweite  Theil  ist  cinor  specicllen  Bchandlung  der  algcbraischcn  Glcichungen 
mit  drei  Gliedern  gewidmct,  und  enthfilt  Mcthoden,  nicht  bloss  die  rccllcn,  son- 
dern  auch  die  imaginare»  Wurzcln  solchcr  Glcichungen  mit  Leichtigkcit  zu  bc- 
stimmen. 


ERSTE  ABTHEILUNG. 

Die  im  J&hre  1799  erschienene  Denkschrift,  Demonstratio  nova  theorematis, 
omnem  functionem  algebraicam  rationalem  integram  unius  variabilis  in  factores  reales 
primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse,  hatte  cinen  doppelten  Zwcck , nemlich  er- 
steus,  zu  zeigen,  dass  sammtlichc  bis  dahin  versuchtc  Beweise  dieses  wichtigsten 
Lehrsatzes  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  ungendgend  und  illusorisch 
sind , und  zweitens,  einen  neuen  vollkommen  strcngen  Beweis  zu  geben.  Es  ist 
unnOthig,  auf  den  crstern  Gegenstand  noch  einmal  zurflckzukommen.  Dem  dort 
gegebenen  neuen  Beweise  habe  ich  selbst  spater  noch  zwei  andere  folgen  las- 
sen , und  ein  vierter  ist  zuerst  von  Cacchy  aufgestellt,  Diese  vier  Beweise  beru- 
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hcn  alie  auf  ebcn  so  vielen  verschiedenen  Grundlagen,  abcr  <larin  komnicn  sie 
alie  flbercin , dass  durch  jeden  derselben  zunfichst  nur  das  Yorhandcnsein  Emes 
Factors  der  betreffenden  Function  erwiesen  wird.  Der  Strengc  der  Bewcise  thut 
dies  allerdings  keiuen  Eititrag:  denu  es  ist  klar,  dass  wenn  von  der  vorgege be- 
ne u Function  dieser  eine  Factor  abgeloset  wird,  eine  Shnliche  Function  von  nie- 
derer  Ordnung  zurOckbleibt , auf  welche  der  Lehrsatz  aufs  neue  angewandt  wer- 
den  kann,  und  dass  durch  Wiederliolung  des  Verfalirens  zuletzt  eine  vollstandige 
Zerlegung  der  ursprflnglichen  Function  in  Factoren  der  bezeichneten  Art  hervor- 
gelxen  wird.  Iudessen  gewinnt  ohne  Zweifel  jede  Beweisfflhrang  eine  hiihere 
Vollendung,  wenn  nachgcwiesen  wird , dass  sie  geeignet  ist , das  Yorhandcnsein 
der  sammtlichcn  Factoren  unmittelbar  anschaulich  zu  machen.  Dass  der  crste 
Beweis  in  diesem  Fall  ist,  habe  ich  bcreits  in  der  gedachten  Denkschrift  angedeu- 
tet  (Art.  23),  ohne  es  dort  weiter  auszufUhren:  dies  soli  jctzt  crgflnzt  werden, 
und  ich  benutze  zugleich  diese  Gelegenheit,  die  Huuptmomente  des  ganzen  Be- 
weLses  in  einer  abgeunderteu  und,  wie  ich  glaube,  eine  vergrosserte  Klarlieit 
darbietenden  Gestalt  zu  wiederholen.  Was  dabei  die  aussere  Kinkleidung 
des  I.ehrsatzcs  selbst  betrifft.  so  war  die  1799  gcbrauchte,  dass  die  Function 
/ d/-1  -f  Dr*"'  -j-  u.  s.  w.  sicli  in  reellc  Factoren  erster  oder  zweiter  Ord- 

nung zcrlcgcn  liisst,  danials  deshalb  gewahlt,  weil  allc  Einraischung  imaginarer 
GrOssen  vernviedcn  werden  solite.  Gegenwartig,  wo  der  Begriff  der  complexen 
GrOssen  jedcrmann  gcliiufig  ist.  scheint  es  angemessener,  jene  Form  fahren  zu 
lassen  und  den  Satz  so  auszusprechen , dass  jene  Function  sicli  in  n einfache 
Factoren  zerlegen  lasse,  wo  dann  die  constanten  Tlieile  dieser  Factoren  nicht  eben 
reelle  GrOssen  zu  sein  brauchen,  sonderu  fur  ilieselben  auch  jede  complexen  Wer- 
tlie  zulassig  sein  milssen.  Bei  dieser  Einkleidung  gewinnt  selbst  der  Satz  nocli 
an  AUgemeinheit,  weil  dann  die  Beschrankung  auf  rccllo  Werthe  auch  bei  den 
CoOflvcienten  A,  B u.  s.  w.  nicht  vorausgesctzt  zu  werden  braucht,  vielmehr  jed- 
wode  Werthe  fflr  dieselbcn  zulassig  blciben. 

1. 

Wir  betrachten  demnach  die  Function  der  unbestimmten  GrOsse  x 
*r+A&-x+Bjr-*+  u. s.  w.  4-  Mx+N  = X 
wo  A,  B ... . M,  X bestimmte  reelle  oder  imaginSrc  CoOfficientcn  vorstellen. 
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Aus  dor  Elementaralgebra  ist  der  Zusammenhang  zwischen  dcn  Wurzeln  der  Glei- 
chung X — 0 und  den  einfachen  Factoren  von  X bekannt.  Geschieht  nemlich 
jener  Gleichung  durch  die  Substitution  x—p  Genflge,  so  ist  x — p ein  Factor 
von  X,  und  gibt  es  n verschiedene  Arten,  jener  Gleichung  Genflge  zu  lcisten, 
nemlich  durch  x = p,  x — p,  x — p"  u.  s.  w. , so  wird  das  Product  (x — p) 
(j — p'}  (x — p") . . . . mit  X idcntisch  sein.  Vnter  besondern  TJmstanden  kann 
aber  auch  eine  AuflOsung,  wie  ,r  — p,  in  X den  Factor  [x — p)*,  oder  [x — p)* 
oder  irgend  cine  hohere  Potenz  bedingen,  in  vrelchen  Fiillen  man  die  Wurzel  p 
wie  zwcimal , dreimal  u.  s.  w.  vorhanden  betrachtet. 

Verlangt  man  also  nur  den  Beweis,  dass  die  Function  X gewiss  einen  ein- 
fachen Factor  zulasse,  so  ist  es  zureichend,  nur  das  Vorhandensein  irgend  einer 
Wurzel  der  Gleichung  X =.  0 naclizuweisen.  Soli  aber  die  vollstandigc  Zcrleg- 

barkeit  der  Function  in  einfache  Factoren  auf  Eimnal  bewiescn  werden , so  muss 

* 

gezeigt  werden,  dass  der  Gleichung  X — 0 Genflge  gcleistct  werden  kann,  ent- 
weder  durch  n ungleiche  Werthe  von  x.  oder  durch  eine  zwar  geringere  Anzahl 
ungleicher  Auflflsungen  , wovon  aber  ein  Theil  ilie  Charactere  der  mehrfach  gel- 
tenden  gleichcn  Wurzeln  dergestalt  an  sich  tragt,  dass  die  Zusammenzahlung  al- 
ler  ungleichen  und  gleichen  die  Totalsumme  = n hervorbringt. 


2. 

Das  ganze  Gebiet  der  complcxen  GrSssen , in  welchem  die  der  Gleichung 
X = 0 genOgeuden  Werthe  von  x gesuclit  werden  sollen , ist  ein  Unendliches 
von  zwei  Dimensionen,  indem,  wenn  ein  solcher  Werth  x—  t-\-iu  gesetzt  wird 
(wo  i immer  die  imaginare  Einheit  y' — 1 bedeutet),  fur  t und  u alie  reellen 
Werthe  von  — oo  bis  + oo  zuliissig  sind.  Wir  haben  nun  zuvbrderst  aus  die- 
sem  unendliclien  Gebiete  ein  abgegrenztes  cndliches  auszuscheiden , ausserhalb 
dessen  gewiss  keine  Wurzel  der  bestimmten  Gleichung  X = 0 liegen  kann. 
Dies  kann  auf  mehr  ais  Eine  Art  gcschehcn : unsenn  Zweck  am  meisten  gemass 
scheint  die  folgende  zu  sein. 

Anstatt  der  Form  /+»«  gebrauche  man  diese 

x — r(cosp-|-isinp) 

wonach  zur  Umfassung  des  ganzen  unendlichen  Gebicts  der  complexen  Grossen 
r durch  alie  positiven  Werthe  von  0 bis  und  p von  0 bis  360",  oder,  was 

10* 


76 


BHTRAGE  ZDR  THEORIE 


dasselbe  ist,  von  einem  beliebigen  Anfangswerthe  bis  an  einen  ura  360n  grosseru 
Endwerth  ausgedehnt  werden  muss. 

Um  fur  r eine  Grenze  zu  erlialten , fiber  welche  hinaus  kcin  Werth  raehr 
einer  Wurzel  der  Gleichung  X = 0 entsprechen  kann,  setze  ich  zuvfirderst  die 
Cofifficienten  der  einzelnen  Glieder  von  X in  eine  fihnliche  Form,  wie  x,  nemlicli 

A = a(co8a+isina) 

B = b (cos  6 -f-  i sin  fi) 

C = c(cosy-t",s*ny)  u-S-w- 

wo  also  a,  b,  c bestimmte  positive  GrOssen  bedeuten  sollen,  abgesehen  davon. 
dass  auch  eine  oder  dic  audere  darunter  = 0 sein  kann.  Ich  betrachte  sodann 
die  Gleichung 

r"  — s/2.(ar^,  + fcrV!  + cr"-,+  u.s.w.)  = o 

welche,  wie  man  lcicht  sieht,  eine  positive  Wurzel  hat,  und  zwar  (Harriots  Lehr- 
satz  zufolge)  nur  Eine  solche.  Es  aci  R diese  Wurzel,  wo  dann  von  selbst  klar 
ist,  dass  ftlr  jeden  positiven  Werth  von  r,  der  grfisser  ist  ais  R,  der  Wcrth  von 
r" — ^2.(or"-,-(-6r',— U-8-W.)  positiv  sein,  und  dass  dasselbe  auch 
von  der  Function 

nr"  — \/2  .((» — l)arn—,4-{>* — — 3)cr*— 14“  u.s.  w.) 
gelten  wird , da  dieselbc  das  nfache  der  erstern  Function  um 
^2 . (a  r*-1  + 2 6 4- 3 + U.  s.  w.) 

also  um  eine  positive  Differenz  fibertrifft. 

3. 

Ich  behaupte  nun,  dass  die  Grfisse  R geeignet  ist,  eine  solche  Grenzc  ffir 
die  Werthc  von  r,  wie  im  vorhergeheuden  Artikel  gefordert  ist,  abzugeben.  Der 
Beweis  dieses  Satzes  ist  auf  folgende  Art  zu  ffihren. 

Ich  setze  allgemein  X—T-\-iU,  wo  sclbstredcnd  T und  U reelle  GrOssen 
bedeuten , und  zwar  wird 

T = r"cosnp4-arB_lcos(;n  — l)p4_a)  + 6r',_*cos((»  — 2)p4-?>) 

4- cr"-5  cos  ((»  — 3)  p — y)  -4—  u.s.  w. 


Digitized  by  Google 


DEH  ALOEBRAISCTTEN  GLE1CHUXQE.V. 


77 


U = r"  sin  » p + a r"~ 1 sin  ({n  — 1 ) p -{-  a)  -(-  4 r*-’  sin  ((«  — 2)  p 6 ) 

+e  r1*-1  sin  ((«  — 3)  p + 7)  -|-  u.  s.  w. 

Man  Qbersieht  leicht , dass  wenn  Alt  r irgerid  ein  positiver  Werth  grflsser  ais  R 
gewahlt  wird , T nothwendig  dasselbe  Zeichen  haben  wird  wie  cosnp,  so  oft 
dieser  Cosinus  absolut  genommcn  nicht  kleiner  ist  ais  Man  braucht  neralich 
nur  T in  folgende  Form  zu  setzen 

+ T — \fi.r*  — ar*-'  — br*-' —cr»-*  — u.s.w. 

-Hi  cosnp  — 

• -+-[1  +cos({» — l)p  + a)]ar"_l 

+ [*  + cos((n  — 2)p4-6)]6r"“2 
+ [1  +cos((«—  3)  p+ 7)] 

-)-  u.s.w. 

wo  die  obern  Zeichen  fdr  den  Fall  eines  positiven,  die  untern  ftlr  den  Fall  eines 
negativen  cosnp  gelten  sollen,  und  wo  der  erste  Theil  des  Ausdrucks  auf  der 
reehten  Seite  positiv  ist,  in  Folge  des  ira  vorhcigchcnden  Artikel  gegebenen  Satzes, 
von  den  folgenden  aber  wcnigstens  keiner  negativ  wcrden  kann.  Auf  ganz  Shn- 
liche  Weise  erhellet  (indem  man  in  obiger  Formel  nur  U anstatt  T und  durch- 
gchcnds  Sinus  anstatt  Cosinus  schreibt),  dass  unter  gleicher  Voraussetzung  in  Be- 
ziehung  auf  r,  allcmal  U dasselbe  Zeichen  hat  wie  sinnp,  so  oft  dieser  Sinus 
absolut  genommen  nicht  kleiner  ist  ais  Es  hat  demnach  in  allen  Fitllen  we- 
nigstens  die  eine  der  beiden  Grossen  T,  U ein  voraus  bestimrates  positivos  oder 
negatives  Zeichen,  und  es  kann  folglich  far  keinen  Werth  von  p die  Function 
X — 0 werden.  W.  Z.  B.  W. 

4. 

Um  das  Verhalten  von  T und  V in  Beziehung  auf  die  Zeichen  und  deren 
Wechsel  [bei  einem  bestimmten,  R fibcrschrcitcnden,  Werthe  von  r)  noch  melir 
ins  Licht  zu  setzen,  lasse  man  p alie  Werthe  zwischen  zwei  um  360"  verschie- 
denen  Grenzen  durchlaufen,  wozu  jedoch  nicht  0 und  360°,  sondern,  indem  zur 
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gesetztwird,  — «o  und  (8n  — l)to  gew&hlt  werden  sollcn.  Dcn  ganzcn  Zwi- 
schenraum  theile  ich  iu  4 n gleiche  Theile,  so  dass  der  erste  sich  von  — u>  bis  to, 
der  zweite  von  <o  bis  3o>,  der  dritte  von  3u>  bis  5u>  u.  s.  w.  erstrcckt.  ZuvOr- 
derst  hat  man  auch  noch  die  Werthe  der  Differentialquotienten  in  Be- 

traeht  zu  ziehen , woftlr  man  hat 

‘jy  = — nr"sinnp — {» — 1)ar"_1sin(Jn  — t)p+a)  — (n — 2)6r"_ssin((» — 2)p+f>)) 
— (n — 3)  cr”1-5  sin  ({» — 3)p  + l) — u.  s.  w. 

= nr”  eos  n p -f-{» — l)nr”~'  cos((i» — l)p-f-«)  + (* — 2)ir*— *cos({» — 2)p+6') 
+ (w  — 3)cr”_Jcos((n — 3)  p—)— y)  -i-  u-  ®-w. 

Man  erkennt  daraus  leicht,  durck  ahnliche  Schliisse  wie  im  vorbergehenden  Ar- 
tikel  und  unter  Zuziehung  des  Satzes  am  Sclilusse  von  Art.  2 , dass  ^ immer 
das  entgegengesetzte  Zeicben  von  sinap  bat,  so  oft  dieser  Sinus  absolut  genom- 
men  nicht  kleiner  ist  ais  , dass  liingegen  ^ immer  dasselbe  Zeichen  wie 
cosnp  hat,  so  oft  der  absolute  Werth  dieses  Cosinus  nicht  kleiner  ist  ais 
Hieraus  zieht  man  folgende  Schliisse. 

In  dem  ersten  Tntervalle , d.  i.  von  p = — u>  bis  p = -f-u>*  ist  T stets 
positiv,  U hingegen  fttr  den  Anfangswcrth  negativ,  ffir  den  End werth  positiv, 
mithin  dozwischen  gcwiss  einmal  = 0 , und  zwar  nur  einmal,  weil  in  dem  gan- 
zen  Intervalle  ^ positiv  ist. 

In  dem  zweiten  Intervalle  ist  V stets  positiv,  T zu  Anfang  positiv,  am 
Ende  negativ,  dozwischen  einmal  T = 0 und  zwar  nur  einmal.  weil  in  dem 
ganzen  Intervalle  gj  negativ  ist. 

In  dem  dritten  Intervalle  ist  T stets  negativ,  U einem  Zeichenwechscl  un- 
terworfen , so  dass  einmal  U = o wird. 

Im  vierten  Intervalle  ist  U stets  negativ , T einmal  = 0. 

In  den  folgenden  Intervallen  wicderholcn  sich  in  gleiclier  Ordnung  diese 
Verhultnissse . so  dass  das  fQnfte  dem  ersten , das  sechste  dem  zweiten  u.  s.  f. 
gleichsteht. 


5. 

Aus  der  im  vorhergehenden  Artikel  ercirterten  Folgeordnung  der  positiven 
und  negativen  Werthe  von  T und  U,  die  bei  jedem  uber  R hiuausgehendcn 
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Wertlie  von  r Statt  findet  *) , lasst  sich  nun  folgcrn , dass  innerhalb  des  Gebiets 
der  kleiuerii  Wertbe  von  r gewisse  Kreuzungen  in  diescn  Anordnungen  vorhanden 
sein  miissen,  die  das  Wesen  unsers  zu  beweisenden  Lehrsatzes  in  sich  schliessen. 
Icb  werde  die  Bcweisfiiltruug  in  einer  der  Georaetrie  der  Lage  entnommeuen  Eiu- 
klcidung  darstellen , weil  jene  dadurch  die  grosste  Anscliaulichkcit  und  Einfach- 
heit  gewinnt.  Im  Grunde  gehtirt  aber  der  eigentliche  Inhalt  der  ganzcu  Argu- 
mentation  einem  hohern  von  Riiumlichem  unabhangigcn  Gebiete  der  allgemeinen 
abstracten  Grossenlehre  an,  dessen  Gegenstand  die  nach  der  Stetigkeit  zusam- 
menliangenden  Grossencombinationen  sind,  einem  Gebiete,  welches  zur  Zeit  noch 
wenig  angebauet  ist,  und  in  welchem  man  sich  anch  nicht  bewegen  kann  ohne 
eine  von  raumlichcn  Bildcrn  entlchnte  Sprache. 

6. 

Das  ganze  Gebiet  der  complexen  GrOssen  wird  vertreten  durch  eine  unbe- 
grenzte  Ebene,  in  welcher  jeder  Punkt,  dessen  Coordinaten  in  Beziehung  auf 
zwei  einander  rechtwinklig  schneidendc  Achsen  t,  u sind , ais  der  complexen 
Grosse  x = t.-f- i u entsprechend  betrachtct  wird:  bringt  man  dicse  complexe 
GrOsse  in  die  Form  x = r[eosp-f-»sinp),  so  bedeuten  r.  p die  Polarcoordinaten 
des  entsprechcndcn  Punkts.  Der  InbegrifF  allcr  complexen  GrOssen , filr  welche 
r einerlei  bestimmten  Wcrth  hat,  wird  demnach  durch  einen  Kreis  reprasentirt, 
dessen  Halbmesser  dieser  Werth , und  dessen  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  ist.  Denjenigen  dieser  Kreise , fur  welchen  r um  eine  nach  Belie- 
ben  gewahlte  Differenz  grosser  ais  R ist,  will  ich  mit  K bezeichnen,  und  mit 
(l),  (2),  (3)  . . . . (2«)  diejenigen  Punkte  auf  dcmselben,  welchen  die  beziehungs- 
weise  zwischcu  ui  und  3 ui , zwischen  5 tu  und  7 tu , zwischen  9 tu  und  1 1 u>  u.  s.  f. 
bis  zwischen  (Sn— 3}a>  und  (8»  — l)tu  liegenden  Werthe  von  p entsprechen, 
filr  welche  nach  dem  4.  Artikel  !f  — 0 wird.  Man  bemerke  dabei,  dass  filr  die 
Punkte  (1),  (3),  (5)  u.s.  w.  U positiv,  filr  die  Punkte  (2),  (4),  (6)  u.s.  w.  hingegen 
negativ  sein'  wird. 

*)  K*  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  auch  fur  den  Wcrth  r — R selbst  eine  gleiche  Folgeordnung  noch 
galtig.  bleibt , nux  mit  der  Einschrflnkung , dass  dann  in  gnn>  speciellen  Fallet»  etn  Uebcrgangswerth  von  p, 
(d.  i.  ein  solcher , filr  welchen  T oder  U — • wird)  mit  einer  der  Gr6a*cn  — w,  «u,  3 ®,  inu.i.v.  susam- 
menfallen  kann,  wihrend  far  alie  grbsseren  Werthe  von  r jeder  Uebergangswerth  von  p sxcutchen  iweien  die- 
ser  GrtVssen  liegen  muu,  Ich  halte  reich  jedoch  dabei  nicht  auf,  da  fttr  unsern  Zweck  ztireicht,  das  Bestehcn 
jener  Folgeordnung,  von  irgend  einem  Werthe  von  r an,  nachgewie*en  zu  haben. 
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7. 

Die  Gesammtheit  deijenigen  Punkte  in  unserer  Ebene , fQx  welche  T po- 
sitiv  ist,  bildet  zusammenhangende  Flachentheile,  wie  schon  von  selbst  erhellet, 
wenn  man  erwagt,  dass  bei  einem  stetigen  Uebergange  von  einem  Punkte  zu  ei- 
ncra  andern  T sich  nach  der  Stetigkcit  findcrt.  Eben  so  bilden  sammtliche 
Punkte,  fflr  welche  T negativwird,  zusammenhangende  Flachentheile.  Zwi- 
schen  den  Flachentheilen  der  crsten  Art  und  dcncn  der  zweiten  liegen  Punkte,  in 
welchen  T = 0 wird,  und  nach  der  Natur  der  Function  T kfinnen  diese  Punkte 
nicht  auch  Flachenstileke , sondern  nur  Linien  bilden,  welche  eincrseits  die  ci- 
nen . andererseits  die  andern  Flachentheile  begrenzen. 

Der  ausserlialb  K liegende  Raum  enthalt  n Fiachen  der  ersten  Art,  die  mit 
eben  so  viclen  der  zweiten  Art  abwechseln,  und  wovon  jede,  von  einem  Stfick  der 
Kreislinic  K an,  zusammenhangend  sich  ins  Unendliche  erstreckt.  Zugleicli  aber 
ist  klar,  dass  jedes  dieser  Flachenstacke  sich  aber  die  Kreislinie  hinnus  in  den 
innem  Raum  fortsetzt,  und  dass  in  Beziehung  auf  die  weitere  Gestaltung  folgende 
Falle  Statt  finden  konnen. 

1;  Das  betreffende  von  einem  Theile  von  K anfangende  Flachenstfick  en- 
digt  sich  isolirt  innerhalb  der  Kreisflachc;  seinc  (jeripherischc  Begrcnzung  bestclit 
dann  nur  aus  zwei  zusammenhangenden  Stacken , wovon  eines  ein  Bestandthcil 
von  K ist,  das  anderc  innerhalb  des  Kreisrauines  liegt.  In  der  beigefugten  Fi- 
gur,  welche  sich  auf  einc  Gleichung  fanfteu  Grades  bezieht  und  wo  die  Zeichen 
von  T in  den  verschiedenen  Flachentheilen  eingeschrieben  sind . finden  sich  diei 
der  FlSchen  mit  positivem  T in  diesem  Falle ; die  cine  hat  die  Grenzlinicn  10.1 
und  1.11.10;  die  zweite  diese  4 . 5 und  5.12.4;  dic  dritte  6 . 7 und  7.13.6. 
Flachentheile  alinlicher  Art  mit  negativem  T finden  sich  zwei  vor. 

2}  Das  Flachenstfick  durchsetzt  einfach  die  Kreisflachc  dcrgestalt,  dass  es 
mit  einem  an  eincr  andern  Stello  cintretenden  Eiue  zusammenhangende  Flache 
bildet.  Die  ganze  peripherische  Begrenzuugslinie  wird  dann  aus  vier  Stflcken  be- 
stehen , von  denen  zwei  der  Kreislinie  K angehoren,  und  die  beiden  andern  dem 
inuern  Raume.  In  unserer  Figur  findet  sich  dieser  Fall  bei  dem  durcli  2.3; 
3.0.8;  8.9;  9.11.2  begrenzten  Flachenstuck. 

3}  Das  Flachenstfick  spaltet  sich  im  innem  Krcisraume  einmal  oder  mehre- 
remale  dergestalt . dass  es  mit  noch  zweien  oder  mehrcrn  an  andern  Stellen  ein- 
tretenden  eine  zusammenhangende  Flfiche  bildet . deren  ganze  peripherische  Be- 
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grenzung  dann  aus  sectis , acht  oder  metirern  Stucken  in  gerader  Zahl  bestehen 
wird,  die  abwecliselnd  der  Kreislinie  und  dem  innem  Raume  angehSren.  In 
unserer  Figur  tritt  dies  ein  bei  cincm  Flachentheile , dessen  Begrenzung  durch 
die  sechs  Stfickc  3.4;  4.12.5;  5.6;  6.13.7;  7.8;  8.0.3  gebildet  wird,  in 
welchcm  aber  T negativ  ist. 

8. 

Bei  einer  vollstiindigen  AufzShlung  aller  dcnkbaren  Gestat tungen  der  in  den 
innern  Kreisraum  eintretenden  Flacbentlieile  wurden  den  angegcbenen  Fallen 
noch  anderweitige  Modificatione n beigefugt  werden  mflssen.  Wenn  z.  B.  ein  sol- 
cher  Flachentlieil  sich  zwar  in  zwei  Aeste  spaltet,  diese  aber  im  innem  Raume 
sich  wieder  vereinigen , so  wurde  dieser  Fall , jenachdem  nacli  der  Vereinigung 
die  Flfiche  im  Innem  ihren  Abschluss  findet , oder  (oline  neue  Tlieiiung)  sich  bis 
zu  einer  andern  Stelle  der  Krcislinie  fortsetzt,  dem  ersten  oder  zweiten  Falle  des 
vorhergebenden  Artikels  zugerechnct  werden  kOnncn , indem  dic  Gestaltung  der 
Flache  nur  durch  das  Einschliessen  einer  nicht  zu  ihr  gehSrenden  Inscl  modificirt 
sein  wtlrde.  Uebrigens  wiirde  es  nicht  schwer  sein , strenge  zu  beweisen , dass 
bei  der  besondem  Beschaffenheit  der  Function  T Modificationen  dieser  Art  gar 
nicht  mSglich  sind:  fftr  unsern  Zweck  ist  dies  jedoch  unnOtliig,  indem  es  nur  auf 
die  Folge  der  Stdcke  der  itussem  Bcgrenzung  jedes  der  in  Rede  stehenden  Flachen- 
theile (d.i.  derjeuigen,  in  welchen  T positiv  ist)  ankommt. 

Wir  haben  nemlicli  schon  bemerklich  gcmacht,  dass  die  Anzahl  dieser  Stilcke 
allemal  gerode  ist  (zwei  im  ersten  Falle  des  vorhcrgchcndcn  Artikels,  vier  im 
zweiten,  sechs  oder  mehrere  im  dritten),  wovon  wechsclsweise  eines  der  Kreislinie 
K , eines  dem  innem  Raume  angehort.  Ferner  ist  klar , dass  wenn  jene  Sussere 
Begrenzungslinic  immer  in  einerlei  Sinn  durchlaufen  wird , wozu  hier  deijenige 
gewaldt  werden  soli , in  welchem  die  Bezifrungen  der  Punkte  von  K wachscn 
(also , Beispiels  halber  in  unserer  Figur  so , dass  die  FlSche  immer  rechts  von  der 
Bcgrenzungslinie  liegt),  der  Anfangspunkt  und  der  Endpunkt  eines  der  Kreislinie 
angchdrenden  Stiicks  beziehungsweise  durch  eine  gerade  und  die  um  eine  Einheit 
grSsscre  ungerade  Zahl  bezeichnet  sein  wird , mithin  der  Anfangspunkt  und  der 
Endpunkt  jedes  den  innem  Raum  durchlaufenden  Stiicks  allemal  beziehungsweise 
durch  eine  ungerade  und  eine  gerade  Zald. 

Es  steht  also  fest , dass  von  den  n an  einem  mit  einer  ungeraden  Zahl  be- 

11 
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zeichneten  Punkte  von  K in  den  innem  Raum  eintretenden  Linien , in  denen 
flberall  T — 0 ist,  eine  jede  auf  eine  ganz  bestimmte  Art*)  diesen  Raum  zusam- 
mcnh&ngcnd  durchluuft,  bis  sie  an  einer  andern  mit  einer  geraden  Zaid  bezeich- 
neten  Stelle  wieder  austritt.  Da  nun,  wie  schon  oben  [Schluss  des  6.  Art.)  bemerkt 
ist,  in  ihrem  Anfangspunkte  den  Werth  von  U positiv,  am  Endpunkte  negativ 
ist,  so  muss  wegen  der  Stetigkeit  der  Werthfindcrung  nothwendig  in  einem  Zwi- 
schenpunkte  U = 0 werden.  Dieser  Punkt  reprfisentirt  dann  eine  Wurzel  der 
Gleichung  X = 0 ; und  da  die  Anzahl  solcher  Linien  = « ist,  so  ergeben  sich 
auf  diese  Weise  allemal  n Wurzeln  jener  Gleichung. 


9. 

Wenn  die  gedachten  Linien  durch.  den  Kreisraum  gehen  ohne  ein  Zusam- 
mentreffen  mit  einander,  so  ist  klar,  dass  die  so  crhaltcnen  n Wurzeln  nothwen- 
dig ungleich  sind.  Ein  solches  freies  Durchgehen  findet  sich  in  unsrer  Figur  bei 
den  Linien  von  3 nach  S , von  5 nach  4 und  von  7 nach  6 , und  es  gehdren 
dazu  die  durch  die  Punkte  0,  12,  13  reprfisentirten  Wurzeln.  Wenn  hingegen 
zwei  solcher  Linien , oder  mehrere . einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben , so  ist 
zwar  darum  noch  nicht  nothwendig,  aber  doch  moglich , dass  dieser  Punkt  zu- 
gleich  deijenige  ist.  in  welchem  U—  0 wird,  in  welchem  Falle  dann  zwei  oder 
mehrere  Wurzeln  in  Eine  zusammenfollen , oder,  wie  es  gewohnlich  ausgedruckt 
wird,  un ter  sich  gleich  sein  werden.  In  unsrer  Figur  treffen  dic  Linien  1.10 
und  9.2  in  dem  Punkte  11  zusammen,  und  in  demselben  wird  zugleich  Z7=0; 
die  Gleichung  hat  also  ausser  den  schon  aufgeftthrten  drei  ungleichen  noch  zwei 
gleiche  Wurzeln. 


10. 

Es  bleibt  nur  noch  ttbrig,  nachzuweisen , dass  wenn  der  eine  Wurzel  = p 

*)  Dass  sie  allemal  einen  ganz  bestimmtcn  Lauf  hat , beruhet  darauf , dass  sie  einen  Theil  der  kussern 
Abgretuung  einer  Flflche , for  welche  T ein  bestimmtcs  Zeichen  hat , ausmachen  soli : ich  habe  das  positive 
Zeichen  gew&hlt,  waa  an  sich  ganz  willkOrlich  ist.  80  verstanden  setzt  sich  s.  B.  die  in  1 eintrctende  Linie 
durch  ii  nach  l*  fort:  ais  Theil  der  Grenslmie  einer  FlAche,  worin  T negativ  ist,  vrttrde  die  linie  1 * It 
nach  2 fortgesetzt  werden  mtUsen.  Spricht  man  hingegen  nur  von  einer  Linie  worin  T = e ist,  ohne  sie  ais 
Theil  der  Begrenzung  einer  beBtimmten  Fl&che  su  betrachten,  so  wflrde  eher  11.»  ais  natdrliche  Fortsetzung 
von  l.it  gclten  kbnnen.  Der  hier  gew&hlte  OesichUpunkt  unterscheidet  mein  gegenwSrtiges  Verfahren  von 
dem  von  i?«»,  und  tr&gt  wesentlieh  zur  Vcrcinfachung  der  Beweisfohrung  bei. 
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reprasentirende  Funkt  P in  zweien  oder  mehrern  Linien  T — 0 zugleich  liegt, 
das  Quadrat  von  x — p odcr  die  der  Anzahl  jener  concurrirenden  Linien  entspre- 
chende  hohere  Potenz  in  X ais  Factor  cnthalten  sein  wird.  Der  Bewcis  davon 
beruhet  auf  folgenden  Sfitzen. 

Man  fabre  anstatt  der  unbestimmten  GrOsse  x einc  andere  z ein . indein 
man  x — z-\-p  setzt.  Es  gehe  durch  diese  Substitution  X in  Z Qber,  wo  also 
Z eine  Function  von  z von  gleicher  Ordnung  wie  X von  x scin  wird,  deren  con- 
stantes Gliad  aber  fehlt.  Indem  man  dieselbe  nach  aufsteigenden  Potenzen  von 
z ordnet,  sei  das  niedrigstc  nicht  verschwindende  Glicd 

= Kzm  und  Z = Kzm(l+Q 

wo  £ die  Form  Lz-\-L  zz-\-L"^-\-Vl. s.  w.  ^zn~m  habenwird;  endlicb  setze 

man 

z — s(cos^-f-isini}i) 

Der  rcelle  und  der  imagin&re  Bestandtheil  von  z drttcken  die  Lage  jedes 
unbestimmten  Punkts  der  Ebene  ais  rechtwinklige  Coordinaten,  und  die  GrOssen 
jf,  die  Polarcoordinaten  ganz  eben  so  relativ  gegen  den  Punkt  P aus,  wie  dic 
Bestandtheile  von  x,  und  die  GrSssen  r,  cp  die  relative  Lage  gegen  den  ursprilng- 
lichen  Anfangspunkt  bezcicbnen.  Die  Verbindung  eines  bestimmten  Wertbes 
von  s mit  allen  Werthen  von  in  ciner  Ausdehnung  von  360°  stellt  also  die 
Punkte  ciner  Kreislinie  dar,  die  ihren  Mittelpunkt  in  P hat  und  deren  Halbmes- 
ser  = * ist. 

Setzt  man  nun  K = Ar(cosx-{-»8inx),  und  folglich 

Kzm  = k (cos  (m  ^ + x)  + > sin  (m  <J- + x)) 

so  wird  flir  ein  unendlich  kleines  s die  GrOsse  £ , die  wcnigstens  von  derselben 
Ordnmig  ist  wie  s,  neben  der  1 vemachl&ssigt,  und  raithin  gesetzt  werden  dfirfen 

T =s  A4rmcos(m^-f-x) 

woraus  erhellet , dass  wfthrend  if  um  360®  wachst,  das  Zeichen  von  T in  m 
Stficken  der  Kreisperipherie  positiv,  und  in  eben  so  vielen  mit  jenen  abwech- 
sclnden  negativ  ist,  oder  dass  T in  2m  Punkten  = 0 wird,  nemlich  fttr 
= i(x  — 90®1,  - (x-j- 90°),  — 'x-f- 270°) u. s.  w.  Es  gehen  demnach  von  P zu- 
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sammen  2 m Linien  aus,  in  denen  T — 0 ist,  oder  wenn  man  sie  paarweise  so 
verbindet,  dass  jede,  wo,  bei  wachsendem  , das  Zeichen  aus  — in  + iiber- 
geht.  zusammcn  mit  der  niichstfolgcndcn , wo  der  entgegongesetzte  Uebergung 
Statt  findet,  wie  die  Begrenzungslinie  cincs  Flilehcntheils  mit  positivem  T be- 
trachtet  wird,  so  treflen  in  P dberhaupt  rn  dergleichen  Begrenzungslinien  zu- 
sammen. 

A on  der  andern  Scite  ist  klar,  dass  so  wie  Z unbcstimmt  dureh  zm  und 
durch  keine  libhere  Potenz  von  s theilbarist,  X den  Factor  (x — p)m,  aberkeine 
hohcrc  Potenz  von  x — p enthalten  wird.  Es  ist  also  allemal , wenn  p irgend 
eine  Wurzel  der  Gleichung  X — 0 bedeutet,  der  Exponent  der  hochsten  Po- 
tenz von  x — p , durch  welche  X theilbar  ist,  der  Anzalil  der  in  P zusamrnen- 
treffenden  Begrenzungslinien  ftlr  Flachen  mit  positivem  T gleich,  oder  was  das- 
selbe  ist,  der  Anzahl  solcher  an  P zusammentrcffcnder  Flfichen. 

Uebrigens  ist  es  lcicht,  der  Bcwcisftihrung  eine  von  Einmischung  unendlich 
kleiner  GrOssen  ganz  unabhangigc  Einkleidung  zu  geben , und  zwar  ganz  analog 
der  Schlussreihe  in  den  Art.  3 und  4 . Es  I8sst  sich  nemlich  ein  Werth  von  s nach- 
weisen , fOr  welchen , so  wie  filr  jeden  kleinern , der  ganze  Cyklus  aller  Werthe 
von  <|i  dicsclbe  abwechselnde  Folge  von  m StCcken  mit  positivem  T und  el>en- 
sovielen  mit  negativem  darbietet.  Diese  Eigenschaft  hat  die  positive  Wurzel  der 
Gleichung 

0 = m\Ji  — (»»-(-1)/*  — u.s.  w. 

wo  l,  1',  /"u.s.w.  die  positiven  Quadratwurzeln  aus  den  Normen  der  complexen 
GrOssen  L,  L',  L"  u.s.w.  bedeuten,  oder  wo 

L = l (cosX  -f-isinX) 

L'  — /'(cosX'-(-tsinX') 

U — /"(cosX"-J-isinX")  u.s.  w. 

gesetzt  ist.  Ich  glaube  jedoch , die  sehr  lcichte  Entwicklung  dieses  Satzes  hier 
Obcrgehen  zu  konnen. 

Schlicsslich  mag  nocli  bemerkt  werden,  dass  bei  der  Beweisfithrung  in  der 
Abhandlung  von  1799  die  Betraclitung  ztceier  Sys  terne  von  Linien  erforderlieh 
war , das  eine  die  Linien  wo  T — 0,  das  andere  diejenigen  wo  U — 0 enthal- 
tend , wahrend  in  unserm  jetzigcn  Vcrfahren  die  Betrachtung  Eines  Systems  aus- 
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gereicht  hat;  ich  habe  dazu  das  System  der  Begrenzungslinien  der  FlHchentheile 
mit  positivem  T gewfihlt,  es  hatte  abcr  eben  so  gut  zu  demselben  Zwcck  dic  Be- 
trachtung  der  Begrenzungslinien  der  FlBchen  mit  positivem  (oder  negativem)  V 
dienen  kiinnen. 


ZWEITE  ABTHEILUNG. 

11. 

Zur  numerischen  Bestimmung  der  Wurzeln  solcher  algebraischen  Gleichun- 
gen , die  nur  aus  drei  Gliedern  bestehen , lasscn  sich  verschiedcne  Methoden  an- 
wenden,  die  hier  einer  Eleganz  und  Bcquemlichkeit  f&hig  werden,  gegen  wclche 
die  mfihsamcn  bci  Gleichungcn  von  wcniger  einfather  Uestalt  unvermcidlichen 
Operationen  wcit  zorQcksteheu.  Solche  Methoden  verdienen  also  wohl  cine  be- 
sondere  Darstellung , zumal  da  Gleichungen  von  jener  Form  haufig  genug  vor- 
kommen. 

Es  gilt  dies  zunachst  von  der  Entwicklung  der  Wurzeln  in  unendliche  Rci- 
hen.  In  der  That  liisst  sich  jede , gleichviel  ob  reelle  oder  imaginiire,  Wurzel  ei- 
ner Gleichung  mit  drei  Gliedern  durch  eine  convergente  Rcilie  von  einfachem 
Fortschreitungsgesetz  ausdrficken.  Ich  werde  jedoch  diese  AuflOsungsart  aus  meh- 
rem  Grtinden  von  meiner  gegenwiirtigen  Betrachtung  ganz  ausschliesscn,  und  be- 
merke  hier  nur,  dass  der  Grad  der  Convergeuz  von  dem  gegenscitigen  Vcrhalten 
der  CoSfficienten  abhangig,  dass  sie  desto  langsamer  ist,  je  naher  dies  Vcrhalten 
demjenigen  kommt , bei  welchem  die  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  hat , und 
dass  in  diesem  Grenzfalle  selbst  sie  schwilcher  ist.  ais  bei  irgendwelcher  fallcnden 
geometri schen  Progression.  So  bcmerkenswertli  auch  diese  Reihen  in  allgeraeiner 
thearetischer  Rflcksicht  sind,  so  wird  man  doch,  abgeschen  von  dem  Falle,  wo 
ihre  Convergeuz  eine  sehr  schneUe  wird , in  praktischer  Beziehung  immer  den  in- 
directe n Methoden  den  Vorzug  geben,  welche  in  den  nachfolgenden  Artikeln  ent- 
wickelt  werden  sollen. 

12. 

Zur  Auffindung  der  reellen  Wurzeln  bcnutze  ich  meine  im  Jahrc  1810  zuerst 
gedruckte  Hftlfstafel  ftlr  Logarithmen  von  Summcn  und  Ilifferenzen,  oder.  wo 
eine  grCssere  Genauigkeit  verlangt  wird . ais  Logarithmen  mit  fflnf  Zifern  geben 
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konnen , die  iihnliche  aber  erweiterte  Tafel  vou  Matthiesben.  Ich  habe  ein  paar 
specielle  Anwendungen  dieses  Verfahrens  schon  frulier  bekannt  gemacht,  ncmlich 
zur  AuflOsung  der  quadratischen  Gleichungen  bei  der  1840  erschienenen  zwan- 
zigsten  Ausgabe  von  Veoas  logarithmischem  Handbuch,  und  zur  Aufldsung  der 
eubischen  Gleichung,  wclche  bci  der  parabolischen  Bewegung  zur  Bestimmung 
der  wahren  Anomalie  dient,  in  Nro.  474  der  Astronomischen  Nachrichten.  An 
letzterm  Orte  ist  auch  bereits  die  allgemeine  Anwendbarkeit  des  Verfkhrens  auf 
alie  algebraischen  Gleichungen  mit  drei  Gliedern  bemerklich  gemacht.  Obglcich 
nun  die  Ausffllirung  dieses  g&nz  elementarischen  Gegenstandes  gar  keine  Schwie- 
rigkeiten  hat , so  wird  man  doch , bei  der  ziemlich  grossen  Manuigfaltigkeit  der 
Falle,  einer  (ibersichtlichcn  Sonderung  derselben,  und  der  Zusammenstellung  der 
gebrauchfertigen  Vorschriften  ein  paar  Seiten  gem  cingerfiumt  sehen. 

Anstatt  jener  logarithmischen  Ilillfstafeln  kann  man  sich  auch  der  gewhhn- 
liclien  logarithmisch-trigonomctrischen  Tafeln  bedienen:  allcin  theils  sind  jene 
im  Allgemeinen  filr  den  gegenw&rtigen  Zweck  von  bequemerm  Gebrauch , theils 
gewaliren  sic  doppelt  so  grosse  Gcnauigkeit  ais  die  letztern.  Ich  wtlrde  daher  die 
Bcnutzung  der  trigonometrischen  Tafeln  filr  das  in  Rede  stehende  Gescli&ft  auf 
den  seltenen  Fall  beschrankeu,  wo  man  die  durch  siebenzifrige  I-ogarithmen  er- 
reichbare  Genauigkcit  noch  zu  iiberschreitcn  wttnscht  und  dazu  die  bekannten 
zehnzifrigen  Logarithmen  in  Vlac<j’8  oder  Vkga’s  Thesaurus  verwenden  kann. 
Uebrigens  sind,  wenn  man  sich  der  Halfslogarithmen  bedient,  doppelt  so  vicle 
Falle  zu  unterscheiden , ais  wenn  die  trigonometrischen  Logarithmen  gebraucht 
werden.  Ais  ein  Nachtheil  darf  dies  jedoch  nicht  angesehen  werden : denn  wenn 
einmal  die  vollstiindige  allgemeine  Classifieation  vorliegt,  ist  es  leiclit,  jedem  con- 
creten  Falle  sein  Fach  anzuweisen , und  das  eigentlichc  indirecte  Geschaft  ist  so 
viel  leichter  auszuftlhren,  wenn  das  ganze  Fach  nur  den  halben  Umfang  hat.  Aber 
gerade  aus  jenem  Grunde  ist  filr  die  Aufliisung  durch  trigonometrische  Logarith- 
men die  allgemeine  Classification  ktlrzer  und  bequemer  darzustellen,  und  ich  werde 
sie  daher  vorausschicken , da  sodann  die  Classification  filr  die  andere  Auflosungs- 
form  sich  daraus  von  selbst  ergibt. 

13. 

Die  Ausfilhrung  der  Methode  wird , unmittelbar.  nur  auf  Bestimmung  der 
positiven  Wurzeln  einer  vorgegebenen  Gleichung  gerichtet;  die  negativen  ergeben 
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sich,  indcm  man  dasselbe  Verfahrcn  auf  dicjenige  Glcichung  anwendet,  welche 
aus  jener  durch  Einfflhrung  der  der  ursprflnglichen  Unbekannten  entgegengesetz- 
ten  GrOsse  entsteht. 

Die  Gleichung  setze  ich  in  dic  Forni 

xm+n±exm±f  = 0 

wo  m,  n,  e,  f gegebene  positive  Grdssen  bedeuten.  Diesc  Form  umfasst  eigent- 
lich,  nach  Yerschiedenheit  der  Combination  der  Zeichcn,  vier  verschiedene  Ffille, 
wovon  aber  der  erste,  wo  beidcmal  die  oberen  Zeichen  gewfiiilt  werden,  ausfullt, 
da  offenbar  die  Gleichung 

*"^"+ey"+/=  0 

keine  positive  Wurzel  haben  kann.  Uebrigens  ist  verstattet,  vorauszusetzen,  dass 
m und  » (worunter  ganze  Zahlen  verstanden  werden,  obwohl  die  Anwendbarkeit 
der  Methode  an  sich  davon  unabhiingig  ist)  keinen  gcmeinschaftlichen  Divisor  ha- 
ben, indem  auf  diesen  Fall  jeder  andere  leicht  zurflckzufahren  ist.  Endlich  werde 
ich  zur  Abkftrzung  schreiben 


Ente  Form. 
xm,Jrn-\-e3cm—f  =i  0 

Indem  man  einen  immer  im  ersten  Quadranten  zu  nehmenden  Winkel  0 
einfQhrt,  so  dass 

= sin  0*,  — = cos  6* 

wird,  also  (I) 

x"+"  = /sinO',  V"  = y = etangb* 

findet  sich  durch  Elimination  von  x die  Gleichung 

« _ «in 

* COS 

aus  welcher  6 bestimmt  werden  muss.  Man  erkennt  leicht,  dass  der  zweite  Theil 
dieser  Gleichung  ais  Function  einer  unbestimmten  Grosse  0 betrachtet,  von  0 
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bis  oo  wSchst,  wahrend  0 alie  Werthe  von  0 bis  90°  durchlauft,  und  dass  es 
also  einen,  und  nur  einen  Werth  von  0 gibt,  der  jener  Gleichung  Genflge  leistet. 
Nachdem  derselbe  gefunden  ist,  erhiilt  man  x aus  einer  der  Formeln  I.  Man  be- 
merke,  dass  0 = 45°  wird  filr  X — 2",  und  dass  folglich  0 im  erstcn  Octanten 
zu  suchen  ist  wenn  X kleiner , im  zwciten  wenn  X grOsser  ist  ais  2". 


Ztceite  Form . 

Man  wird  hier  setzen 

f x m n = sin  0*.  ex~n  = cos  0* 

oder  (I) 

_m-H>  / * „»i  /coUngS’ 

* — «in a*’  x — oo. V'  x — ; 


wonach  also  0 aus  der  Gleichung 

, _»n S**_ 

* 00#y»»4*ij» 

zu  bestimmen  sein  wird , was  auf  eine  und  nur  auf  eine  Art  geschehen  kann : der 
Werth  von  x findet  sicli  sodann  durch  eine  der  Gleicliungen  I.  Im  ersten  oder 
zweiten  Octanten  liegt  0 , jenachdem  X kleiner  oder  grosser  ist  ais  2m. 


Dritte  Form. 
a?”*" — ex”  -\-f  = 0 

Hier  wird  man  setzen 

^ = sinO’,  = cosO* 

oder  (I) 

= /tangO’,  F”  — x"  = esinO’ 


von  welchen  Formeln  eine  zur  Bestimmung  von  x dienen  wird,  sobald  der  Werth 
von  6 gefunden  ist.  Dieser  crgibt  sich  durch  Auflosung  der  Gleichung 

X = cos  0*"  sin  0”* 


Da  das  auf  der  rcchten  Seite  stehcnde  Glied  dieser  Gleichung,  ais  Function  einer 
unbestimmten  Grosse  0 betrachtet,  sowohl  filr  0 = 0 ais  fiir  0 = 90°  verschwin- 
det,  so  muss  dazwischcn  cin  griisster  Werth  liegen,  und  da  das  Differentia!  des 
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Logarithmen  dieser  Function  = (2mcotg9 — 2ntang6)d6  ist,  so  findet  der  grO.sste 
Werth  Statt  fflr  0 = 0*  wenn  man  \J~  — tang  0*  setzt.  Es  wird  demnach  jene 
Function  von  0 bis  zu  ihrem  grflssten  Werthe,  welcher  offenbar 

mmnH 

— (m+nf* 

ist,  zunehmen,  und  von  da  bis  0 abnehmcn,  wahrend  0 von  0 zu  0*  und  von 
da  bis  9<t°  zunitnmt.  Der  Maximumwerth  ist  daher  jedenfalls  grSsser  ais  der 
Werth  ftlr  6 = 45®,  d.  i.  grosser  ais  . den  Fall  ausgenonimcn.  wo  m = n, 
und  also  selbst  der  Maximumwerth  ist. 

Man  schliesst  hieraus , dass  jenachdem  X grosser  ist  ais 

m"  n* 

(m  + n)m+*  . 

oder  kleiner,  der  Gleichuug  X = cos  0,B  sin  0,m  gar  nicht  oder  durch  zwei  ver- 
schiedene  Werthe  von  0 wird  Genflge  geleistet  werden  kdnnen.  Im  erstern  Falle 
hat  die  Glcichung  jrm+" — «a^"+/=  0 gar  keine  (positive)  Wurzel,  im  andern 
zwei.  In  dem  spcciellen  Falle,  wo 

v mm  n** 

k — («.+.)-♦■ 

ist,  fallen  beide  AutiSsungen  zusammen,  und  die  Glcichung  hat  zwei  glciche  Wur- 
zeln , woftir  man  nach  Gefallen  eine  der  drei  Formeln  benutzen  kanu 

__  /m  __  __  e m 
n * en  * m + n 

Was  flbrigens  in  dem  Falle,  wo  zwei  AudSsungcn  wirklich  vorhanden  sind, 
die  Octanten  betrifft,  in  welchc  dio  Werthe  von  0 fallen,  so  sieht  man  lcicht, 
dass  wenn  X grBsser  ist  ais  , beide  Werthe  von  0 mit  9 * in  demselben  Oc- 
tanten liegcn,  ncmlich  im  ersten  oder  zweitcn,  jenachdem  m kleiner  oder  grosser 
ist  ais  n : ist  hingegcn  X kleiner  ais  , so  wird  der  eine  Werth  von  0 im  er- 
sten, der  andere  im  zweiten  Octanten  zu  suchen  sein.  In  dem  speciellen  Falle, 
wo  X = , ist  45®  selbst  der  eine  Werth  von  f>,  und  der  andere  liegt  in  dem- 

selben Octanten  wie  0*. 

Es  mag  noch  die  aus  dieser  Zcrglicdcrung  allcr  drei  Formen  sieh  lcicht  erge- 
bende  Folge  bemerkt  werden,  dass  unserc  Gleichung  (insofern  wirannehmen,  dass 
m und  n keinen  gemeinschaftlichen  Divisor  haben)  nicht  mchr  ais  drei  reelle 
Wurzeln  haben  kann,  was  auch  aus  andern  Grunden  bekannt  ist. 
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14. 

Dic  vorstchenden  Vorschriften  werdcn  nun  lcicht  in  diejcnigen  umgeschuiol- 
zcn  , dic  der  Anwendung  der  Hulfslogarithmen  entsprechen,  da  diese  A — log<?. 
B — log  b , C — loge,  betrachtet  werden  konnen  wie  die  Logarii  limen  der  Qua- 
drate der  Tangenten , Cosecanten  und  Secanten  der  von  45®  bis  90°  zunehmen- 
deu,  oder,  was  dasselbe  ist,  wie  die  Logarithmen  der  Quadrate  der  Cotangenten, 
Secanten  und  Cosecanten  der  von  4 0°  bis  0 abnehmenden  Winkel , also 

a — tnngfj*,  -i  = sinO1,  -i  — cosO’ 

fiir  die  Werthe  von  0 im  zweiten  Octanten,  oder 

j = tangO*,  j = sinO*.  — = cos  0“ 


fdr  die  Werthe  von  6 im  ersten  Octanten. 

Die  vollstnndigen  Vorschriften  vereinige  ich  in  folgendem  Schema,  wo  cben 
so  wie  oben 


X = 


r 


gesetzt  ist. 


Erster  Fall.  X 2" 


Zweiter  Fall.  X<2” 


Erit*  Form. 

0 

X — «”*+"*"  = a"c*  = ^ 

/._/  jr»  — 

b * *c * 


v __  b»  rn  

k — — am**  — 

,r"'+*  = L xn  — A.  .r"  — - 
rb  a 


Erster  Fall.  X>  2m 


Ztceite  Form. 
,r”l+" — ex">  _f  — 0 
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X = a'n+”bm  = aHcm  = Cg- 

tir 

3?+*  = /b,  zT  — L,  aT  = ec 

J ea 

Zwei ter  Fall.  X < 2m 

j.  ir tm  y»" 

,rm+,‘=/c,  .r"  = e6 


Dritte  Farm. 

j,m+n  _ exm  _j-  f _ (l 

***-*»■ 

Gar  keine  Auflosung. 

Zweiter  Fall.  | 

X m"  n* 

Zwei  glcichc  Wurzeln , zu  deren  Bestimmung  eine  der  Gloichungen 

Xm+H  _ Jjn  _ /(”■  + ")  _ «» 

i»  * en  * m-\-n 

dient. 

Dritter  Fall.  y grOsser  ais  - aber  nicht  gTdsser  ais  2"+*.  und  zugleieh 

m gidsser  ais  n. 

Zwei  Wurzeln,  fflr  welche 

1 = a"  b",+”  = — ” = bmc” 

X am 

tfH+n  — fa,  ,r*  = y 

F»«r/er  Fa//.  Ffir  y diesclben  Grcnzen , wie  im  dritten  Fall , aber  m kleiner 
ais  n. 

Zwei  Wurzeln , filr  welche 

J.  = a’"  bm+n  = ££  = 6"cM 
X a* 

**+■"=  4 x"=£,  ar  = ~ 

a e e 

FUnfter  Fall.  y grCsser  ais  2m+”. 

Zwei  Wurzeln , wovon  die  eine  durch  dic  Formeln  des  dritten  Falles . die 
andere  durch  die  des  vierten  bestimmt  wird. 

12* 
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Es  mag  noch  bcmerkt  werden,  dass  im  dritten  Falle  der  Werth  von  a,  wel- 
cher  der  einen  Wurzel  entspricht,  kleiner  ais  — , der  zur  andern  Wurzel  geho- 
rende  grOsscr  ais  — ist;  iin  vierten  Falle  verhalten  sicli  die  beiden  Werthe  von 
a nuf  fihnliclic  Wcise  gegen  — . 


15. 

Uebcr  dic  Anwendung  dieser  Vorschriften  ist  noch  folgendes  beizufttgen. 

Zur  Bestimmung  jeder  Wurzel  sind  zwei  Operationen  auszufflhren : zucrst 
aus  X den  dazu  gehOrenden  Werth  von  a (und  damit  zugleich  den  von  b oder  c) 
abzuleiten;  sodann,  aus  diesem  den  Werth  von  x zu  berechneu.  Fflr  jede  die- 
ser beiden  Operationen  kann  man  unter  drei  Formcln  wiihlcn;  icli  zielie  in  den 
meisten  Ffillen  die  zuerst  angcsetztcu  vor.  Bei  allcn  diesen  Rechnungen  hat  man 
es  gar  nicht  mit  den  GrOssen  X,  a,  b,  c selbst , sondern  nur  mit  ihren  T ogarith- 
men  zu  thun.  Die  erste  Opcration  ist  cine  indirecte,  und  bcruhet  demnach  in  der 
Regel  auf  mchrern  stufenweise  fortschreitenden  Annaherungcn,  wobei  es  bcquem 
gefiinden  werden  wird,  zu  Anfang  Tafeln  mit  einer  geringern  Anzahl  von  Zifem 
zu  gebrauchen.  Matthiessens  Tafel  liat  bekanntlich  sieben  Decimalen : die  mci- 
nige  fflnf;  Mnckr  und  Usam  haben  sie  mit  vier  Zifem  abdrucken  lassen,  und  wenn 
man  beim  Anfange  der  Arbeit  noch  gar  keinc  Kcnntniss  einer  ersten  groben  An- 
naherung  mitbringt , wird  man  es  vicllf icht  vortheilhaft  finden , einen  noch  kQr- 
zem  Extract  der  Tafeln  mit  nur  drei  Zifcrn  auf  einem  besondem  Blitttchen  vor 
sich  zu  haben , etwa  so : 


A 

B 

B 

A 

B 

0 

0,301 

1,0 

0,041 

2,0 

0,004 

o.l 

0,254 

1.1 

0,033 

2,1 

0,003 

0,2 

0,21 2 

1.2 

0,027 

2,2 

0,003 

0.3 

0,176 

1.3 

0,021 

2,3 

0,002 

0,4 

0,146 

1.4 

0,017 

2,4 

0,002 

0,5 

0,119 

1.5 

0,014 

2,5 

0,001 

0,6 

0,097 

1.6 

0,011 

2,9 

0,001 

0,7 

0,079 

1,7 

0,009 

3,0 

0,000 

0,8 

0,064 

1,8 

0,007 

0,9 

0,051 

1.9 

0,005 

1,0 

0,041 

2,0 

0,004 

Digitized  by  Google 


DER  AI.fi  EBRA1SCIIEN  GLEICHUKGEN.  08 

16. 

Ais  Bcispiel  mag  die  Gleichung 

.r;+2S,r,  — 480  = 0 

dienen,  wo 

X = log^  = 2,0863825 

wird.  Die  Gleichung  hat  die  erste  Form , mitkin  eine  positive  Wurzcl , and  ge- 
h3rt,  da  X kleiner  ist  ais  8,  zum  zwcitcn  Fall.  Die  erste  Opcration  bestcht  darin, 
dass  der  Gleichung  log  j-  = 4 A — 3 B Genflge  gescliehe , also , wenn  man  die 
Rechnung  mit  drei  Dccimalen  anfuugt,  dieser 

2,080  = \A  — 3B 

£in  dUchtiger  Blick  auf  obige  Tafel  zeigt  schon,  dass  A zwischen  0,5  und  0,0 
zu  suchen  sci.  £s  wird  nemlich 

A 4 A — 3J5  Fehler 

0,5  1,043  —0,443 

0,6  2,109  | 4-0,023 

woraus  sich  auf  einen  genauern  'Werth  0,595  schliessen  lasst.  Eine  neue  Rech- 
nung  nach  den  Tafeln  mit  ffinf  Decimalen,  wo  also  log-j-  = 2,08638  zu  sctzen 
ist,  gibt 


A 

AA—3B 

Fehler 

0,595 

0,596 

2,08  501 
2,08961 

— 0,00137 
+ 0,00323 

woraus  der  noch  genauere  Werth  0,5953  erkannt  wird.  Endlich  far  sieben  De- 
cimalen hat  man 


A 

\A  — 3fi 

Fehler 

0,5952 

0,5953 

2,0859279 

2,0863885 

— 0,0004546 
+ 0,0000060 

Zu  dem  Werthe  A = 0,5953  muss  also  noch  die  Correction  — Einheiten 

1 460« 

der  vierten  Decimale  hinzukommen , in  welcher  Form  ich  sie  beibehalte . da  es, 
wcnn  zur  Bestimmung  von  x die  erste  Formel 
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gebraucht  werden  soli,  nur  darnuf  ankommt,  den  cntsprechenden  Werth  von  C 
zu  finden.  Diesen  erhalt  man,  indem  man  zu  dem  neben  A — 0,5953  stehen- 
den  Werthe  C=  0,0935705  die  Correction  — x 799  hinzufOgt,  letztere 
wie  Einbeiten  der  siebenten  Deeimale  betrachtet , also 


C — 0.6935695 
log/  = 2,6812412 
'logi?  = 1,9876717 
logx  = 0,2839531 
X = 1,9228841 


Zur  Auflindung  der  negativen  Wurzeln  wird  man  x = — y schreiben  und 
die  positiven  Wurzeln  der  Glcichung 

/ — 28/+480  = 0 

auf8uchen.  Uiese  gehOrt  zur  dritten  Form , und  da  — — grOsser  ist  ais 

ji-,  = aber  kleincr  ais  27  = 128,  zugleich  auch  m grOsser  ist  ais  »,  so 

gilt  der  dritte  Fall , oder  es  linden  zwei  Wurzeln  Statt,  zu  deren  Ausmittlung 
der  Glcichung 

2,0863825  = 3A  + 7.B 

genflgt  werden  rauss.  Aus  der  .Schlussbemerkung  des  14.Art.  weiss  man,  dass 
der  cine  Werth  von  A kleiner,  der  andere  grosser  sein  muss  ais  log } — 0, 12494. 
Auch  ergeben  sich  die  Gren/.en  der  Werthe  von  A sofort  aus  der  obigen  Tafcl 
mit  dreizifrigen  Logaritlimen , nach  welchen  man  erhillt : 


A 

3.4  + 7 B 

Fehler 

0,0 

2,107 

1 +0,021 

o,t  1 

2,078 

— 0,008 

0,2 

2,084 

— 0.002 

0,3 

2,132 

+ 0,046 

Will  man  zur  nfi.hem  Bestimmung  zucrst  vierzi  frige  Logaritlimen  gebrauchen,  so 
hat  man  zunSchst  fflr  die  erste  AuflOsung 
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A I 3A+75 

Fehler 

0,05  i 2,0869 

+ 0,0005 

1 

0,06  | 2,0847 

— 0,0017 

Sodann  ergeben  die  fOnfzifrigen  Tafcln 


0,052 

0,053 


2,08667 

2,08638 


+ 0,00029 
0 


Endlich  die  siebenzifrigeii 


Hienach  wird 


0,0529  2,0863943  +0,0000118 

0,0530  2,0863660  —0,0000165 


A = 0,0529417 
log/=  2,6812412 
7 logy  = 2,7311829 
logjr  = 0,3905976 


— y = x = — 2,4580892 


Fiir  die  zweite  AuflOsung  steht  die  llechnung,  auf  ahnlichc  Weisc  gefflhrt , fol- 
gendermaassen : 


A 

3A+72? 

Fehler 

0,19 

2,0843 

— 0,0021 

0,20 

2,0868 

+ 0,0004 

0,197 

2,08627 

— 0,0001 1 

0.19S 

2,08654 

+ 0,00016 

0,1975 

2,0863805 

| —0,0000020 

0,1976 

2,0864082 

1 +0,0000257 

A = 0,1975072 
log/=  2,6812412 
7 log^  = 2,8787484 
logy  = 0,41  124  98 
X — — 2,5778036 
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HEITRAOE  ZUR  THEORIE 


Die  Gleichung , welche  uns  hier  ais  Beispiel  gcdient  hat , ist  absichtlich  so 
gewahlt,  dass  zwei  ihrer  Wurzeln  wenig  verschicden  sind.  In  einem  solchen 
Falle  sind . wie  schon  oben  im  Art.  1 1 bemcrkt  ist , dic  Reihen  wegen  ihrer  sehr 
langsamen  Convergenz  wenig  brauchbar : auch  bei  der  indirecten  AutlOsung  ist 
davon  wenigstens  einc  schwachc  Analogio  erkennbar,  indem  das  Fortschreiten  der 
succcssiven  Annaherungcn  bei  den  bciden  negativen  Wurzeln  (welche  eben  die 
wenig  ungleichen  sind)  ctwas  trfiger  ist,  ais  bei  der  positiven.  Ein  wesentliclier 
Unterscliied  ist  aber  der,  dass  die  sehr  langsame  Convergenz  der  Reihen  ffir  sammt- 
liche  Wurzeln  eintritt,  walirend  bei  dem  indirecten  Verfahren  die,  auch  nur  in 
geringem  Grade  fOhlbare , langsamere  Annaherung  lediglich  bei  den  zwei  wenig 
verschiedenen  Wurzeln  vorkommt. 


J7. 

Ganz  verschieden  von  dem  in  den  vorhcrgehenden  Artikeln  gelchrtcn  Ver- 
fahren ist  dasjenige,  welches  zur  Bestimmung  der  imagin&ren  Wurzeln  angewandt 
werden  muss.  Im  Allgcmcinen  ist  die  Bestimmung  der  imaginfiren  Wurzeln  auf 
indirectetu  Wegc  deswcgeu  wcit  schwieriger,  ais  dic  der  reelleu,  weil  jene  aus 
einem  unendlichen  Gebiet  von  zwei  Dimensionen  herausgesucht  werden  miissen, 
diese  nur  aus  einem  Unendlichen  von  Einer  Dimension , und  gerade  darum  ver- 
dient  ein  sehr  umfassender  besonderer  Fall,  wo  man  jene  Schwierigkeit  umgelien 
und  die  Frage  in  dasselbe  Gebiet  versetzen  kann,  zu  welcliem  die  Aufsuchung 
der  reellen  Wurzeln  geliort,  eine  eigue  Ausfilhrung.  Einen  solchen  Fall  bieten 
die  Glcichungen  mit  drei  Gliedern  dar. 

Da  die  Methode  mit  gleicher  Leichtigkeit  angewandt  werden  kann,  die  CoCf- 
ficienten  der  Gleichung  m6gen  reell  oder  imaginar  sein,  so  lege  ich  sofort  die  all- 
geineine  Form  der  Gleichung  zum  Gninde 

X = a-m+"  -f-  e (cos  c-j-i  sin  e)  xm  -f- /Veos  -j- « sin  -p)  = 0 

wo  e und  f positive  Griissen  bedeuten : fflr  einen  reellen , positiven  oder  negati- 
ven , CoCfficienten  ist  dann  der  betreffende  Winkel  (6  oder  p)  cntweder  0 oder 
ISO".  Die  Voraussetzung,  dass  m und  n keinen  gemcinschaftlichcn  Divisor  ha- 
ben , wird  ohne  Beeintrfichtigung  der  AUgemeinheit  auch  hier  bcibchalten  blei- 
ben  konneii.  Eine  der  Gleichung  Genuge  leistende  imagin5re  Wurzel  x = t-f-  iu 
setzt  man  in  die  Form  r [cos  p -j-tsin  p),  wobei  es  fur  unsern  gegenwartigen  Zweck 
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vortheilhafter  ist,  die  sonst  gewOhnliche  Bedingung,  dass  r positiv  scin  soli,  hier 
nicht  zu  machen,  sondem  anstatt  derselbeu  die,  dass  p immer  zwischen  den  Gren- 
zen  0 und  180°  genommen  werden  soli.  In  dem  Fall,  wo  dic  CoCfficienten  der 
Gleichung  beide  reell  sind,  kann  man  den  Umfang  der  Wcrthc  von  p noch  wei- 
ter  auf  die  Ilalfte  verengen : denn  da  bekanntlich  von  den  imaginiiren  Wurzeln 
cincr  solrhen  Gleichung  je  zwei  zusammengehfiren , wie  f-f-i»  und  t — i«,  so 
wird  ofFenbar  fflr  dic  eine  Wurzel  jedes  Paars  der  Werth  von  p zwischen  0 und 
90®  fallen,  und  man  braucht  durch  das  indirecte  Verfahren  nur  diese  zu  bestim- 
men,  indem  daraus  dic  anderc  von  sclbst  folgt  durch  Vertauschung  von  p mit 
180®  — p und  von  r mit  — r. 


18. 

Das  Wesen  der  Methode  besteht  in  der  Aufstellung  einer  Gleichung,  welche 
bloss  p ohne  r enthiilt.  Um  dazu  zu  gelangen,  setze  man  die  Gleichung  X = 0 
durch  Division  mit  ihrem  ersten  Gliede  in  die  Form 

1 + e (cos  6 + » sin  e)  x~"  f'cos  9 i sin  'p;  x~m~n  = 0 

oder 

1 -f-er_"(cos(«p — e) — isinjnp — e))4-/r_m_"(cos[(»i-f  n)p — 9] — isinr'm+«)p — !p])=0 
Da  nun  luer  die  imaginaren  Thcile  einander  auflieben  musscn,  so  hat  man  (I) 

^jn  __  /»in  ((w  + «)p— 9) 

r sin  (b  p — «) 

Auf  fthnliche  Art  erhfilt  man,  wenn  dic  Gleichung  X = 0 mit  ihrem  zweiten 
oder  drittcn  Gliede  dividirt,  und  erwfigt,  dass  in  beiden  Fallen  die  imaginaren 
Theile  der  neuen  Gleichungen  einander  aufheben  mflssen , die  Gleichungen 

_ /«in(wp-H  — f)  I 

sin(Bp-t)  f 

^ trinfwp+i—  f)  | i' 

"”(("» + »)p  — f)  1 

Man  sieht , dass  jede  der  drei  Gleichungen  (I)  auch  schon  aus  der  Verbindung  der 
beiden  andern  abgeleitet  werden  kann.  Eliminirt  man  aber  r aus  Verbindung 
zweier , so  crhalt  man  (II) 
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BKITBAGE  zur  theorie 


X = (-1) 


M-f-Miintrop  + t— T)*»in(»p  — «)* 
■in  ((m  + n)  f - f)”4* 


wo  zur  Abkiirzung  (eben  so  wie  oben) 


/* 


gesetzt  ist.  Aus  dieser  Gleicbung  bat  man  die  verschiedenen  Werthe  von  p zu 
bestimmen;  den  Wertb  von  r,  welcher  jedem  Werthe  von  p entspricht,  findet 
man  sodann  aus  einer  der  Gleicbungen  (I),  am  besten  aus  der  zweiten,  riicksicht- 
lich  der  absoluten  Grosse,  wobei  jedoch  in  dem  Falle,  wo  m-\-n  gerade  ist,  noch 
eine  der  beiden  andern  Gleichungen  zur  Entscheidung  des  Zcichens  hinzugezogen 
werden  muss. 


19. 

Die  AuflSsung  der  Gleichung  II  auf  indirectem  Wege  wird  man  immer  mit 
l^ichtigkeit  beschaffen  kCnnen , wozu  noch  die  Berucksichtigung  der  folgenden 
Bemerkungen  beitragen  wird. 

1)  Die  Werthe  von  p liegen  zwischen  0 und  180°;  in  dem  Falle,  wo  dic 
CoCfficienten  der  vorgegebenen  Gleichung  reell  sind,  braucht  man  nur  die  halbc 
Anzahl , ncmlich  die  zwischen  0 und  90°  liegcnden,  einzeln  aufzusuchen. 

2)  In  dem  cinen  wie  in  dem  andern  Falle  wird  man  zuerst  das  bctreffcnde 
Intervall  in  die  verschiedenen  Unterabtheilungen  scheiden,  dic  sieh  durch  die 
Zeichenabwechslungen  in  den  Wcrthcn  der  auf  der  rcchten  Seite  der  Gleichung 
II  stehenden  Function  von  p bilden.  Die  Uebergangswerthe  von  p konnen  of- 
fenbar  nur  solche  sein , wo  einer  der  Winkel  mp-f-e  — 9,  np — §,  (»-(-n)p  — 9 
durch  180°  theilbar,  und  also  jene  Function  selbst  entweder  0 oder  unendlich 
wird.  Von  jenen  Unterabtheilungen  bleiben  dann  diejenigen,  in  welchen  der 
Werth  der  Function  negativ  wird,  schon  von  selbst  aus  der  weitern  Untersuchung 
ausgeschlosscn. 

3)  Falis  man  nicht  schon  auf  andern  Wegen  genaherte  Werthe  von  p er- 
langen  kann,  wird  man  sich  das  indirecte  Durchsuchen  der  geeigneten  Intervalle 
dadurch  sehr  erleichtem,  dass  man  auf  iihnliche  Weise,  wie  aus  den  Beispielen 
des  1 6.  Artikels  zu  ersehen  ist,  die  ersten  Versuche  nach  abgckflrzten  Tafeln  mit 
wenigen  Zifern  ausffihrt , und  in  manchen  Fallcn  mochtc  man  wolil  bequem  fiu- 
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den , zuerst  nur  die  Sinuslogaritlimen  mit  drei  Zifern  auf  cinem  Blfittchcn  ctwa 
von  Grad  zu  Grad  verzeichnet  zu  diesem  Zweck  zu  verwenden. 


20. 

Zu  weiterer  Erl&uterung  raag  die  Berechnung  der  imaginaren  Wurzeln  der 
oben  behandelten  Gleichung 

28x4  — 480  = 0 

ais  Beispiel  diencn.  Nach  der  Bczcichuung  des  Art.  1 7 haben  wir  hier  zuvOrderst, 
wie  oben,  ro  = 4,  » = 3,  «=  29,/=  480,  und  sodann  weiter  6 = 0,  <p=l80°. 
Die  Formeln  I des  Art.  18  wcrden  demnach 

r«  _ «so  «in  7 p 
launlp 

7 480  sin  4 p 

r = s — - — 

«in  sp 

l»«inip 

«in  t p 

und  die  Formel  II 

l _ S2JHJ  imTp' 

T IIS*  «in s p* «in  ip‘ 

aus  welcher  Gleichung  zwei  zwischen  0 und  90°  liegende  Werthe  von  p zu  be- 
stimmen  sind,  da  die  Gleichung  X = 0 neben  ihren  drei  bereits  ermittelten  re- 
ellen  Wurzeln  noch  zwei  Paare  zusammengehOriger  imaginarer  hat.  lunerhalb 
dieser  Grenzen  wird  sin7p  dreimal  — 0,  nemlich  fflr  p — 254  Grad,  51 1 
Grad  und  77 1 Grad,  wobei  sin7p7  jedesmal  sein  Zeichen  andert;  sin3p  wird 
einmal  =0  ftlr  p =:  60°  glcichfalls  mit  Zeichenwechsel  von  sin3p';  endlich 
sin  4 p wird  einmal  =0  fQr  p = 4 5°,  abcr  ohne  Zeichenwechsel  fiir  sin  4 p*. 
Erwagt  man  nun  noch , dass  der  Werth  von  . . filr  p = 0 dem  Grenz- 

werthe  ^ gleich  zu  setzen  ist,  so  wird  das  Verhalten  der  Werthe  jener  Function 
in  den  sechs  Unterabtheilungen  des  Zwischenraumes  von  0 bis  90°  in  folgender 
Uebersicht  zusammengefasst : 


13* 
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I1EITRAGE  ZCU  TUKOlilK 


P 


0 Grad 


25? 


>!»ll 

(»12 

+ 

0 


45  00 


5 1 5 
60 


0 


4- 

oo 


77| 

90° 


0 

+ 

oo 


Man  erkennt  hieraus,  dass  sowolil  im  vierten  ais  im  scehstcn  Zwischen- 
raume  nothwendig  cin  dcrFormel  II  Genfige  leistender  Werth  von  p liegen  muss, 
und  eines  Mehrern  bcdarf  es  fur  uiisern  Zweck  nicht,  da  schon  von  vome  her  fest 
steht,  da-ss  es  nur  zwci  solchc  Werthe  gibt.  Die  Gleichung  II  setze  ich  in  die  Forni 


7 logsinip — 3logsin3p — llogsin  lp  = S = 2.0863S25 


Die  Auffindung  des  zwischen  51 J und  60  Grad  liegcndeu  Werthes  durch 
allm&hlige  Annfihcrung  vermittelst  der  Tafelu  mit  3,  4,  5,  7 Zifeni  zeigt  folgen- 
des  Schema: 


P 

S 

Fehler 

57° 

1,527 

— 0,559 

58 

2,354 

+ 0.268 

57°40' 

2,0624 

— 0,0240 

57  50 

2,2057 

4-0,1193 

57°41' 

2,07658 

— 0,00980 

57  4 2 

2,09074 

4-  0,00436 

57°4l’4l” 

2,0862962 

— 0,0000863 

57  41  42 

2,0865320 

4-0,0001495 

Hieraus  p = 57,>4l'41"366,  und  femer  nach  der  zweiten  Formel  in  I, 
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logsin4p  = 9, 8891425« 

Compl.  log ain  3 p — 0,9193523 
log(— 480)  = 2,6812412« 

7 logr  = 3,4997360 

logr  = 0.4985337 

uud  damit 

X = + 1,6843159  + 2,6637914» 
so  wie  die  andere  dazu  gehorige  Wurzel 

X = +1,6843159  — 2,6637914» 

Dor  andere  zwischen  77}  und  90°  liegende  Werth  von  p wird  durch  An- 
wendung  von  Tafeln  mit  drei  Decimalcn  ais  zwischen  86°  und  67°  liegend  erkannt. 
Die  Rechnung  in  gleicher  Gcstalt  wic  im  vorhergehenden  Falle  steht  so : 


P 

S 

Felder 

86" 

1,885 

— 0,201 

87 

2,533 

+0,147 

86*10' 

[ 1,9907 

— 0,0957 

86  20 

2,0946 

+ 0,0082 

86  19 

2,08409 

— 0,00229 

86  20 

2,09447 

+ 0.00809 

S6*19'l  3* 

2,0863229 

— 0.00O0596 

86  19  14 

2,0864970 

+ 0,0001145 

= 86°  19'1 3"342 

logsin4p  = 9,4049540» 

Compl.  logsin3p  = 0,0081108» 

log( — 480)  = 2,6812412» 

Tlogr  =*  2,0943060» 

logr  = 0,2991866« 

Zielit  mm  vor.  r positi  v zu  liaben,  so  braucht  tnan  nur  zugleich  ftir  p den  um 
1 80°  vergrosserten  Werth  206“l9'13"342  anzusetzen.  Die  Wurzel  selbst  ist 

x = —0,12781 13  — 1,9874234» 

und  die  andere  dazu  gehorige  nur  im  Zeichen  des  imnginaren  Thcils  davon  ver- 
schieden. 
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Die  sSmmtlichen  Wurzeln  der  Gleichung  x1  + 2 8 ,r‘  — 480  = 0 sind  demnach 

+ 1,9228841 

— 2,4580892 

— 2,5778036 

+ 1,6843159  + 2,66379141 
+ 1,6843159  — 2,6637914» 

— 0.12781 13+1,9874234» 

— 0,1278113—1,9874234» 

Die  Summe  der  Wurzeln  +0,0000005  ist  so  genau  mit  dem  wahren  Werthe  0 
flbereinstimmend , wic  nur  von  dem  Gebrauch  sicbenzifriger  Logarithmen  erwar- 
tet  werden  durfte.  In  der  andern  Form  hat  man 


logr 

P 

0.2839531 

0 

0,3905976 

180® 

0,41  12498 

ISO 

0.4985337 

57  4l'41"366 

0,4985337 

302  18  18,634 

0,2991866 

93  40  46,658 

0,2991866 

266  19  13,342 

Die  Summe  der  Logarithmen  der  Werthe  von  r findet  sich  = 2,68124 1 1 , gleich- 
falls  befriedigend  genau  mit  dem  Logarithmen  von  480  flbereinstimmend. 

Es  wird  flbrigens  kaum  nOthig  sein  zu  erinnern , dass  die  in  diesem  so  wie 
die  im  16.  Artikel  aufgcstellten  Rechnungen  nur  dazu  bestimmt  sind,  den  Gang 
der  Arbeit  nach  ihren  Ilauptmomcnten  zu  erlautern,  keinesweges  aber  fflr  dic 
Form  des  kleinen  Mechanismus  der  Operationen  maassgebend  sein  sollen.  Gcflb- 
tere  Rechner  werden  meistens  vorzielien,  nicht  so  viele  Zwischenstufen  anzuwen- 
den  , ais  in  jenen  Beispielen  geschehen  ist.  Ucberhaupt  wird  jeder  in  dergleichen 
Arbeiten  einigermaassen  crfahrne  die  Einzclnhciten  des  Geschitfts  leicht  selbst  in 
diejenige  Gestalt  bringen  , dic  den  jedesmaligen  UrastUnden  und  seiner  eignen  in- 
dividuellen  Gewflhnung  am  meisten  angemessen  ist,  und  es  kann  hier  nicht  der 
Ort  sein,  in  solche  Einzelnheiten  weiter  einzugehen. 
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Gattingiache  gclchrte  Anxcigen.  1916  December  13. 


Am  7.  December  wurde  der  Konigl.  Societut  vom  Ilerm  Prof.  Gauss  eine  Vor- 
lesung  flbergeben , iiberschrieben : 

Demonstratio  nova  altera  theorematis , omnem  functionem  algebraicam  rationalem 
integram  unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse. 

Der  bier  ausgesprochene  Lehrsatz , der  wichtigste  in  der  Theorie  der  Glei- 
chungen,  hat  bekanntlich  mehrere  der  ersten  Geometer  vielfeltig  bescliaftigt.  Die 
vornelimsten  Versuche , einen  vollkommen  strengen  Beweis  davon  zu  geben,  von 
d’Auocbemt,  Euleb,  Foncenex  und  Laoeanoe,  sind  von  dem  Verf.  gegenwartiger 
Abhandlung  bereits  in  einer  vor  sechszchn  Jaliren  erschienenen  Schrift  zusammen- 
gestellt,  und  einer  Prflfung  unterworfen.  So  sebr  man  den  Scharfsinn,  welcher 
jene  Arbeiten  auszeichnct , anerkennen  muss , 80  ist  doch  nicht  zu  leugnen , dass 
sie  alie  mchr  oder  weniger  LQckcn  flbrig  lasscn,  wodurch  die  Beweiskraft  zerstort 
wird , und  wenn  gleich  durch  Laobakges  tiefeindringende  Untcrsuchungen  dem 
grossten  Theilc  jener  MSngel  abgcholfen  worden  ist.  so  kSnnen  doch  auch  die  Be- 
mtthungen  dieses  grossen  Gcometers  eben  so  wie  die  scharfsinnigc  Art , wie  spu- 
ter Laflace  diesen  Gegenstand  bchandelt  hat,  gerade  von  dem  Hauptvorwurfe, 
welcher  alie  jene  versuchteu  Beweise  trifft , nicht  freige.sprochen  werden.  Dieser 
bestcht  darin,  dass  man  die  Sache  so  genommen  hat,  ais  sei  bloss  die  Farm  der 
Wurzcln  zu  bestimmen,  deren  Existenz  man  voraussetzte , ohne  sie  zu  beweiscn, 
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eine  Schlussart,  dic  gcradc  hier  bloss  illusorisch,  und  in  der  That  cine  wahre 
petitio  principii  ist.  Alie  dic  erwfihntcn  Beweise  sind  rcin  analytisch , auch  den 
von  d’Alembebt  nicht  ausgenommen,  obgleich  er  in  einer  geometrischen  Einklei- 
dung  erscheint,  die  aber  fdr  die  Sache  selbst  ganz  gleichgflltig  ist;  und  man  kOnnte 
dahcr  sich  fost  zu  dem  Schlusse  verleiten  lassen,  ais  sei  jene  Voraussetzung,  de- 
ren  Unzulassigkeit  flbrigens  den  genannteu  Analysten  selbst  eutgangen  ist,  bei 
einer  analytischen  Behaudluug  gar  nicht  zu  vermeiden  gewesen. 

Der  Verf.  vorliegender  Abhandlung  batte  in  der  oben  erwahnten  Schrift  die- 
sen  Gegenstand  anf  eine  ganz  verschiedene  Art  bebandclt,  und  einen  hdchst  ein- 
fachcu  neuen  Beweis  gegeben,  welcher  das  Eigenthflmliche  hat,  dass  er  sich  zum 
Theil  auf  die  Geometrie  der  Lage  grundct,  und  fibrigens  in  Ansehung  der  Strenge 
nichts  zu  wiinschcn  flbrig  zu  lassen  scheint.  Zuglcich  hattc  er  aber  schon  damals 
erklart,  dass  er  keincswcges  fttr  unmdglich  haltc,  auf  rein  analytiscliem  Wege  zu 
eincm  vollkommen  strcngen  Beweise  zu  gclangen,  und  sich  die  ausfohrliche  Ent- 
wicklung  seiner  Ideen  auf  eine  andere  Zeit  vorbehalten.  Andere  Beschaftigun- 
gen  hatten  ihn  bisher  von  diesem  Gegenstande  abgezogen : die  gegenwartige  Ab- 
handlung ist  bestimmt,  jene  Zusage  zu  crfilllen. 

AVas  nun  dieseu  neuen  Beweis  selbst  betriift,  so  stelit  er  dem  erwShnteu 
frflhem  an  Einfachheit  und  Kflrze  freilich  sehr  nach : allein  dieser  Umstand  liegt 
in  der  Beschaffcnheit  der  subtilcn  Untersuchung  selbst.  Immer  bleibt  es  ange- 
nehm,  neben  einem  hdchst  cinfachcn,  aber  zum  Theil  auf  Fremdartigem  beruhen- 
den  Beweise  des  wichtigen  Lehrsatzes,  noch  einen  zweiten  zwar  langern  und 
ktinstlichern , aber  filr  sich  ganz  selbststandigcu  zu  bcsitzen.  Eine  Darstcllung 
der  Hauptideen  des  neuen  Beweises,  wenn  sie  nur  einigermassen  befriedigend  aus- 
fallen  solite , wflrde  ubrigens  bei  weitem  mehr  Raum  einnehmen , ais  der  Zweck 
dieser  Blatter  vcrstattet : wrir  mussen  daher  diejenigen , welche  einen  Hauptreiz 
der  Mathematik  in  der  vollkommenen  Klarheit  ihrer  '\A'ahrheiten  und  der  hdch- 
sten  Strenge  ihrer  Beweise  finden , auf  den  bald  erschcincnden  dritten  Band  der 
Commentationen  der  Socie tiit  verweisen. 
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Nachdem  die  in  diesen  Anzeigen  vom  v.  J.  angezeigte  Vorlesung  des  Herrn 
Prof.  Oauss  bereits  abgedruckt  war,  hatte  derselbe  bei  fortgesetzter  Besch&ftigung 
mit  demselben  Gegenst&ndc  das  Glttck,  dasselbe  Ziel  noch  auf  einem  ganz  neuen 
Wege  zu  erreichen.  Er  hat  hierflber  ara  30.  Januar  der  kOnigl.  Soeietat  cine  kleine 
Abhandlung  eingereicht , die  die  Aufschrift  ftthrt : 

Theorematis  de  resolubilitate  /unctionum  algebraicarum  integrarum  in  factores  reales 

demonstratio  tertia. 

Die  beiden  frflhem  Beweise  des  wichtigsten  I-ebrsatzes  in  der  Lehre  von  den 
Gleichungen  unterschieden  sich  dadurch,  dass  der  erstere  sehr  kurz  und  einfach, 
aber  zum  Theil  auf  geometrischc  Betrachtungen  gegrfindet  war.  der  andere  hingc- 
gen  rein  analytisch  aber  viel  complicirtcr,  so  dass  es  unmSglich  wurde.  in  dem  en- 
gen  Raume  dieser  Blntter  einen  gcnflgcnden  Auszug  daraus  zu  gcben.  Dagegcn 
ist  nun  der  gcgenwartige  drittc  auf  gfinzlich  verschicdcnen  Principien  beruhende 
Beweis  ebenfalls  rein  analytisch , flbertrifft  aber  selbst  den  ersten  so  sehr  an  Ein- 
fachheit  und  Kflrze , dass  wir  hier  ganz  ftiglich  alles  Wesentliche  desselben  auf 
wenigen  Seiten  mittheilcn  kOnnen. 

Es  bezeichne  X die  algebraische  Eunction  der  unbestimmten  Grosse  x, 
x"’+Axm-,  + Bxm-,+  Cxm-5+  u.s.w. 

14* 
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wo  die  CoSflicienten  A,  B,  C u.  s.  w.  bcstimmte  reelle  GrOssen  sind.  Es  seien 
ferner  r und  f zwei  neue  unbestimmte  GrOssen,  und  man  setze 

r*co*wi^  + Arm~leo*(m — l)y  -4-  — 3)<p-4-Cr*"“#coB(in  — 3)<p-4-  u. «.  w.  =,  t 

rm  sinm^  + Arm~*  sin(m — l)f  -4- 24 b**-*  sin  (m — sin  'm — 3)?  -4-  u.  #.  w.  — w 

mr^eoBmf l)9  + {»i— 3)J8rIH-,ooi(in— 3)9+(m — 3) Cr*“# cos(m— 3) *f  -4- u.b.w,  « f' 
»»r"sinmf  *4-  (m — sin(m — l)y  + (m — 3)  24  r1*"*  sin  (m — 2)?  +{m — 3)  Cr*"“tin(m — 3)^-4-  u.s.w,  = u’ 
mmr^cOBm?  -4-  (m — l)*.4r**“'  co*(oi—  i)?  + (m— 3)li4r*~,co»(m—  2}?  -4-  E» — 3)*Om_*  cob(mi—  s)o  + u.b.w.  — t" 
ifiwir”  «in  Bi4>  + (m  — l)*Ar"'~ltw(m—  l)<p-4*(sn—  3)*  j5r^*Bin(rn— 2^*4- (m — 3},CV*“,iin(m — 3)f  4*  u.b.w.  — u" 

(11+ u u)  (tt"+  «u")  + (fu-—  «<•)■—  (If-f  u k')»  

»■(/<  -t-  ■«  «)•  y 

Der  Factor  r kann  offenbar  aus  dem  Nenncr  des  Ausdrucks  fQr  y wegge- 
schafft  werden , da  t',  u,  t”,  u"  durch  r thcilbar  sind. 

Es  sci  ferner  R eine  bclicbige  bcstimmte  positive  GrOssc,  mit  der  einzigen 
Einschr&nkung,  dass  sic  grosser  sei  ais  die  grOsste  vou  folgenden 

mA\jt,  \\mB\l 2),  {/[m  C\J$),  y[mD\l2}  etc. 

abgcschen  von  dem  Zeichcn  von  A,  B,  C u.s.w.,  oder  indem  man  alie  ais  positiv 
betrachtet. 

Endlick  mOgen  noch  folgende  Bczeiclinungen  Statt  finden : 

•R“cOM3,  + Al/r"''CO*{t»,  + v)  + 24 ^"'cobEBJ*  + lf)+  C2P"",COB(43*-i-  3»)+  u.s.w.  = T 
R*'  sin  45*  + AR~~*  «ia{45*  + ^)  -4-  242i“"1  sin (4 3°  -4-  2f)  «4-  CJtm~>  sin  (I3#  + 3 9)  4-  u.b.w.  = U 

m i?"  coi  4 3*  «4- (m — cot(4S',+4>)+(m— 2)2424"-*cos{4S,-4-2?)+(m— s)('2!*,",oos(45*-4-3?)-4-u.s.w.=  T' 
mRmnn  43*4-(m—  l)AR'*~t  ain(ts*+f)+(m—2)B7£m~>  sin{43*+3f)4-(m— 3)  C24",~*sin(i5#*4-3v)-4-u.s.w,=  V' 

Nach  allcn  diesen  Vorbereitungen,  welche  wir  der  bequemem  Ucbersicht 
wegcn  zusammcngcstellt  haben,  ergeben  sicli  leicht  nachstehende  Folgerungen: 

I.  Die  GrOsse  T ist  nothwendig  positiv,  welclien  Werth  man  aucli  immer 
der  Grosse  <p  beilegc.  Dies  ist  leicht  zu  aberselien,  wenn  man  T in  folgende 
Form  briugt: 

(R+  mAP  • cos(45®  + ?)) 

+f!£(RR+’*Bp.cos(4b0+2't)) 

+S’  (h*+  m CV/2  • cos  (45®+  3 <p}) 

+ *0ji(Ri + m D v^2  • cos  (* ^ + 4f)) 

+ u.  s.  w. 
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da  jeder  Theil  einzeln  genommen  nothwendig  positiv  wird.  Auf  ahnliche  Weisc 
ist  leicht  zu  beweisen,  da-ss  fur  jeden  Werth  von  tp  auch  V.  T\  V'  nothwendig 
positiv  werden. 

II.  Fflr  r — R erlialten  die  Functioncn  t,  u,  t\  u der  Reihc  nach  fol- 
gende  Werthe 

T cos(45°-|-mp)-|-  U sin  (4  5°  — J-  m ^p) 

Tsin  (45®-{-m'p) — t7cos(45°-J- my) 

T'cos  (4  5°  + m p)  -f-  U‘sin  (4  5°  -(-  ro  p) 

T"sin  (4  5° + m <p)  — U' cos  (4  5°  + m cp) 

Ilieraus  folgt,  dass  fur  r = R,  tt-\-uu  = T T-\- UU,  «’-}-««'=  TT‘+  UU' 
also  beide  nothwendig  positiv  werden. 

III.  Es  kann  also  fflr  keinen  Werth  von  r,  dor  grosser  ist  ais  jede  der 

Grflssen  mA\/ 2,  {/[mC\jl) u.s.  w.,  zugleich  (=0  und  a = 0 werden. 

Das  Haupttheorem  ist  nun  folgendes: 

Innerkalb  der  Grenzen  r — 0 , r — R,  und  tp  s=  0 . <p  =300°  { einschl .) gibt 
es  gewiss  Werthe  fur  r und  <? , aus  denen  zugleich  t = 0 und  u — 0 wird. 

DerBeweis  davon  wird  auf  folgende  Art  gefflhrt.  Wenn  man  annimmt,  das 
Theorem  sei  nicht  wahr,  so  folgt,  dass  tt-\-uu  fflr  jede  Werthe  von  r und  p 
zwischen  den  angegebenen  Grenzen  immer  positiv,  und  folglich  g immer  endlich 
werden  muss.  Betrachtcn  wir  nur  den  Werth  des  doppelten  Integrals 

ffydrdy 

von  r = 0 bis  r = R,  und  von  p = 0 bis  p = 360°  erstreckt,  der  also  eine 
ganz  bestiromte  endliche  Grflssc  haben  wird.  Dieser  mit  S2  zu  bezeichnende  Werth 
kann  auf  zwiefache  Art  gefunden  werden.  indem  man  entweder  zuerst  nach  'p 
und  dann  nach  r integrirt,  oder  in  umgekehrter  Ordnung.  Beide  Wege  mflssen 
nothwendig  zu  cinerlei  Resultate  ftthren. 

Nun  hat  man  aber,  wenn  man  r ais  bestandig  bctrachtet,  unbcstimmt 

wie  man  sich  leicht  durch  Differentiation  vcrsichem  kann.  Eine  bestandige  Grflsse 
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. . . 

ist  bei  der  Integration  nicht  hinzuzuftigen , insofem  diese  von  <p  = 0 anfangcn 
soli,  da  fttr  diesen  Werth  offenbar 

= 0 

<<  + MB 

wird:  und  da  eben  dies  fdr  9 = 360°  gilt,  so  ist  der  Werth  von  fy d<p,  von 
9 — 0 bis  9 = 360°  crstrcckt,  =0,  bei  jedem  Werthe  von  r.  Hieraus 
schliessen  wir  also  Q = 0. 

Von  der  andem  Seite  hat  man,  wenn  man  9 ais  best&ndig  betrachtet,  un- 
bcstimmt 

tt'+uu 
r ll  + um 


wie  ebenfalls  leicht  darch  die  Differentiation  nach  r bestfitigt  wird.  Auch  hier 
ist  keine  best&ndige  Gr6$se  hinzuzusetzen , insofern  die  Integration  von  r = 0 
anfangen  soli.  Das  Integral  fydr,  von  r = 0 bis  r = R ausgedehnt,  wird 
folglicli  nach  II 

_ TT'+UV 
— TT+VU 


also  gewiss  positiv  far  jeden  Werth  von  9.  Hieraus  wird  demnach  auch  Q,  d.  i. 
der  Werth  des  Integrals 


r TT+VV' 
J TT+VU 


d9 


von  9 = 0 bis  9 — 360°  ausgedehnt.  nothwendig  positiv  werden,  welches  mit 
dem  erstem  Resultate  in  Widerspruch  steht.  Die  Voraussetzung  war  folglich  un- 
statthaft , und  dadurch  ist  die  Wahrheit  des  Theorems  selbst  bewiesen. 

Dass  nun  fQrjede  Werthe  vou  r und  9,  welche  zugleich  f=0  und  « = 0 
geben, 

r (cos  9 + sin  9^ — 1)  und  r(cos9  — sin 9^ — 1) 


Wurzeln  der  Gleichung  X = 0 sind,  oder  dass  die  Function  X dann  entweder 
dcn  Factor  der  zweiten  Ordnung 

xx — 2rcos9.x+rr 

(wenn  wcder  r noch  sin  9 verchwinden)  oder  den  Factor  der  ersten  Ordnung 

x ip  r 
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(wenn  entweder  sinip  = 0,  also  cos 9 = Hh  1 . oder  r=0  wird)  enthftlt,  ist  be- 
kanut  genug,  und  braucht  hier  nicht  erst  weiter  cntwickelt  zu  werden.  Was  von 
X so  eben  bewiesen  ist.  gilt  nacliher  wieder  von  dem  Quotienten,  wenn  X durch 
jcnen  Factor  dividirt  ist,  u.  s.  f.,  woraus  dic  volis tiindige  Zerlegbarkcit  der  Function 
X in  dergleichen  Factoren  erhellet. 


Durch  diese  kurzc  Rcihc  von  Schlflsscn  ist  das  eigcntliche  Zicl  vollstandig 
erreicht.  Nicht  gefordert,  aber  doch  gcwflnscht  werden  konnte  noch  eine  Erlau- 
terung,  in  wiefern  der  obige  Widerspruch  — der  unvermeidlich  war,  wenn  mnn 
das  'flieorem  ais  unwahr  ansah  — wegfalle,  wenn  man  von  der  Wahrheit  des 
Theorems  ausgcht.  Der  Verf.  liat  dariibcr  einige  Winke  gcgcben , die  hier  nur 
kurz  berillirt  werden  kOnnen.  Ist  das  Tlieorem  wahr,  so  sind  nicht  mehr  alie 
Werthe  von  y endlich;  es  ist  folglich  nicht  mehr  ohne  weiteres  verstattet,  ffydrdy 
ais  eine  wirkliche  bestimmte  GrOssc  anzunehmen , und  man  darf  sich  daher  nicht 
'wundcrn,  dass  der  blosse  blinde  Mechanismus  des  Calcflls,  auf  verschiedeuen 
Wegen  widersprecheude  Resultate  liefert.  Die  Analysc  pflegt  sehr  hiiufig  sich  so 
zu  helfen,  dass  sie  auf  Fragen,  die  man  ihr  ohne  Einsclirunkung  vorlcgt,  obgleich 
sie  in  gewissen  Ffillen  ungereimt  sein  konnen,  nur  halbbestimmtc  Antworten  gibt. 
So  ist  es  bei  der  Bcstimmung  des  Werthes  des  Integrals  ffydrdf.  Soli  dassclbe 
allgemein , von  r = k bis  r = l und  von  = K bis  < p — Z,  erstreckt  wer- 
den. und  tiezeichnet  man  den  Werth  von  j 


filr 


durch  0 
durch  <)’ 
durch  0" 
durch  <f 


so  gcben  die  analytischen  Operationen  fitlr  jenes  Integrnl  den  Ausdruck 


Arc  tg  0 — Arc  tg  — Axe  tg  <f  -(-  Arc  tg  V’ 


Das  Integral  hat  in  der  That  nur  dann  einen  wahren  Werth,  wenn  y innerhalb 
der  angegebenen  Grenzen  immer  endlich  bleibt:  dieser  wahre  Werth  ist  dann  un- 
ter  obigein  Ausdruck  allerdings  begriffen , aber  an  sich  dadurch  noch  nicht  ganz 
bestimmt,  da  die  Function  Arc.  tg.  eine  vielftirmige  ist,  und  erst  aus  anderweitigen 
(flbrigens  nicht  schwierigen)  Betrachtungen  muss  entschieden  werden,  welche 


112 


ANZE10E.  THEOREMATIS  DK  RESOI.rBII.ITATF.  FUNCTIONEM  AI/OEBR.  ETC. 


Wcrthc  dieser  Function  im  bestimmteu  Fall  zu  nehmen  sind.  So  ofl  hingegen 
iuucrhalb  der  angegebenen  Grenzen  y irgendwo  unendlich  wird , ist  eigentlich 
die  Frage nach  dem  Werthe  von  fjydrdy  ungereirat;  unterfangt  inan  sich,  dicse 
Ungereimtheit  ignorirend.  dennoch.  sie  zu  beantworten,  so  darf  man  sich  nicht 
befremdeu  lasscn , auf  einem  IVege  diesc , auf  andcrm  jene  Antwort  zu  erhalten, 
welclie  verschiedcne  Bcantwortungen  inzwischen  allcmal  unter  dem  obigen  halb- 
bcstimmten  Ausdrucke  begriffen  sind. 


HandathriflltcX*  Bem*rkungen. 

Die  Brdingung  fur  R kann  auch  so  gcstellt  werden,  dass  es  grdsscr  Ut  ais  i und  ais  die  absolute  Summe 
der  GrOasen  A,  Bf  Cete,  in  y'2  multiplicirt.  Es  sei  diese  absolute  Summe  = *A  + G B + f C+ID  + etc. 
so  d«*s  jeder  der  CocfBcienteo  «,  6,  7 etc.  entweder  + 1 oder  — 1 wird.  Dann  ist  der  positive  Werth  von 
T u.  s.  w.  aus  folgender  Fonn  klar 

T=  Rm  ' cos  iS(R- v'2.(aA'f-f6ir+7C,-I-etc.))+A-”'(cL.4+^cos(4a#+®))+  Rm’,{tBR+  Zfcus(45#+2?))+  etc. 

Lehruitz.  Sind  a,  b,  e ...  m,  n dic  Wurzeln  der  Gleichung  /x  = 0,  a',  e\  . . m'  die  Wurteln  der 
dfx 

Gleichung  /‘x  = 0.  vo  /'»  = ^ , und  werden  durch  dieselben  Buchstaben  die  entaprechenden  Punkto  in 

plano  bexeichnet,  so  ist,  vrenn  man  sich  in  a,  b.  e . . . m,  n gleichc  abstoiacnde  oder  anziehende  Mas«rn  denkt, 
dic  im  uotgekehrten  Verh&ltniss  der  Kntfernung  wirkcn , in  a\  b\  c\ . . m'  Gleichgewicht. 
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Die  in  der  Sitzuug  der  Kcinigl.  (iesellschaft  der  Wissenscliaften  am  16.  Ju- 
lius von  dem  Geli.  Hofr.  Gauss  gehaltene  Vorlesung  bezog  sich  auf  die 

Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Von  der  ausfOlirlicben  Denkschrift,  die  in  Kurzem  im  I)rnck  erseheinen  wird, 
geben  wir  hier  nur  folgenden  Bericht. 

Sie  besteht  aus  zwei  Abtlieilungen  , deren  jede  einem  besondern  Gegen- 
stande  gewidmet  ist. 

Die  erste  Abtheilung  beschiiftigt  sicli  mit  dem  Grundlehrsatz  der  Lehre  von 
den  algebraischen  Gleichungen , ncmlich  mit  der  Zerlegbarkeit  jeder  rationalen 
bruchfreien  algebraischen  Function  Einer  veriindcrlichen  Grbsse  in  Factoren,  ivo- 
riiber  der  Verf.  schon  im  Jahre  1799  eine  Denkschrift  veriiffentlicht  hatte  unter 
dem  Xitel  Demonstratio  nova  theorematis , omnem  /unctionem  algcbraicam  rationalem 
integram  unius  variabilis  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  p osse. 
Dicse  Denkschrift  hatte  einen  doppelten  Zweck.  zuerst,  zu  zeigen,  dass  die  siimmt- 
lichen  bis  dahin  versuchten  Beweise  des  ausgesprochenen  Lchrsatzes  ungenftgend 
und  illusoriscli  waren,  und  zwcitens,  einen  vollkommen  strengen  neuen  Beweis 
zu  geben.  Es  wiirde  unnotliig  sein,  auf  den  ersten  Gegenstand  nocli  einmal  zu- 
rdckzukommen:  dagegen  aber  muss  bemerkt  werden,  dass  der  Verf.  jenem  ersten 
neuen  Beweise  spiiterhin  noch  zwei  andere  hat  folgen  lassen,  dic  sich  im  3.  Bande 
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der  Commentationes  recentiores  unserer  Soeietat  befinden,  und  dass  ein  vierter  von 
Caocht  zuerst  aufgestellt  ist.  Alie  diese  vier  vollkommen  strengen  Bewcise  be- 
ruhen  auf  eben  so  vielen  ungleichen  Grundlagen,  darin  aber  komiuen  sic  Uberem, 
dass  sie  sammtlich  unmittelbar  nur  das  Vorliandensein  Eines  Factors  der  betreffen- 
den  Function  darthun.  Der  Strenge  der  Beweise  geschieht  hiedurch  kein  Eiutrag. 
Denn  es  ist  klar,  dass  naeh  Abldsung  diexes  einen  Factors  von  der  vorgegebenen 
Function  eine  ahnliche  Function  von  niederer  Ordnung  zurfickbleibt , auf  welchc 
der  Lchrsatz  aufs  ncue  angewandt  werden  kann , und  dass  aus  der  fortgesetzteu 
XViederholung  des  Vcrfnhrens  zuletzt  eine  volis  tfindige  Zerlcgung  der  ursprflngli- 
chen  Function  in  Factorcn  der  bezeichneten  Art  hervorgehen  wird.  Indcssen  ge- 
winnt  offenbar  jede  Beweisffthrung  eine  hOhcre  Y’ollendung.  wcun  gezcigt  wird, 
dass  sie  geeignet  ist,  das  Vorhandcnsein  sammtlicher  einzelnen  Factoren  auf  ein- 
mal  unmittelbar  anscliaulieli  zu  machen.  Der  erste  Beweis  ist  wirklich  in  diesem 
Falle,  wie  in  der  gedacliten  Denkschrift  (Art. 23)  bereits  angedeutet,  aber  nicht 
weiter  ausgefUhrt  war.  Die  gegenwartige  Abhandlung  gibt  nun  diese  Erweite- 
rung,  jedoch  nicht  in  der  Gestalt  eines  Zusatzes  zu  der  Denkschrift  von  1799, 
soudern  ais  Bestandtheil  ciner  Umarbcitung  dersclben.  Es  wird  nemlich  der  Bo- 
wcis  hier  sclbststandig  von  ncucm  aufgefUhrt,  aber  mit  einigen  wcsentlichen  Ab- 
Underungen  im  Gange,  wodurch  eine  bedeutende  A’ereinfachung  gewonnen  ist. 
X eriindcrt  ist  ausserdem  aucli  die  ganzc  Einklcidung . dic  bei  der  iiltern  .Schrift 
absichtlieh  so  gewiihlt  war,. dass  alie  Einmischung  imaginarer  GrOssen  gunzlich 
vermieden  werden  konnte.  Da  jedoch  die  Beweisfrihrung  sowohl  ihrem  Ursprunge 
ais  ihrem  wahrcu  Wesen  nach  mit  der  Conception  der  complexen  Grbssen  im  in- 
nigsten  Zusammenhang  «teht.  wasauch,  seitdem  diese  in  der  XVissenscliaft  ein- 
gebUrgert  ist,  aufmerksamcn  Lesern  jener  Denkschrift  nicht  entgangeu  ist,  so 
liat  Verf.  es  fttr  angemossen  gehalten , jene  erste  Einklcidung  jetzt  fallcn  zu  las- 
sen . und  dic  Argumentation  auf  ihr  eigentlichcs  Fcld  zurdck  zu  versetzen,  deren 
Grundbcgriffe  jetzt  Jedermann  geluufig  sind,  zumal  da  dadurch  nicht  bloss  grossere 
Eintachheit  sondern  aueh  noch  etwas  grossere  Allgemeinheit  gewonnen  wird. 

Die  zweite  Abtheilung  ist  den  algebraischeu  Gleichungen  mit  drei  Gliedem 
gewidraet.  Diese  haben  das  Eigenthumliche,  dass  \on  den  zur  numerischen  Auf- 
lOsung  der  Glcicluuigen  bestimmten  Methoden  einige  bei  jenen  ciner  Gcschmei- 
digkeit  und  Eleganz  fiihig  werden,  von  der  ihre  Anwendung  auf  Gleiclumgcu  von 
wcniger  cinfacher  Gestalt  sehr  weit  eutferut  bleibt.  Dies  gilt  nameutlich  \on  der 
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Aufliisung  durcli  nticnilliche  Rcihen,  und  von  der  indirecten  Methode.  Es  scheint 
daher  die  Entwicklung  diescr  Methoden  filr  die  Gleichungen  von  jener  Form  eine 
besondere  AusfCihrung  urn  so  mchr  zu  verdienen,  da  das  Vorkoramen  solchei 
Gleichungen  in  der  That  ein  selir  hiiufiges  ist. 

Die  Aufliisung  durch  unendliche  Reiheu  liat  jedoch  der  Verf.  von  seinem 
gegenwiirtigen  Zwcck  gSnzlich  ausgesehlossen , und  nur  bcmcrkt,  dass  fiir  jeile 
Wurzel  eiuer  solchen  Gleichung,  sei  sie  reell  oder  iniaginiir,  eine  convergente 
und  nach  einem  leicht  erkennbaren  Gesetz  fortsclireitende  lleihe  gefunden  werden 
kann.  So  schon  aber  auch  diese  AuflOsungsart  in  allgemcin  theorctischcr  Bezie- 
hung  ist.  so  wird  man  doch.  wo  es  nuf  wirkliche  praktische  Anwendung  ankomint. 
den  indirectcn  Methoden  in  allen  den  Fiillen  den  Vorzug  geben,  vvo  jene  Conver- 
genz  nicht  eine  sehr  schnelle  ist. 

Diese  imlirecten  Methoden  nun  sind  derGegenstatid  der  zweiten  Abtheilung. 
Es  handclt  sich  hier  von  zu-ei  Methoden.  denn  das  Verfahren , welches  zur  lle- 
stimmung  der  imaginiiren  Wurzcln  crfordert  wird  , ist  ganz  verscliieden  von  dem 
filr  die  rcellen  Wurzeln  anzuwendendcn.  Von  dem  letztern  liat  der  Verf.  schon 
hei  .andern  Gelegenheiten  ein  paar  Probcn  an  besondeni  Fallen  gegeben,  und  da- 
bei  zuglcich  die  allgemeine  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  angedeutet.  Obgleich 
diese  Generalisirung  durchaus  keine  Schwierigkeit  hat,  so  hat  der  Verf.  doch  ge- 
glaubt,  dass  man  gern  die  gebrauchfcrtigen  Vorschriften  zusammengestellt  schcn 
wtlrde,  zumal  weil  die  Anzalil  der  dabei  zu  unterscheidenden  und  einzcln  zu  be- 
handelndcn  Ffille  nicht  unbetrochtlich  ist. 

Die  Auffiudung  der  imaginaren  Wurzcln  auf  indirectem  Wegc  ist  (insofern 
nicht  schon  einigermassen  angenaherte  Werthe  anderswoher  bekannt  sind)  des- 
wegen  viel  schwieriger,  ais  die  der  reellen,  weil  jene  aus  einem  unendlichcn  Ge- 
biete  von  zwei  Dimensionen  herausgcsucht  werden  mflssen , diese  nur  aus  einem 
Unendlichcn  von  Einer  Dimension.  Diese  Schwierigkeit  liisst  sich  bei  den  Glei- 
chungen von  drei  Gliedern  durch  einen  einfachen  sehr  nalic  liegenden  aber  wie  es 
scheint  sonst  bisher  noeli  nicht  benutzten  Kunstgriff  umgehen.  Auch  fur  diese 
Aufgabe  sind  die  zur  Auflosung  crforderlichen  Vorschriften  vollstfindig  und  in  ge- 
brauchfcrtiger  Gestalt  mitgetheilt. 


GdttingiBche  gelchrte  Aruteigen.  1913  M&n  9. 


Rccherches  mathi-mutiques  ou  divertes  questione  non  resolues  ou  dont  Iu  solution 
luisse  quelque  chose  a dtsirer.  Par  P.  L.  ComER.  Premier  memoire  contenant 
des  observatione  generales  sur  les  equations  algSriques.  Paris  1813.  Che:  Eberhardt. 
(16  Seiten  in  Quart.) 

Wenn  wir  die  wortreiche.  schwillstige  Vorrcdc  recht  verstehen,  so  soli  der 
Zweck  des  gegenwiirtigeu  Aufsatzes,  and  anderer,  dic  ihm  noch  folgeu  9ollen. 
daliiu  gehen , allerlei  nach  des  Verfassers  Meinung  usurpirte  Resultate  der  Ana- 
lyse  mit  den  Waffen  der  Synthese  zu  bekampfen  und  umzusturzen.  Aus  dem 
Ganzen  der  Schrift  sicht  man  aber.  dass  der  Verfasser  eigentlich  mit  den  Wor- 
tern  Analyse  und  Synthese  ihm  eigcnthflmliehe  Begriffe  verbindet,  und  hei  jener 
sich  ein  blosses  blindes  Zeichenspicl,  bei  dieser  cine  reelle  anschauliche  Erkcnnt- 
niss  denkt.  Ein  solches  Untcrnehmen  verdient  allerdings  l.ob , wenn  sich  eiu 
solches  blindes  Zeichenspicl  vorfindet,  das  sich  den  Kamen  Analyse  anmasst;  bei 
den  meisten  Versuchen  dieser  Art  aber , diesseit  und  jenseit  des  Rheins  gemacht. 
finden  wir,  dass  die  Blindheit  nicht  iu  dem  BckSmpften,  sondern  in  dem  Bekam- 
pfenden  lag.  Wohin  gegemvartige  Sclirift  zu  reeluien  sei,  miige  man  aus  dem 
Inhalt,  den  wir  kurz  anzcigeu  wollen,  beurtheilen. 

Tluuptsachlich  ist  die  vorliegende  Schrift  gegen  die  Zerlegbarkeit  der  alge- 
braischen  Gleichungen  in  einfache  Factoren  gerichtet  (schon  in  diesem  Ausdrucke 
liegt  eine  Unrichtigkeit,  die  sich  freilich  auch  man  che  andere  Schriftsteller  haben 
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zu  Scliuldcn  kommcn  lassen).  Der  Vcrfasser  uennt  dieselbe  auch  Oftcrs  das  Theo- 
rem  von  1746.  ohnc  Zweifcl,  wcil  d’Alembert  ura  diese  Zcit  zucrst  den  Versuch 
eines  strengcn  Beweises  machte.  Dass  dieser  Beweis  von  d’Aixmbeet  , eben  so 
wie  die  Beweise  von  Euler,  Foncenkx,  Laobanoe,  keiijeswcgs  befriedige,  dartiber 
haben  wir  schon  vor  14  Jaliren  an  einem  andera  Orte  unscr  Urtheil  erklfirt.  und 
eben  so  mflssen  wir  freilich,  unserer  1'ebcrzeugung  nach,  von  Laplace  s und  I^a- 
oua>oe’s  sputem  Arbeiten  ilber  dcnsclbcn  Gegenstand  urtheilen.  Allein  in  diese 
Beweise  selbst  liisst  sich  unser  Vcrfasser  gar  nicht  ein:  scine  Bemerkungen  sind 
ganz  andercr  Art,  und  nicht  gegen  die  Beweise.  sondern  gegen  den  Lehrsatz 
selbst  gerichtet.  Er  behauptet  nemlich  (um  inur  bci  dem  einfachsten  Fall  einer 
quadratischen  Gleichung  xx — 2ax-\-b  = 0 stelien  zubleiben).  x — [o+V^{aa  — &)] 
sei  gar  kein  cinfacher  Factor,  weil  .i’ — [a-f-y’(aa  — 6)]  = 0 gar  keine  Gleichung 
der  ersten  Ordnung , sondern  eine  wahre  quadrntische  Gleichung  sei.  Man  rahge 
vor  die  Wurzelgrosse  das  Zeichen  -f- . oder  das  Doppelzeichen  + schreiben , im- 
mer  drflcke  sie  beide  Wurzeln  zugleich  aus.  Jede  Gleichung  stelle  cigentlich  die 
Relation  zwischen  zwei  veriinderlichen  und  eiuer  bestiindigen  LineargrSsse  dar,  die 
Classification  der  Gleichungen  und  die  Classification  der  Curvcn  nach  Ordnungen 
ni  fisse  aufs  gcnauestc  zusammenhangcn , die  Gleichung  x — [a  + ^(«« — b)}  = 0 
ais  identisch  mit  der  Gleichung  xx  — 2ax-\-b  — 0 betrachtct,  und  also  erstere 
so  gut,  wieletztere,  zur  zweiten  Ordnung  gezilhlt  werden.  Diese  Behauptungen 
machen  den  Inhalt  der  Schrift  aus , und  zeigen  uns  nichts . ais  die  Verworrenheit 
der  Begriffe  des  Verfassers.  Die  gemeine  Algebra  kennt  gar  keine  veriinderlichen 
Grdssen,  sondern  bloss  unbekannte  und  bekannte.  Das  Wurzelzeichen  y/  hat  ei- 
gentlich  in  der  matliematischen  Zeiclieusprache  eine  doppelte  Bedeutung  (und 
dies  ist  allerdings  eine  kleine  Unvollkommenheit);  y/vl  soli  en tweder  definirt  wer- 
den, eine  Gr6sse,  deren  Quadrat  = A,  oder  die  positive  Griisse , deren  Quadrat 
= A,  insofern  A positiv  ist.  Es  hiingt  von  dem  Analysten  ab,  wie  er  das  Zei- 
chen gebrauchen  will,  und  ein  denkendcr,  vorsichtigcr  Analyst  wird  sich  immer 
klar  bewusst  sein . und  sich  immer  so  ausdrttcken . dass  auch  dem  Leser  kein 
Zweifcl  fibrig  bleibe,  oli  das  Zeichen  in  unbestimmter  oder  in  bestimmter  Bedeu- 
tung gebraucht  sei.  Gleichungen  werden , wie  wir  schon  oben  andeuteten . gar 
nicht  in  Factoren  zerlegt,  sondern  Functionen  einer  veriinderlichen  GrOssc.  Also 
nicht  die  Gleichung  xx — 2axA~b  = 0,  sondern  die  Function  xx — 2 ax-\-b 
wird  in  die  Factoren  x — [a-j-^jao  — 6)],  x — a — y'(<iu — 6}]  zerlegt,  und  inso- 
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fern  man  darin  bloss  .r  ais  vcriindcrlich  betrachtet,  nmnt  man  dicselben  Facto- 
ren  der  ersten  Ordnung.  Immcrhin  mag  der  Vcrfasser,  wenn  er  die  Gleichung 
xx — 2ax-\-b  = 0 ais  Ausdruck  eincr  Curve,  und  a oder  b ais  veranderlich 
betrachtet,  den  Factor  x — [a-f-y^aa — 6)]  einen  Ausdruck  der  zweiten  Ord- 
nung  nennen.  er  bestreitet  dadurch  kcinc  Wakrheit,  sondern  nur  die  Schicklich- 
keit  ciner  Benennung  in  vinem  Fall,  worin  man  sie  nicht  gebraucht,  und  nic  gc- 
braucht  hat. 

Den  meisten  mathemati.schen  Lesern  dieser  BlStter  werden  freilich  diese 
Erbrterungcn  ubertlflssig  sein ; wir  glaubten  aber  doch  die  Begriffe  dos  Vcrfassers 
ctwas  entwickeln  zu  mflssen.  darnit  Niemand  sich  durch  den  Titel  der  Schrift  ver- 
lciten  lasse , neue  Aufkl&rungcn  darin  zu  erwarten . wozu  dem  Verfasser  die  er- 
sten  Elemente  zu  fehlen  schcinen. 
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A na  lyse  des  iquations  diterminiespar  Focriek.  Premiere  pttrtie.  Paris  1831. 
Cftez  Firmi « Didot  freret.  (XXIV  und  258  S.  in  Quart.) 

Xach  dem  Entwurf  des  Verfs.  solite  dieses  Werk  aus  zwei  Abtheilungen  be- 
stehen.  und  die  erstere  ausscr  einer  allgemeinen  Uebersicht  des  Ganzen  die  bei- 
den  ersten  Abschnitte . die  zweite  Abtheilung  hingegen  die  ftinf  ubrigen  Ab- 
schnitte  entlialten.  Der  Verf.  wurde  den  Wissenschaften  durch  den  Tod  entris- 
sen,  ais  der  Ilruck  eben  angefangen  war.  Indessen  fand  sich  die  ganzc  erste 
Abtheilung,  die  wir  hier  durch  die  Besorgung  des  Hrn.  Navier  erhalten,  so  gut  wie 
voUst&ndig  ausgearbeitet  vor , w&hrend  der  Re  st  von  der  Vollendung  noch  weit 
entfcrnt  war:  man  muss  dies  um  so  mchr  bedaucrn,  da  aus  der  allgemeinen  Ue- 
bersicht hervorgeht , dass  manchc  interessante  Untersuchungen  dafilr  bestimmt 
waren.  Hier  mttsscn  wir,  mit  Uebcigehung  dessen,  was  wir  zu  erwarten  gehabt 
hatten , wenn  dem  Verf.  cin  liingeres  Leben  zu  Theil  geworden  ware,  uns  auf  die 
Anzeige  von  dem  einschrfinken , was  wir  wirklich  erhalten  liahen. 

Der  Zweck  des  Werks  ist,  die  numerische  Auflosung  der  bestimmteu  alge- 
braischcn  Gleichungen  in  einen  ganz  sichern  und  moglichst  cinfachen  Gang  zu 
briugeu,  naraentlich  die  Anzahl  der  reellen  und  imagin&reu  Wurzeln  mit  vSlliger 
Bestimmtheit  auszumitteln,  jene  einzeln  in  feste  Grcnzen  eiuzuscliliessen  und  die 
stufenweise  zu  beliebiger  Scluirfe  zu  fflhrende  Annaherung  zu  ihren  Werthen  ganz 
methodisch  anzuordncn.  Dic  Hauptgrundlage  des  Ganzen  bildet  ein  dem  Verf. 
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eigenthflmliches  Theorem . wclchcs  ais  cine  gltlckliche  Gencralisirung  von  Des- 
c artes  Lehrsatz  'gcwbhnlich  nach  Harriot  benannt)  zu  bctrachtcn  ist.  und,  dem 
Wcscn  nach.  in  Folgcndem  besteht.  Es  sei  X cine  geordnete  ganze  algebraischc 
Function  von  ,r  (mit  lauter  recllen  Zahlcncoefficienten) ; ferner  a,  a'  zwei  beliebige 
bestimrate  unglciche  reellc  GrOssen , und  zwar  a' — u positiv;  durch  die  Substi- 
tutione» .r  = y + a , .r  — y -f-  «'  gehe  X in  die  gleichfalls  geordnete»  Fuuctio- 
nen  F.  Y'  aber , in  welchen  die  CoCfficienten  resp.  g,  g'  Zeichenfolgen  enthal- 
ten:  der  ausnahmliche  Fall , wo  einer  oder  mehrcre  Ooefficienten  verschwinden, 
wird  hier  der  KUrzo  wegen  bei  Seite  gesetzt.  Dies  vorausgesetzt,  kann  die  Glei- 
chung  X = 0 innerhalb  der  Grenzen  x — a,  x = a nicht  mehr  ais  g' — g 
reelle  Wurzeln  entlialten,  oder  noch  bestimmter,  wenn  die  Anzahl  der  reellen 
Wurzeln  zwischen  jenen  Grenzen  = X ist,  so  ist  allemal  g — g — X entwedcr 
= 0.  oder  cine  gerade  j>ositive  Zalil.  Ist  demnach  die  Differenz  g' — g,  wclche 
nicmals  negativ  sein  kann , = 0 , so  gibt  es  zwischen  jenen  Grenzen  gar  keine 
reelle  Wurzel;  wird  g' — g = I,  io  enthaltcn  die  Grenzen  cine  reellc  Wurzcl 
und  nicht  mehr;  ist  endlich  g — g = 2.  so  blcibt  einstwcilen  noch  ungewiss, 
ob  zwei  reellc  Wurzeln  zwischen  den  Grenzen  liegen  oder  gar  keine.  Anstatt 
zweier  Grenzen  a.  a'  kann  man  cine  grOssere  Anzahl  auf  ganz  Shnliche  Art  be- 
liandeln.  und  solche  so  wShlen,  dass  erstlich  der  kleinsten  eine  Function  F'  mit 
hlossen  Zeichenwechseln,  der  grOssten  eine  init  blossen  Zeichenfolgen  entspricht, 
also  wenn  die  eutsprechenden  Zalden  der  Zeichenfolgen  der  Reihe  nach  mit 
g,  g,  g".  y"u.  s. f.  bezeichnet  werden,  die  erste  dieser  Zahlen  — 0.  die  letzte 
der  Ordnungszahl  der  Gleichung  gleich  wird ; und  zweitens,  dass  sammtlichc  ein- 
zelne  Differcnzen  g' — g,  g ” — g . gm — y"  u.  s.  w.  nur  entwedcr  — I oder  — 2 
werden  Dadurch  werden  dann  sammtliche  reelle  Wurzeln  dergestalt  zwischen 
Grenzen  eingeschlossen . dass  in  jedem  einzelnen  Intervall  entweder  eine  liegen 
muss . oder  zwei  liegen  kSnnen.  Wie  im  lctztcrn  Fall  auf  ganz  metliodische  Art. 
nothigenfalls  durch  weitere  Verengung  der  Grenzen  zur  Entscheidung  gebracht 
wird , ob  die  zwei  reellen  Wurzeln  wirklich  vorhanden  sind , oder  fehleu , kann 
hier  des  beschrankteu  ltnumes  wegen  nicht  nfiher  ausgefOhrt  werden.  Wir  be- 
merkeu  nur,  dass  so  oft  dieser  letzte  Fall  eintritt,  es  allemal  innerhalb  solchcr 
Grenzen  einen  Zwischenwerth  gibt,  fur  welchen  in  der  Function  Y ein  CoFffi- 
cient  vor  dem  letztcn  ausfallt , wahrend  der  vorhergehende  und  folgende  gleiche 
Zeichen  haben.  Fotoier  nennt  solche  Stcllen  kritische:  jede  solche  kritische 
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Stelle  bedingt  demnach  das  Fchlen  von  zwei  reellen  Wurzeln : wenn  aber  Foc- 
rieb  sich  zugleicb  so  ausdrflckt,  dass  jedesmal  zwei  solchc  ausfallende  reelle  Wur- 
zeln tmaginSr  wcrden,  so  kflnnen  wir  diesen  Ausdruck  nicht  ganz  billigen,  da  er 
leicht  zu  einer  Misdeutung  Veranlassung  geben  kOnntc.  In  der  That  ist  es  zwar 
wahr,  dass  die  Gleichung  X = 0 xusammen  gextthlt  genau  so  viele  Faare  imagi- 
narer Wurzeln  enthS.lt,  ais  solche  Ausfalle  oder  kritische  Stellen  vorkommen:  al- 
lein  die  Wcrthe  aller  imaginaren  Wurzeln  sind  an  sich  eben  so  bestimmte  GrOssen 
wic  die  reellen , und  jener  Ausdruck  kann  daher  leicht  so  gedeutet  werden  , ais 
ob  jeder  bestimmten  Lflcke  cin  bestimmtes  Paar  imaginarer  Wurzeln  angehflrte,  was 
jedoch  nicht  nur  von  Fouriek  nicht  nachgewiesen  ist,  sondern  so  langc,  ais  tie- 
fer  eindringcnde  Untcrsuchungen  diesen  interessantcn  Punkt  noch  nicht  in  helles 
Licht  gesetzt  habcn,  zweifelhaft  bleiben  muss.  Uebrigens  soli  hicrmit  nicht  ge- 
sagt  wcrden , dass  Fourikb  selbst  den  Ausdruck  so  verstanden  habe ; wir  mdchten 
eher  das  Gegentheil  annehmen,  und  fast  vermuthen,  dass  er  flbcr  das  Dascin  oder 
Nichtdasein  eines  solchen  bestimmten  Zusammenhangcs  ungewiss  gcblieben.  und 
absichtlich  einer  offenen  Erklarung  flbcr  den  verfanglichen  Ausdruck  ausgewichen 
sei.  Ueberhaupt  hat  Fourier  in  das  Wesen  und  die  Berechnung  der  imaginaren 
Wurzeln  in  diesem  Werke  sich  gar  nicht  eingelassen , und  es  bleibt  dalier  noch 
ein  wcites  Feld  zu  bearbciten  flbrig. 

Eincm  so  gcwandten  Grfissenforscher,  wie  Fourieb  war.  konnte  es.  einmal 
im  Besitz  jenes  schQncn  Lehrsatzes  — und  nach  den  von  Herrn  Navieb  mitgetheil- 
ten  Notizen  ist  jener  in  diesem  Besitz  sclion  seit  sehr  langer  Zeit  gewesen  — nicht 
schwer  fallen , auf  demselben  die  Anordnung  der  Technik  der  numerischen  Auf- 
lSsung  der  Gleichungen  zu  begrflnden , und  dicsc  Entwickelung  ist  mit  grosser 
Vollstandigkeit  und  Ausfuhrlichkeit  gegcbcn.  Geflbterc  Lcser  mflchten  vielleicht 
eme  etwas  gedrangtere  Darstellung  und  die  Wegschneidung  mancher  Wiedcrho- 
lungen  vorziehen,  dem  wcniger  gcflbtcn  wcrden  die  vielen  gut  gcwiihltcn  und  aus- 
ffihrlich  behandelten  Beispicle  willkommen  sein.  Jedenfalls  sichert  dieses  Werk 
Focmek  s Namen  auch  in  diesem  Theile  der  GrSssenlehre  einen  ehrenvollen  Platz, 
den  er  in  andern  schon  langst  behauptet. 


Digitized  by  Google 


DISQUISITIONES  GENERALES 

CIRCA  SERIEM  INFINITAM 

, g(«+l)6(6+l;r_  a(a+l)(a+2)6(6+l)(6+2)  j , t 

1 f + l . 2 . y(r4->)  + 1 . 2 . 3 . y(y  + 1](7+2) 

PARS  PRIOR 

1DCTOIE 

CAROLO  FRIDERICO  GAUSS 

SOCIETATI  REGIAE  SCIENTIARUM  TRADITA  1812.  JAN.  EO. 

Commentationes  societatis  regiae  scientiarum  Gottingensis  rccentiores.  Vol.  u. 
Gottingae  hdcccxiii. 
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CIRCA  SERIEM  INFINITAM 


l 


g(*-H)6(C+i) 
i . I . tCt  + 0 


XX-\- 


a(«+l)(«  + a)g(t-H)(»  + i)  , 

7 (7  + 0 (7  + *)  **  ' MC 


PARS  PRIOR. 


■ INTRODUCTIO. 

1. 

Series,  quam  in  hac  commentatione  perscrutari  suscipimus,  tamquam  functio 
quatuor  quantitatum  a , 6,  y,  x spectari  potest,  quas  ipsius  elementa  vocabimus, 
ordine  suo  elementum  primum  a,  secundum  8.  tertium  y,  quartum  x distin- 
guentes. Manifesto  elementum  primum  cum  secundo  permutare  licet : quodsi  ita- 
que brevitatis  caussa  seriem  nostram  hoc  signo  F{a,  6,  y,x)  denotamus,  habe- 
bimus F(6,  a.  y,  x)  = F(a,  6,  y.x). 


S. 

Tribuendo  elementis  a,  8,  y valores  determinatos,  series  nostra  in  functio- 
nem unicae  variabilis  x transit,  quae  manifesto  post  terminum  1 — atum  vel 
1 — gtun>  abrumpitur,  si  a — I vel  8 — 1 est  numerus  integer  negativus , in  ca- 
sibus reliquis  vero  in  infinitum  excurrit.  In  casu  priori  series  exhibet  functionem 
algebraicam  rationalem,  in  posteriori  autem  plerumque  functionem  transscendcn- 
tem.  Elementum  tertium  y debet  esse  neque  numerus  negativus  integer  neque 
— 0,  ne  ad  terminos  infinite  magnos  delabamur. 
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3. 

('oeffideiites  potestatum  x”‘.  rm+l  in  serie  nostra  sunt  ut 


,+t±i  + _L:  | + !±*  + 

tu  • mtn  • tn 


mm 


adeoque  ad  rationem  aequalitatis  eo  magis  accedunt,  quo  maior  assumitur  tn.  Si 
itaque  etiam  elemento  quarto  x valor  determinatus  tribuitur,  ab  huius  indole 
convergentia  seu  divergentia  pendebit.  Quoties  scilicet  ipsi  x tribuitur  valor  rea- 
lis,  positivus  seu  negativus,  unitate  minor,  series  certo,  si  non  statim  ab  initio, 
tamen  post  certum  intervallum,  convergens  erit,  atque  ad  summam  finitam  ex 
asse  determinatam  perducet.  Idem  eveniet  per  valorem  imaginarium  ipsius  x 
fonnae  a -\-b\J — 1,  quoties  Contra  pro  valore  ipsius  x reali  uni- 
tateque maiori,  vel  pro  imaginario  formae  — 1.  quoties  aa-f-66>l,  se- 

ries si  non  statim  tamen  post  certum  intervallum  necessario  divergens  erit,  ita  ut 
de  ipsius  summa  sermo  esse  nequeat  Denique  pro  valore  x = t (seu  generalius 
pro  valore  formae  — 1,  quoties  aa-\-bb  = 1 ) seriei  convergentia  seu  di- 

vergentia ab  ipsarum  a,  6,  y indole  pendebit,  de  qua,  atque  in  specie  de  summa 
seriei  pro  x = 1 , in  Sect.  tertia  loquemur. 

Patet  itaque,  quatenus  functio  nostra  tamquam  summa  seriei  definita  sit, 
disquisitionem  natura  sua  restrictam  esse  ad  casus  eos,  ubi  series  revera  conver- 
gat, adeoque  quaestionem  ineptam  esse,  quinam  sit  valor  seriei  pro  valore  ipsius 
x unitate  maiori.  Infra  autem,  inde  a Sectione  quarta,  functionem  nostram  al- 
tiori  principio  superstruemus , quod  applicationem  generalissimam  patiatur. 


4. 

Differcntiatio  seriei  nostrae,  considerando  solum  elementum  quartum  x 
tamquam  variabile , ad  functionem  similem  perducit , quum  manifesto  habeatur 


d F(i,  (>,  j,  x) 
dx 


= jF(a+ 1,  6-H,  y+i.  •*} 


Idem  valet  de  differentiationibus  repetitis. 


5. 

Ojierae  pretium  erit  quasdam  functiones,  quas  ad  seriem  nostram  reducere 
licet,  quarumque  usus  in  tota  analysi  est  frequentissimus , hic  apponere. 
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I.  (*  + «)“  = tHF(—n,  6,  tf,  - ^) 
ubi  elementum  6 est  arbitrarium. 

II.  (*+«)"+'(/-«)"  = 2/*F(-i»,  -!»+*,  *.  £) 

IU.  (*4- «)"  + /*=  2/"F{— n,  <o.  2oj,  —j) 
denotante  u>  quantitatem  iniinite  parvam. 

IV.  (/+tt)"— (f— u)"=  2»/"-'u/’(— fn  + l,  — i«+l.  i, 

V.  (/+*)"-/»=  n/-'«F(l  — n,  1.  2.  — y) 

VI.  log(l-M)  = /F(l,  I,  2,  — /) 

vn.  logfrj  = 2/F(i,  l.  i,  tt) 

VIII.  e4  = F(i,k,  1,  j)  = l-f /F(l,*,  2,  = 1 4. /-f- 1 tt F( I , k.  3,{)  etc. 

denotante  e basin  logarithmorum  hyperbolicorum,  k numerum  iniinite  magnum. 

IX.  e‘+e~t=  2F(k,k\  1,^) 
denotantibus  k,  k'  numeros  infinite  magnos. 

X.  ef-e-^2  tF{k,lc,\,-£L) 

XI.  $in  t — t F(k,  K,  },  — ~) 

XII.  cos  / = F(k,  k. 

XIII.  / = sin/.  F(t,  f,  J,  sin/*) 

XIV.  / = sin/,  cos/.  F(l,  t,  I.  sin/’) 

XV.  t = tang/.  F(I,  1,  j,  — tang/*) 

XVI.  sinn/  = nsin/.  F(I»-|-!,  — ln+I,  i,  sin/’} 

XVII.  sinn/ = nsin/.  cos/.  F(Jn-|-1, — j,  sin/*) 

XVIII.  sinn/  = nsin/.  cos/"- ‘F( — In-j-1.  — }n-|-I,  },  — tang/*) 

XIX.  sinn/  = nsin/.  cos/-"- 'F(ln  + 1,  In+I,  — tang/’) 

XX.  cosn/  = F(ln,  — In,  I,  sin/*) 

XXI.  cosn/  = cos/.  F( in-f-I,  — I«-{-|,  I.  sin/*) 

XXII.  cosn/=  cos/"F( — In,  — I»+I.  I,  — tang/*) 

XXIII.  cosn/  = cos/"* "F (In -{-i!  fn,  J,  — tang/’) 
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6. 

Functiones  praecedentes  sunt  algebraicae  atque  transscendentes  a logarith- 
mis  circuloque  pendentes.  Neutiquam  vero  harum  caussa  disquisitionem  nostram 
generalem  suscipimus,  sed  {totius  in  gratiam  theoriae  functionum  transscenden- 
tium  altiorum  promovendae , quarum  genus  amplissimum  series  nostra  complecti- 
tur. Huc,  inter  infinita  alia,  pertinent  coSfficientes  ex  evolutione  functionis 
(, aa-\-bb  — 2 a Acos <p)~*  in  seriem  secundum  cosinus  angulorum  9,  2 tp,  :t?  etc. 
progredientem  orti,  de  quibus  in  specie  alia  occasione  fusius  agemus.  Ad  formam 
serici  nostrae  autem  illi  cofifficientcs  pluribus  modis  reduci  possunt.  Scilicet  sta- 
tuendo 

(aa-f-AA — 2abcos^)~K  — Q — A-(-2A'cos!p-|-2A"cos2^-f-2A”'co83!f-|-  etc. 
habemus  prima 

A — a~**  F(n,  »,  I , ** ) 

x ? aa' 

A’  — na-*— 'AF(«,  «4-  t,  2, 

A"  = H-~ppa~,’,-'bbF{n.  n-f  2,  3.  *‘) 

Am—  « + 3,  4.  -) 

t . 2 . 3 ' 1 aa’ 

etc. 

Si  enim  aa-f-AA — 2 a Acos 7 consideratur  tamquam  productum  ex  a — Ar  in 
a — br~'  (designantor  quantitatem  cos 9+ sin tp.^ — 1),  fit  2 aequalis  producto 


br 


»+«=4 


m(m-H)  blrr 
1.2  aa 


n(»+l)(*  + 5)  b*r* 

1 . 2 3 ~a*  " 


1 1 „*1^1  i . **r-*  1 *’•-* 

. “t*  1 . j aa  T , . , . , ■ 7" 


etc. 


etc. 


Quod  productum  quum  idcnticum  esse  debeat  cum 

A + A\r +r-')  + A"{rr+  r~’ } + A' V + ^ ) 
valores  supra  dati  sponte  prodeunt. 


Porro  habemus  secundo 
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1 l .y  1 

A = (aa+bb)-*F(in.  *»+*.  1.— $y.) 

A'  = n(aa+bb)-~abF(in+h  *■+!.  ». 

A’  = *««66F(t»+l,  i n + S,  3, 

^"=  («  • + * « V F(  j „ -f  f , J » + 2 , 4<p^^) 

etc. 


qui  valores  facile  deducuntur  ex 

a(aa  + 6i)"  = l+»(r+r-‘)  ah 


oa  + bb 


»("  + ')  /r  j r— ly  aakk'. 


(aa  + kk)' 


Tertio  fit 


**bF{n+ 1.1,  3,^; 


A’  = »(a+6)-**-*< 

A ' = =^(«+*r*-*«a4*F(»  + a.  f.  5, 

A"=  ’-(»+,).tj.+ ») (fl  + t)--V6»F(,+  3.  i,  7.  j^jj) 


etc. 


etc. 


Denique  fit  quarto 

A =(._*)— F{».*. 

A*  = «(a-6)-—*«6F(.+l,  f,  3. 

A”  = 5&±H(a-i)-*-‘aa46F(n  + 2,  5,  -~) 

A"’=  5fc±l|ii±l>(a  — A)"-V6*F(i»+3,  f,  7, 
etc. 


Valores  illi  atque  hi  facile  eruuntur  ex 
S(«+6}“  = (l_i^i5.,)-" 

- *+-(4?^+^+^-^(«'*+‘--‘)  + etc. 
= etc. 
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SECTIO  PRIMA. 

Relatione»  inter  functione»  contigua*. 

7. 

Functionem  ipsi  F[a,  6,  y,  x)  contiguam  vocamus,  quae  ex  illa  oritur,  dum 
elementum  primum , secundum , vel  tertium  unitate  vel  augetur  vel  diminuitur, 
manentibus  tribus  reliquis  elementis.  Functio  itaque  primaria  F!a.  6,  y,  x)  sex 
contiguas  suppeditat,  inter  quarum  binos  ipsaraque  primariam  aequatio  persim- 
plex linearis  datur.  Has  aequationes,  numero  quindecim,  hic  in  conspectum 
producimus,  brevitatis  gratia  elementum  quartum  quod  semper  subintelligitur  —x 
omittentes,  functionemque  primariam  simpliciter  per  F denotantes. 

[1]  o ==(?—  2a  — (6 — a)x)F+a(l — x)F(a+l,6,y) — (y  — a)F(a — l,6,y) 

[2]  0 = (6— c)F+a  F(a+1 , 6,  y)  — 6 F(a,  6 + 1 , y) 

[3]  0 = (y — a — 6)F+a(l — x)F{a+l,6,y) — (y  — d)F[a,6 — l,y) 

{4]  0 = y(a  — (y — 6)x)F — ay(l — x)F,a+l,6,  y)  + (y — a)(  y — 6}  F(a,  6,  y-(- 1 ) 

[5]  0 = (y  — « — l)F+«F(a+l,6,y)  — (y  — l)F{a,6,y  — 1) 

[6]  0 = (y  — a — 6)F — (y — a)F[a — I , (J,  y)  + 6 (t — x)F(a,  6+1,  y) 

[7]  0 = (6— a)[(l— x}F— (y  — a)F(a  — 1,6,  y)+(y  — 6)F(a,  6 — l,y) 

[8]  0 = y (1  — x)  F—  y F(a  — 1 . 6,  y)  + {y  — 6).r  F(a,  6,  y+ 1) 

[9]  0 = (a — 1 — (y — 6 — l)x)F+(y — a)Fla — 1,6,  y) — (y — 1}(1 — x)F(a,6,y — I) 

[10]  0 = (y  — 2 6 + (6  — a)x) F+  6 ( 1 — x)  F(a,  6+1 , y)  — (y  — 6}  F(a,  6 — 1,  y) 

[11]  0 — y (6  — (y  — a)x) F — 6y (1  — x) F(a,  6+ 1 , y)  — (y  — a)  {y — 6)  F(a, 6,  y +1) 

[12]  0 = (y  — 6 — l)F+6F(a,  6 + 1,  y)  — (y  — 1 )F(a.  6,  y — 1) 

[13]  o = y(l — x)F — y F{«,6  — 1 , y)  — (y — a}rF(a,S,y+l) 

[14]  0 -=  (6 — 1 — (y — a — 1]x)F+(y — 6)F[a,6— l,y)— (y— l)(t — x)F(a,  6.  y— 1) 

[15]  0 = y(y  — 1 — (2y  — a — 6 — l)x)F+(y  — o)(y  — 6)xF(a, 6, y+1) 

— 7(7  — !){»—■ *)F(a,6,y  — I) 


8. 

Ecce  iam  demonstrationem  harum  formularum.  Statuendo 

(s  + 1)(»  -H  3) . . . (g  -1-  m — 0 4- 1) (t  + s — 3)  ||£ 

I • 3.3 m • rtl  + O (T  + «— 0 
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' 1 -T  ' 

erit  coSfficiens  potestatis  xm 

in  F a((5  + m — 1)3/ 

in  F(a,  6 — l.y)  . . a (6 — 1)3/ 
in  F[a-\-l,6,j)  . . ( — l)3f 
m F{at  6,  y — 1)  . . - 

coffficiens  autem  potestatis  in  ,F(a -f-l,  6. y),  seu  cotifficiens  potestatis  x”1 

in  xjF(a-j-t,  6,  y} 

= m(y-|-»i — l)ilf 

Ilinc  statim  demanat  veritas  formularum  5 et  3 ; permutando  a cum  6,  oritur 
cx  5 formula  12,  atque  ex  his  duabus  per  eliminationem  2.  Perinde  per  ean- 
dem permutationem  ex  3 oritur  6;  ex  6 et  12  combinatis  oritur  9,  hinc  per 
permutationem  14,  quibus  combinatis  habetur  7;  denique  ex  2 et  6 eruitur  1, 
atque  hinc  permutando  1 0.  Formula  8 simili  modo  ut  supra  formulae  5 et  3, 
e consideratione  coeflicieiitium  derivari  potest  (codemque  modo,  si  placeret,  omnes 
1 5 formulae  erui  possent) , vel  elegantius  ex  iam  notis  sequenti  modo.  Mutando 
in  formula  5 elementum  a in  a — 1,  atque  y in  y-f-l,  prodit 

0 = (y— a+tji^a— l,  6, 7+1)  +<«—!)  F[a,  6,7+1)— y J^a  — 1,6,7) 

Mutando  vero  in  formula  9 tantummodo  y in  y + l,  fit 

0 = (a — 1 — (y — f i)x)F[a,  6,  y— {— t)— |— (y — a+l)i*)a — 1,6,  y+l) — y(l — x)F{a,C,y) 

E subtractione  harum  formularum  statim  oritur  8,  atque  hinc  per  permu- 
tationem 13.  Ex  I et  8 prodit  4,  hineque  permutando  11.  Denique  ex  8 et  9 
deducitur  15. 


9. 

Si  a' — a,  6' — 6,  y' — y,  nec  non  a — a,  6" — 6.  y" — y sunt  numeri  in- 
tegri (positivi  scu  negativi),  a functione  F(a,  6,  y)  ad  functionem  F(<x\  6",  y). 
et  perinde  ab  hac  usque  ad  functionem  F[a”,  6",  y")  transire  licet  per  seriem  si- 
milium functionum,  ita  ut  quaelibet  contigua  sit  antecedenti  et  consequenti,  mu- 
tando scilicet  primo  elementum  unum  e.g.  a continuo  unitate,  donec  a F(a,  6,  y) 
perventum  sit  ad  F(a,  6,  y),  dein  mutando  elementum  secundum,  donec  perven- 
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tum  sit  ad  F(a\  6',  y),  denique  mutando  elementum  tertium,  donec  perventum  sit 
ad  F[a,  6',  y'),  et  perinde  ab  hac  usque  ad  F(a",  6",  y").  Quum  itaque  per  art.  7 
habeantur  aequationes  lineares  inter  functionem  primam,  secundam  atque  tertiam, 
et  generaliter  inter  ternas  quascunque  consequentes  huius  seriei,  facile  perspici- 
tur, hinc  per  eliminationem  deduci  posse  aequationem  linearem  inter  functiones 
F(a,  d,  y),  F(a‘,  d',  y'),  F(a”,  6”,  y").  ita  ut  generaliter  loquendo  e duabus  functio- 
nibus , quorum  tria  elementa  prima  numeris  integris  differunt , quamlibet  aliam 
functionem  eadem  proprietate  gaudentem  derivare  liceat,  siquidem  elementum 
quartum  idem  maneat.  Ceterum  hic  nobis  sufficit , hanc  veritatem  insignem  ge- 
neraliter stabilivisse , neque  liic  compendiis  immoramur , per  quae  operationes  ad 
hunc  finem  necessariae  quam  brevissimae  reddantur. 

10. 

Propositae  sint  e.  g.  functiones 

F[a,  d,  y),  F{a  -(-  1 , d 4 1,  y -f-  1 ),  F(«4-2,  d-f-2,  y-f-  2) 

inter  quas  aequationem  linearem  invenire  oporteat.  Iungamus  ipsas  per  functio- 
nes contiguas  sequenti  modo : 

F(a,  d,  y)  = F 
F(a+l,6,r)  = F' 

F(a-j- 1,  6+1,  y)  = F " 

JF(a  + l,«+l.y-M)  = ■*’*’ 

F(a-f2,  6-4-1,  y-|- 1)  = F” 

F(a-f- 2,64-2,  y-fl)  = F*” 

F(a4-2,  d-f-2,  y-f-2)  = F“” 

Habemus  itaque  quinque  aequationes  lineares  {e  formulis  6,  13,  5 art.  7); 

l.  0 = {y  — a — t)F — (y — a — 1 — 6)F' — 6(1  — j;)F" 

II.  0 = yF' — y(l — x)F" — (y  — a — 1)*F" 

m.  0 = yF'-(y-a-l)r— (a4l)F’' 

IV.  0 = (y  — a — 1 ) Fm — {y — a — 2 — 6)  F"” — (6  -j- 1 ) (1 — *)  F"m 

V. ’  0 = (y-J-lJF1" — (y+l)(l — x)Fmr — (y — a — l)j?F”“” 

Ex  I et  II  prodit,  eliminando  F 
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VI.  0 = yF—  y(l  — x)F"—  (y— a— 6 — 1)*F" 

Hinc  atque  ex  ni,  eliminando  F" 

VII.  0 = yF— {y  — a— 1 — g.rJF”— (a  + i){l— x)F"" 

Porro  ex  IV  atque  'V,  eliminando  F'"" 

'III.  0 = (y+l)F"— (y+l)F~+(g+l)j:F*” 

Hinc  atque  ex  VII,  eliminando  F'” , 

IX.  0=T(y+1)F-(y  + l)(y-(a+6+l).r)F"~(a+l)(6+l).r(l-*)F”~' 

11. 

Si  omnes  relationes  inter  ternas  functiones  F(a.  6,  y),  FTa+X,  fi+p,  y+v), 
F{a+X',  6+p',  y+v),  in  quibus  X,  ji,  v,  X',  p,  v'  vel  =0  vel  =- +1  Tel  = — I, 
exhaurire  vellemus,  formularum  multitudo  usque  ad  325  ascenderet.  Haud  in- 
utilis foret  talis  collectio,  saltem  simpliciorum  ex  his  formulis : hoc  vero  loco  suf- 
ficiat , paucas  tantummodo  apposuisse , quas  vel  ex  formulis  art.  7 , vel  si  magis 
placet,  simili  modo  ut  duae  priores  ex  illis  in  art.  S erutae  sunt,  quivis  nullo 
negotio  sibi  demonstrare  poterit. 

[16]  F(a.  6. 7)  - F(«,  6,  y-!}  = -^F{a+1,  «+l,  7+1) 

[17]  F(a,6+l,y)-F(a,g,y)=  yF(a+l,«+l,y+l)f 

[18]  F(a-}-l, 6,7) — F{a,6,y)  = yF(a  + l,  6+1»  1+1) 

[19]  FM+l,  7 + i)  — F(«,«,y)  = ’Jf=9fF[a+ 1,  6+l,y+2) 

[20]  F(a+l,6,y+1)-F(a.g,y)  = fc^F(a  + l,6+l,y  + 2) 

[21]  F(a-t.g+l,T)-F(a,6,y)  = <-i=^fF(a,6+l,T+t) 

[22]  F(a  + l,6-l,y)  — F{a.S,y)  = !i^^F(a+l,6,y  + l) 

[23]  F(a— 1,6  + t.y)  — F(a+1,  6 — 1, 7)  = fc^F(a+1,6+l.y+l) 


~‘J. ~ 
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SECTIO  SECUNDA . 
Fractione  t continua e. 


Designando 


lit 


12. 


J'(».«+J-7+,.*) 
^(«i  t.  T'  *) 


per  G (a,  6,  7,  x) 


= = C(6.a.r,x) 


et  proin , dividendo  aequationem  1 9 per 

. ■ »(r— «) 

«(».«.7.0  7(7+0 


F(a,  6+1, y+i,*), 
rG(8+l,a,  7+1  >#) 


sive 


[241,  G{a,  6.  y,x) 

et  quum  perinde  fiat 

G{6+l,a.7-f  1,*)  = 


(t  — 6) 
'7(7+0 


*<?(!+  1, a, T+l,*) 


I 


(«+0(7  + <— ») 
(7  + 0(7  + *) 


«ff(«+l,  6 + ,,  7 + J,*) 


etc. , resultabit  pro  G(a,  6,  7,  x)  fractio  continua 


[25] 


ubi 


J*[«.  <+1,7+1, «)  I 

/■(o,  t.j[i)  7 


ax 


1 


bx 


1 


dx 

1 — etc. 


a 

c 

e 


»(7~«) 

7(7+ 0 

(«+0(7+,-«) 

(l  + O (7  + 0 
(»  + 0(7+*-«) 

(7  + 0(7  + *) 


1 («+0(t+,— 0 

(r +*)  (t+ *) 

, I _ (t  + l)(T  + »-«l 
(7  + 0(7+ 0 
(«+0(7  + »~») 
(7  + 0(7+*) 


etc. , cuius  lex  progressionis  obvia  est. 

Poito  ex  aequationibus  17,  18,  21,  22  sequitur 
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[26] 

;>,«+!, t,*)  _ 

1 

e,  T.  *)  ~ 

<?(*  + !#  ®,T, x) 

[27] 

i 

Z(«, «,  T.  ■*)  , 

““  <*(«+!>  7-*) 

[28] 

jP( a — 1,  6 +1,  7,  x) 

t 

F{«.«.T.*)  — , 

[29] 

F(«  + I.  <— I.T.») 

1 

>'(a,S,T,x) 

unde,  substitutis  pro  functione  G eius  valoribus  in  fractionibus  continuis,  totidem 
fractiones  continuae  novae  prodeunt. 

Ceterum  sponte  patet,  fractionem  continuam  in  formula  25  abrumpi,  si  e 
numeris  a,  t»,  y — a,  y — 6 aliquis  fuerit  integer  negativus , alioquin  vero  in  in- 
finitum excurrere. 


13. 

Fractiones  continuae  in  art.  praec.  erutae  maximi  sunt  momenti,  asscrique 
potest , vix  ullas  fractiones  continuas  secundum  legem  obviam  progredientes  ab 
analystis  hactenus  erutas  esse,  quae  sub  nostris  tamquam  casus  speciales  non  sint 
contentae.  Imprimis  memorabilis  est  casus  is,  ubi  in  formula  25  statuitur  6 = 0. 
unde  F(a,G,  y,x)  = 1,  adeoque,  scribendo  y — 1 pro  y 


[30] 


ubi 


1 + ■ V+  etc. 

' r 'tit+O  1 t(t+0(t  + »)  1 


I— ■ 


bx 


dx 

l — etc. 


a = 


a 

T 


, _ («+0T 

~ (T+0(T  + ») 


d = 


+ «) 


. («+»)(T+0  f l(r + !—<■) 

(l+»)(T+i)  ' (t+0(t  + 4) 

etc. 
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14. 


Operae  pretium  erit,  quosdam  casus  speciales  huc  adseripsisse.  Ex  formula 
I art.  5 sequitur , statuendo  t = 1 , 6=1 


Ul] 


(•  + “)"  = — Tii 


14 


i 


, j ■> 

1 4» + 2), 


l-f-  Ctc. 


[32] 


E formulis  VI,  VII  art.  5 sequitur 

t 


log(i4-<)  = — 


»4- 


1+  — 


A< 


14- 


A< 


1-j-  etc. 


[33] 


log|±j  = 


1« 


1 — — 


1— - 


l — 


1 — etc. 


Mutando  liic  signa  — in  -(-  prodit  fractio  continua  pro  arc.  tang  t. 
1’orro  habemus 


[34] 


J = *- 


i' 


! + 


. A< 

1 — etc. 
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[35] 


C1HCA  SKlilEM  INFINITAM  I -f-  - — X 4-  ETC. 

'r  1 

funtcout 


— smt’ 
3.5 


- sin  P 


1 — etc. 


Statuendo  a = 3,  y = } , e formula  30  sponte  sequitur  fractio  continua 
in  Theoria  motus  corporum  coelestium  art.  90  proposita.  Ibidem  duae  aliae  fractio- 
nes continuae  prolatae  sunt,  quarum  evolutionem  haccc  occasione  supplere  visum 
est.  Statuendo 


Q=  i- 


s. « 


1 . 4 

J 

9.11 


. 7 . 10 

t X etc. 

11.13 


fit  1.  c.  ,r — t 


31  Q 


— — — , adeoque 

Q+k* 


4 = 


Q4--I 

35 


quae  est  formula  prior:  posterior  sequenti  modo  eruitur.  Statuendo 


1 . 4 

R = l— 7*J 


5.1» 

«.II 


1- 


3.6 

11.13 


, 7.10 

I — — • x ctc. 
13.13 


erit  per  formulam  25 

^ = 0(1,  f . i . *} . atque  ^ = G(f . — i . 

Hinc 


IS 
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/JFil.M.j)  — F(i,  f.f,*) 

QF(|.  i,  f.a)  = F fi,— i,  l.jr) 


sive  permutando  elementum  primum  eum  secundo 

«W.i.M  =F{—  i.f.f.*) 


Sed  per  aequationem  2 1 habemus 


F(— +.f.  **}— 

unde  fit  Q — Ii — jx,  quo  valore  in  formula  supra  data  substituto  prodit 

e _*££_ 

% — JJ-ha 

quae  est  formula  posterior. 

Statuendo  in  formula  30,  a = ^,  x — — ynt,  fit  pro  valore  infinite 
magno  ipsius  y 

[30]  F(”,l,y, — yn/)  = 1 — -\-n)tt  — m(/»+n}(m+ 2n)#s+ etc. 


i 


» + 


(m  + w)t 
1 + — 

« + 


(w  + 2n)t 
1 +int  ctc. 


SECTIO  TERTIA. 

De  a amnia  seriei  nostrae  statuendo  elementum  quartum  = ir  ubi  simul  quoniam  aliae  /unet tonet 
transscendenUs  discutiuntur . 

15. 

Quoties  elementa  a.  6,  y omnia  sunt  quantitates  positivae , omnes  coeffi- 
cientes  jxj testatum  clementi  quarti  x positivi  evadunt:  quoties  vero  ex  illis  ele- 
mentis unum  alterumve  negativum  est,  saltem  inde  ab  aliqua  potestate  arm  omnes 
coiifficientes  eodem  signo  affecti  erunt,  si  modo  m accipitur  maior  quam  valor  ab- 
solutus elementi  negativi  maximi.  Porro  hinc  sponte  palet . seriei  summam  pro 
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x — 1 finitam  esse  non  posse,  nisi  cotlfficientes  saltem  post  certum  terminum  in 
infinitum  decrescant,  vel,  ut  secundum  morem  analystamm  loquamur,  nisi  coeffi- 
ciens  termini  .i<3°  sit  = 0.  Ostendemus  autem,  et  quidem,  in  gratiam  eorum, 
qui  methodis  rigorosis  antiquorum  geometrarum  favent,  omni  rigore, 

primo,  coOfficientes  (siquidem  serica  uon  abrumpatur),  in  infinitum  crescere, 
quoties  fuerit  a-f-d — y — I quantitas  positiva. 

secundo,  coefficicntes  versus  limitem  finitum  continuo  convergere , quoties 
fuerit  a + S — y — 1 = 0. 

tertio,  coEfficientes  in  infinitum  decrescere,  quoties  fuerit  a-f-6 — y — t 
quantitas  negativa. 

quarto,  summam  seriei  nostrae  pro  x — t,  non  obstante  convergentia  in 
casu  tertio,  infinitam  esse,  quoties  fuerit  ci  — f- f>  — y quantitas  positiva  vel  ;=  0. 

quinto,  summam  vero  finitam  esse,  quoties  a-j-S  — y fuerit  quantitas  ne- 
gativa. 


16. 

Hanc  disquisitionem  generalius  adaptabimus  seriei  infinitae  M,  M',  M",  Af”ctc. 
ita  formatae,  ut  quotientes  p,  etc.  resp.  sint  valores  fractionis 

d + Ad-'+  gd-+Cd—  + elc. 
t 1 + «I1-'  + 4-  et1-’  + ole. 

pro  t — m,  t = »i  + l,  t =.  m-\-  2 etc.  Brevitatis  caussa  huius  fractionis  nu- 
meratorem per  P,  deno  minatorem  per  p denotabimus:  praeterea  supponemus, 
P,  p non  esse  identicas,  sive  differentias  A — a.  B — b,  C — c etc.  non  omnes 
simul  evanescere. 

I.  Quoties  e differentiis  .1  — a,  B — b,  C — c etc.  prima  quae  non  evanes- 
cit est  positiva,  assignari  poterit  limes  aliquis  l.  quem  simulae  egressus  est  valor 
ipsius  t,  valores  functionum  P et  p certo  semper  evadent  positivi,  atque  P~^>p. 
Manifestum  est,  hoc  evenire,  si  pro  / accipiatur  radix  maxima  realis  aequatio- 
nis p[P — p)  = 0;  si  vero  haec  aequatio  nullius  omnino  radices  reales  habeat, 
proprietatem  illam  pro  omnibus  vnloribus  ipsius  t locum  habere.  Quapropter  in 
serie  )^T,  \p;  etc.  saltem  post  certum  intervallum  (si  non  ab  initio)  omnes  ter- 
mini erunt  |>ositivi  atque  maiores  unitate;  quodsi  itaque  nullus  neque  = 0 ne- 
que infinite  magnus  evadit,  perspicuum  est, 
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seriem  M,  M' , 31",  31"  etc.  st  non  ab  initio  tamen  post  certum  intervallum 
omnes  suos  terminos  eodem  signo  affectos  continuoque  crescentes  habituram  esse. 

Eadem  ratione,  si  c differentiis  A — a,  Ii — b,  C — c etc.  prima  quae  non 
evanescit  est  negativa,  series  M,  31' , M",  Mmetc.  si  non  ab  initio  tamen  post 
certum  intervallum  omnes  suos  terminos  eodem  signo  affectos  continuoque  de- 
crescentes habebit. 

II.  Si  iam  coefficientes  .-i,  a sunt  inaequales,  termini  seriei  M,  M\  M",  M" 
etc.  ultra  omnes  limites  sive  in  infinitum  vel  crescent  vel  decrescent,  prout  diffe- 
rentia A — a est  positiva  vel  negativa:  hoc  ita  demonstramus.  Si  A — a est 
quantitas 
turque 


titas  positiva,  accipiatur  numerus  integer  A ita,  ut  fiat  A (A — a}>  I,  statua- 

M‘  M1  V’  X"1  »t»  JT*  ,, 

ic  — — A,  — — — - N , — — = A . — — = A etc.,  nec  non  //  — Q. 

m ' m + l ro  + 2 m + 3 


(f+llp*  — q.  Tunc  patet,  y,  yjt  y„-  etc.  esse  valores  fractionis  ^ ponendo 
f = m.  t — m-f-1 , /«  + 2 etc.,  ipsas  Q,  q vero  esse  functiones  algcbraicas 

formae  huius 


Q = <x*+,  + AA<x*  + etc. 
q = f**+,  + (Aa+ 1)<>'*  + etc. 


Quare  quum  per  hyp.  differentia  A.t  — (Ao  + I)  sit  quantitas  positiva,  ter- 
mini seriei  N,  N\  N",  Nm  etc.  si  non  ab  initio  tamen  jwst  certum  iuterval- 
lum  continuo  crescent  (peri);  hinc  termini  seriei  m ,V,  (m + 1 ) A”,  {m 2) N", 
(m -j- 3) N”  etc.  necessario  ultra  omnes  limites  crescent,  et  proin  etiam  termini 
seriei  M.  M\  M",  3/ “etc.,  quipj>e  quorum  potestates  exponente  A illis  sunt  ae- 
quales. Q.E.  P. 

Si  A — a est  quantitas  negativa,  accipere  oportet  integrum  A ita,  ut 
h!a — A)  fiat  maior  quam  1,  unde  per  ratiocinia  similia  termini  seriei 

«i3f*  (m+l)Jf*,  («1+2)31"*,  (m  + :i)3f“*  etc. 

post  certum  intervallum  continuo  decrescent.  Quamobrern  termini  seriei  3/*. 
SI’\  M "k  etc.  ndcoque  etiam  termini  huius  M,  M\  31",  J/"'etc.  necessario  in 
infinitum  decrescent.  Q.  E.  8. 

III.  Si  vero  coefficientes  primi  A , a sunt  aequales,  termini  seriei 
31,  M\  M",  31“  etc.  versus  limitem  finitum  continuo  convergent,  quod  ita  de- 
monstramus. Supponamus  primo,  terminos  seriei  post  certum  intervallum  con- 
tinuo crescere , sive  e differentiis  B — b.  C — c ctc.  primam  quae  non  evanescat 
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1+frI,l’+  ETC- 


esse  positivam.  .Sit  A integer  talis,  ut  A + 6 — B tiat  quantitas  positiva,  sta- 
tuamusque 


ete. 


atque  {tt — 1}*P  = Q.  fkp  z=r.  q,  ita  ut  yr  etc.  sint  valores  fractionis  'f 
ponendo  / = m.  t = m-f-t  etc.  Quum  itaque  habeatur 


Q = <*+**  -f-  A + (B— A)  etc. 

q — etc 

atque  per  hyp.  B — A — b sit  quautitas  negativa,  termini  seriei  N,  A”,  aV”,  A”"  etc. 
post  certum  saltem  intervallum  continuo  decrescent,  adeoque  termini  seriei 
3/,  M\  31",  M etc.,  qui  illis  resp.  semper  sunt  minores,  dum  continuo  crescunt, 
tantummodo  versus  limitem  finitum  convergere  possunt.  Q.  E.  P. 

Si  termini  seriei  M.  31',  31",  31  "etc.  post  certum  intervallum  continuo 
decrescunt,  accipere  oportet  pro  A iutegrum  talem , ut  h-\-B — b sit  quantitas 
positiva,  evinceturque  per  ratiocinia  prorsus  similia,  terminos  seriei 


xm  +1 1 ' iwt+  2 


etc. 


post  certum  intervallum  continuo  crescere,  unde  termini  seriei  31,  31',  31” etc.. 
qui  illis  resp.  semper  sunt  maiores,  dum  continuo  decrescunt,  necessario  tantum- 
modo versus  limitem  finitum  decrescere  possunt.  Q.  E.  S. 

IV.  Denique  quod  attinet  ad  summam  seriei , cuius  termini  sunt  31,  31', 
31".  31 ”etc.,  in  casu  eo,  ubi  hi  iu  infinitum  decrescunt,  supponamus  primo,  .1 — u 
cadere  inter  0 et  — 1,  sive  .-l+l — a esse  vel  quantitatem  positivam  vel  — 0. 
Sit  h integer  positivus,  arbitrarius  in  casu  eo,  ubi  — a est  quantitas  posi- 

tiva, vel  talis  qui  reddat  quantitatem  A — f- m — f- --1  — (—  P? — b positivam  in  casu  co 
ubi  .d-f-1 — a — 0.  Tunc  erit 

P(,_  (»,4- *__!))  — .4,(m+A  — t))^-'  etc. 

p{t — 'ia-f- A))  = -j-  (a — m — A) — |—  (6 — flfm  + A))r,'~’  etc. 


ubi  vel  .1+1  — m — A — {o — m — A)  erit  quantitas  positiva,  vel,  si  haec  fit  =0, 
saltem  B — A (m  -f-  A — I ) — (A  — a (m  + A))  positiva  erit.  Hinc  (per  i)  pro  quan- 
titate I assiguari  poterit  valor  aliquis  l , quem  simulae  transgressa  est,  valores 
fractionis  - *emPer  fient  positivi  atque  unitate  maiores.  Sit  n integer 
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maior  quam  l simulque  maior  quam  /»,  sintque  termini  seriei  M,  M',  M",  M‘"e tc. 
qui  respondent  valoribus  f = m + «,  t — 1,  t — m+»»  + 2 etc.,  hi 

y,  N',  N",  A""  etc.  Erunt  itaque 

(»  + 1 — A)  .V'  (n  + 1 — »).V 

(n  — A).V  • (n+l  — V.V  * 


{»+1—  A).V" 
{»-1-2 — k.-V 


etc. 


quantitates  positivae  unitate  maiores,  unde 

at— («— *)-V 

^ ->»+2 —A’ 


A,,  (»--*vy 

1 -»  + 1 


j-»,.-  (»  — A)  A' 


r> 


» + 1—  A 


ctc. 


adeoque  summa  seriei  A:+  A”+  AT+  AT"+  ctc.  maior  summa  seriei 
in  — h)N(  — . + -rf-i  -f-  . + ctc.') 

! n — A 1 »4-1 — A 1 »4-2  — h 1 »4-3 — A 1 


quotcunque  termini  colligantur.  Sed  posterior  series,  crescente  terminorum  nu- 
mero in  infinitum,  omnes  limites  egreditur,  quum  summa  serici  1 + 14-  J + 1 + ete. 
quam  infinitam  esse  constat  etiam  infinita  maneat,  si  ab  initio  termini  I + 1 + 4 +etc. 
+ +TT-T*  rescindantur.  Quare  summa  serici  iY+AT'+A’"+.Y'”+  etc..  adeo- 
que etiam  summa  huius  J/+3/'+„l/"+3F"+ etc. . cuius  pars  est  illa,  ultra 
omnes  limites  crescit. 

X.  Quoties  autem  A — a est  quantitas  negativa  absolute  maior  quam  uni- 
tas, summa  seriei  -V+ 3/'+ 3/'+ 4/'"+  etc.  in  infinitum  continuatae  certo 
erit  finita.  Sit  enim  h quantitas  positiva  minor  quam  a — A — 1,  demonstrubi- 
turque  per  ratiocinia  similia,  assignari  posse  valorem  aliquem  l quantitatis  t, 
ultra  quem  fractio  p,jz2),—)  semper  adipiscatur  valores  positivos  unitate  mino- 
res. Quodsi  iam  pro  n accipitur  numerus  integer  ipsis  l,  m,  A + l maior,  ter- 
minique seriei  M,  M',  M",  3f”etc.,  valoribus  t = n,  t = n + 1 , f=n+2ctc. 
respondentes , designantur  per  N,  A”,  N"  etc. , erit 

A”<!+±zi.  N.  etc. 

^ n ^ n(«4->) 

adeoque  summa  seriei  A'+  A"+AT"+  etc.,  quotcunque  termini  colligantur,  mi- 
nor producto  ex  Ar  in  summam  totidem  terminorum  seriei 

. i n— h— l , (»  — A— 1)(«  — A)  , (»  — A — i) {»  — A)(«— A-h) 

' « -v-  »(»+!)  ‘ ' »{»  + l)'n  + 2) 

Huius  vero  summa  pro  ({uolibet  terminorum  numero  facile  assignari  potest;  est 
scilicet 


terminus  primus 


n — i /i  — fi  — 1 

"1  A 
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summa  duorum  terminorum  = m~ ' 
summa  trium  terminorum  — ^ 

et  quum  pars  altera  (per  II)  formet  seriem  ultra  omnes  limites  decrescentem, 
summa  illa  in  infinitum  continuata  statui  debet  = Ilinc  N"  ctc. 

in  infinitum  continuata  sernper  ijfcuebit  minor  quam  *-  "A  etproin 
etc.  certo  ad  summam  finitam  converget.  Q.  E.  D. 

VI.  Ut  ea,  quae  generaliter  de  serie  M,  M\  M"etc.  demonstravimus,  ad 
coCtficientcs  potestatum  F",  x"1*'2  etc.  in  serie  F(a,6,  y.x),  applicentur, 

statuere  oportebit  1=2,  A = a -f- 1»,  B — aJi,  a — y + l . b = y,  unde  quin- 
que assertiones  in  art.  pracc.  propositae  sponte  demanant. 


'n  — A — l)  (n  — h) 

An 

(M-A-I)(«-A)(n-A+I) 

A n (»  + 1)  1 


17. 

Disquisitio  itaque  de  indole  summne  seriei  F{a,  S,  y,  1)  natura  sua  restrin- 
gitur ad  casum , quo  y — a — G est  quantitas  positiva,  ubi  illa  summa  semper 
exhibet  quantitatem  finitam.  Praemittimus  autem  observationem  sequentem.  Si 
coMicientes  seriei  I — n ,r  — f-  6 J..r  — (—  c — f—  etc.  = S'  inde  a certo  termino  ultra 
omnes  limites  decrescunt , productum 

(I — x)S  = l~Ha  — 1 ) .r  — {- (6 — <i).r.r-f-(c  — 6) jr3  — f-  etc. 


pro  x — 1 statuere  ojiortet  = 0 , etiamsi  sumina  ipsius  seriei  S infinite  magna 
evadat.  Quoniam  enim  collectis  duobus  terminis  summa  fit  — a.  collectis  tri- 
bus = 6,  collectis  quatuor  = e etc. , limes  summae  in  infinitum  continuatae 
est  — 0.  Quoties  itaque  y — a — fi  est  quantitas  positiva,  statuere  oportet 
(1 — x)  F(a,  6,  y — 1 ,x)  — 0 pro  x = 1 , unde  per  aequationem  1 5 art.  7 habebimus 


0 = y(a-t-6— y) ,F{a,  G,y,  l)  + (y  — a)(y—  6)F(a, G.y+l.  1),  sive 

[37]  Ji’{a.g,y.l)  = &^^F(a.g.y-M.I) 

Quare  quum  perinde  fiat 

JXa.fi.y-H.  0 = J^g±i=JjT[B.«.7+*.  *) 

F(«.g.r+2,t)  =|±^±^^(a,S,y  + 3.t) 

et  sic  porro,  erit  generaliter , k denotante  integrum  positivum  quemcunque 
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disquisitiones  generales 


F(a.1i,  7, 1)  aequalis  producto  ex  F[a,  k,  1) 

in  (7 — °)  (Y  + 1 — a)  (7 + 2 — a) (r+*—  I —«) 

in  (T  — 6)(y+l  — tJ)(y4-2  — g) (7  + *—  1 — 6) 

diviso  per  productum 

e*  7(7+l)(7+2).-..(r+*->) 

in  '7  — a — 61(7+1  — a — 6}(7  + 2 — « — II) . . . (7+* — I — a — 6) 


[381 


18. 

Introducamus  abhinc  sequentem  notationem  : 

. 1 . 1 * 


H(M  = 


(t+l)(£+j)(«+j)....(l+A) 


ubi  k natura  sua  subintelligitur  designare  integrum  positivum , qua  restrictione 
II(*,z)  exhibet  functionem  duarum  quantitatum  k,  z prorsus  determinatam.  Hoc 
modo  facile  intelligetur,  theorema  in  fine  art.  praec.  propositum  ita  exhiberi  posse 


[391 


F(a,6.7.  t) - «.7+*.  •) 


19. 

Operae  pretium  erit,  indolem  functionis  Ii(A\z)  accuratius  perpendere. 
Quoties  : est  integer  negativus , functio  manifesto  valorem  infinite  magnum  ob- 
tinet, simulae  ipsi  k tribuitur  valor  satis  magnus.  Pro  valoribus  integris 
ipsius  r non  negativis  autem  habemus 


etc.  sive  generaliter 


II  (M)  = 1 
H(*.  I)  = -4 

>+T 


n {k,  2)  = 
n(A,  3)  = 


1 . 1 

(i+j)(,+|i 

1.1.3 


[40] 


n(M  = 


I . 1 , 3 X 
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1 I -I  ' 

(icncralitcr  autem  pro  quotis  vnlore  ipsius  z habemus 


[42] 


= WiK.s) 


I =4  > 


h*'t-  I 


adeoque,  quum  II  (1  ,z)  = , 

r 1 . I J***  I**'  i**- 

1,1  IIIA-.S  _ ,“+,  J«(:1  + t) 'JM*  + «)  (*  — !)*(*  -»-=) 


20. 

Imprimis  vero  attentione  dignus  est  limes , ad  quem  pro  valore  dato  ipsius 
z functio  1 1 [k.  z)  continuo  converget . dum  k in  infinitum  crescit.  Sit  primo  h 
volor  finitus  ipsius  k maior  quam  z , patetque,  si  k transire  supponatur  cx  h in 
A— (—  1 , logarithmum  ipsius  1 1 {k,  z)  accipere  incrementum,  quod  per  seriem  con- 
vergentem sequentem  exprimatur 


«0  + 0. 


«(!-««)  , ip+t») 


»(A+1)’~  *(A+0* 


• etc. 


Si  itaque  k e valore  h transit  in  logarithmus  ipsius  11  (k, z)  accipiet  in- 

crementum 


5 * 0 + s)  ((X4iy.  + (T-i-q*  + (T+  i><  + etc'  + 

-r  i ~ V 1 **)  (*  + ,)•  + (A  + l)*"^  (A  + i)*-^  CtC  ■+■  (*  + «)■' 

+ **(!+**)  +(TT  + (A?  W' + etc  +(XT«r*) 

+ etc. 


quod  semper  finitum  manere,  etiamsi  n in  infinitum  crescat , facile  demonstrari 
potest.  Quare  nisi  iam  in  II  (A, z)  factor  infinitus  affuerit . i.  e nisi  z sit  nume- 
rus iuteger  negativus,  Umes  ipsius  1 1 {k, z)  pro  k — oo  certo  erit  quantitas  fi- 
nita. Manifesto  itaque  1 1 (oo.  z)  tantummodo  a z pendet,  sive  functionem  ipsius 
z exosse  determinatum  exhibet,  quae  abhinc  simpliciter  jter  Ilz  denotabitur. 
Definimus  itaque  functionem  Ilz  per  valorem  producti 

I . 3 . Z .....  k , k’ 
l*  + l){»+1)(»+»)  ....  (I  +T) 


19 
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pro  k = oo , aut  si  mavis  per  limitem  producti  infiniti 

I !*♦'  »»*< 

«+i  ' + ' »*(»+«)  elc 


21. 

Kx  aequatioue  4 1 statim  sequitur  aequatio  fundamentalis 
[44]  n(s+l)  = (r+l)nr 

unde  generaliter,  designante  n integrum  positivum  qucmcunque 

[•*  5j  n (*+»»)  — (*+!)(*+*)(*+ 3) (*+*)n* 

Pro  valore  integro  negativo  ipsius  z erit  valor  functionis  11;  infinite  magnus;  pro 
valoribus  integris  non  negativis  habemus 

110  ==  1 

11 1 ^ 1 

112  = 2 

n 3 = 6 

II  4 = 24  etc. 

atque  generaliter 

[46]  n*  = 1.2.3 z 

Sed  male  haec  proprietas  functionis  nostrae  tamquam  ipsius  definitio  venditaretur, 
quippe  quae  natura  sua  ad  valores  integros  restringitur,  ct  praeter  functionem 
nostram  infinitis  aliis  (e.  g.  cos2itj.Hr,  cost;*"!!!  etc. , denotante  w semiperi- 
pheriam  circuli,  cuius  radius  = i)  communis  est. 


22. 

Functio  N(Xr,«),  etiamsi  generalior  videatur  quam  lis.  tamen  abhinc  no- 
bis superflua  erit , quum  facile  ad  posteriorem  reducatur.  Colligitur  enim  e com- 
binatione  aequationum  38,  45,  46 


[47] 


n (*.*)== 


‘n(i+D 


Ceterum  nexus  harum  functionum  cum  iis , quas  clar.  Kbamp  facultates  nu- 
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meriaix  nominavit,  per  se  obvius  est  Scilicet  facultas  numerica,  quam  hic  auctor 
per  ahIc  designat,  in  signis  nostris  est 

«(*.--!)  tl(i-l) 

c e 

Sed  consultius  videtur,  functionem  unius  variabilis  in  analysin  introducere,  quam 
functionem  trium  variabilium , praesertim  quum  hanc  ad  illam  reducere  liceat. 


23. 

Continuitas  functionis  Iis  interrumpitur , quoties  ipsius  valor  fit  infinite 
magnus,  i.  e.  pro  valoribus  integris  negativis  ipsius  2.  Erit  itaque  illa  positiva 
as  = — 1 usque  ad  2 = 00,  et  quum  pro  utroque  limite  II 2 obtineat  valorem 
infinite  magnum,  inter  ipsos  dabitur  valor  minimus,  quem  esse  = 0.S85C024 
atque  respondere  valori  2=0,4(516321  invenimus.  Inter  limites  2 = — 1 et 
2 = — 2.  valor  functionis  Il2  fit  negativus,  inter  2 = — 2 atque  2= — 3 
iterum  positivus  et  sic  porro , uti  ex  aequ.  44  sponte  sequitur.  Porro  patet,  si 
omnes  valores  functionis  II2  inter  limites  arbitrarios  unitate  differentes  c.  g.  a 
2=0  usque  ad  2 = t pro  notis  habere  liceat , valorem  functionis  pro  quovis 
alio  valore  reali  ipsius  r adiumento  aequationis  45  facile  inde  deduci  posse.  Ad 
hunc  finem  construximus  tabulam,  ad  calcem  huius  sectionis  annexam,  quae  ad 
figuras  viginti  exhibet  logarithmos  briggicos  functionis  II2,  pro  2=0  usque  ad 
2 = 1 per  singulas  partes  centesimas  summa  cura  computatos , ubi  tamen  mo- 
nendum , figuram  ultimam  vigesimam  interdum  una  duabusve  unitatibus  erro- 
neam esse  posse. 


24. 

Quum  limes  functionis  F{a,H, y+£,  I),  crescente  k in  infinitum,  mani-' 
festo  sit  unitas , aequatio  39  transit  in  hanc 


L48j 


F(a,  6,7,1)  = 


n(T— i),ti(T--n— ;-i) 
I1(T  — a — l).If(T  — «— 1) 


quae  formula  exhibet  solutionem  completam  quaestionis,  quae  obiectum  huius 
sectionis  constituit.  Sponte  hinc  sequuntur  aequationes  elegantes: 

19* 


14K 


DJSQnsITlO.NES  <IF.SKHAI.KS 


49] 

;50’ 

'51' 


F(a,&,  y,  1)  = F( — a,  — 8,  y — a — 8,  1) 
F(a,1i,y,  I ).F( — a,  8,  y — a,  1)  = t 
F(a,  8,  y,  t) . F{a, — 8.  y — 6,  t)  = l 


in  quarum  prima  y,  in  secumla  y — 6,  in  tertia  y — a debet  esse  quantitas  po- 
sitiva. 


25. 

Applicemus  formulam  IS  ad  quasdam  ex  aequationibus  art.  5.  Formula XIII. 
statuendo  t = 90°  = Jit,  fit  Jr  =s  F[ J , },  |,  I),  sive  aequivalet  aequationi 
notae 

-.1.1  . 1.1. s . 1.1. J.i  . 

5 ■ = 1 + iTJ  + nr*  + iTTTT?  + etc- 

Quare  quum  per  formulam  -IS  habeatur  ,F(f,  f,  f,  1)  — n , atque  sit 

Ilo  = 1 , 1 1 J = I II ( — i),  fit  r = (|]( — {])*  sive 

[02]  n(— *)  = v* 

[:.3]  14  = W* 

Formula  XVI  art.  5,  quae  aequivalet  aequationi  notae 

sinwt  = «sin/ ^ ~ sin  r - sin r — etc. 

atque  generaliter  pro  quovis  valorc  ipsius  « locum  habet,  si  modo  t limites 
— 90“  et  4-9°®  non  transgrediatur,  dat  pro  t = j -ic 

sinlf  — ""«"(-t) 

8,11 1 — H(-iM).n4» 

unde  deducitur  formula  elegans 

lltn.Ilf — in)  = . sive  statuendo  n — 2z 

(M.1  II(— r).ll(H-ar)  = ^ 

[«]  ll(-S).n(*_l)  = 5JL. 

nec  non  scribendo  ? + 1 pro  z 

[56]  ll(-f+*).ll(-| -*)  = -£- 
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E combinatione  formulae  54  eum  definitione  functionis  II  sequitur,  -4^- 

^ sin  zr 

esse  limitem  producti  infiniti 

(i  . » . s . i ■ 

(•  — «)(*— «•)(»— «) (kk-it) 

crescente  k in  infinitum,  adeoque 

sinzi:  = «ir(l — rj:;(l — “)(1  — ete.  in  inf. 

similique  modo  ex  50  deducitur 

cosjt:  = (1  — 4ff2)(l—  — ~)  etc.  in  inf. 

formulae  notissimae,  quae  ab  analystis  per  methodos  prorsus  diversas  erui  solent. 


26. 

Designante  n numerum  integrum , valor  expressionis 

ii(i,x-4  ).n(i.:-i) n(*.t-^=4.) 

[I  («1,  n z) 

rite  collectus  invenitur 

(t  ■ i . 3 . . . . *)"  »•* 

K*-’) 

adeoque  a z est  independens,  sive  idem  mauebit,  quicunquc  valor  ipsi  z tribua- 
tur. Exhiberi  poterit  itaque,  quoniam  1 1 [k,  0)  = ll'n  A\  0)  = t.  per  productum 

....  n(*,— "-=4) 

Crescente  igitur  k in  infinitum,  nanciscimur 


n«*ni.ri(s— — ) . n (s — I» 

n n 

II  ns 


Productum  ad  dextram . in  se  ipsum  ordine  factorum  inverso  multiplicatum,  pro- 
ducit, per  form.  55, 


K K t; 


.1  . 1 . :i 

»in  — r mn  — t?  «n  — r. 

n n n 


Unde  habemus  theorema  elegans 


Digitized  by  Google 


150 


DISQUISITIONES  GENERALES 


[57] 


0«* 


V'» 


Integrale  /V'-1  (1 — afydx,  ita  acceptum , ut  evanescat  pro  x = 0 , ex- 
primitur per  seriem  sequentem . siquidem  X,  p sunt  quantitates  positivae : 

A VI'*41  , l(l — A **,.  1 , _U' 

etc-  = F’ 


Hinc  ipsius  valor  pro  x = 1 erit 


n— . ii» 


xn(^+,) 


Ex  hoc  theoremate  omnes  relationes , quas  ill.  Eeleh  olim  multo  labore  evolvit, 
sponte  demanant.  Ita  e.  g.  statuendo 

/d  x a . i*  xxdx  d 

erit  A = — B — -!~^[<(~  = 11  — >),  adeoque  AB  = \ v.  Si- 
mul hinc  sequitur,  quoniam  il  l . II  ( — i)  — — ‘Jv 

14  = Vii*AA) 


Valor  numericus  ipsius  A,  computante Stirling,  habetur  = 1,311 028777 1 4805987, 
valor  ipsius  B,  secundum  eundem  auctorem,  = 0,5990701  173  6779611,  ex 
nostro  calculo,  artificio  peculiari  innixo,  = 0,5990701173  6779610372. 

Generaliter  facile  ostendi  potest , valorem  functionis  Fis,  si  z sit  quanti- 
tas rationalis  = — , denotantibus  m,  p integros,  ex  p — 1 valoribus  determi- 
natis talium  integralium  pro  x = 1 deduci  posse,  et  quidem  permultis  modis 
diversis.  Accipiendo  enim  pro  X numerum  integrum  atque  pro  v fractionem,  cu- 
ius denominator  = p,  valor  illius  integralis  semper  reducitur  ad  tres  II?,  ubi  : 
est  fractio  cum  denominatore  = p;  quodvis  vero  huiusmodi  1 1 z vel  ad  II( — 
vel  ad  H( — -),  vel  ad  1 1 (-■ — — ) etc.  vel  ad  11( — } reduci  potest  per  for- 
mulam 45,  siquidem  z revera  est  fractio ; si  enim  z est  integer,  II z per  se  con- 
stat. Ex  illis  vero  integralium  valoribus,  generaliter  loquendo,  quodvis  11  ( — ), 
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si  m<(t,  per  eliminationem  erili  potest  *).  Quin  adeo  semissis  talium  in  tegra- 
lium  sufficiet,  si  formulam  54  simul  in  auxilium  vocamus.  Ita  e.  g.  statuendo 

=C,  = = E.  f-J1- 

J V(l— *T  J V(i— J V^O-r*)* 

c = i4.n(-+),  d = 5^|),  £ = ^^=i>, 

Hinc  propter  Tl^  = ^1I( — j) , habemus 

t ) = ^DTr'  t)  = Veeff’  t)  = V pi , 

1I(—  i)  = V(6i5CDEF) 

Formulae  54,  55  adhuc  suppeditant 


•in^r’ 


D «in  p 

F «ini* 


ita  ut  duo  integralia  D,  E,  vel  E et  F sufficiant,  ad  omnes  valores  1I( — I), 
1 1 (• — f)  etc.  computandos. 


2S. 
nx.tiv 


Statuendo  y=vx,  atque  p = i,  ^ |p^-+  ^ erit  valor  integralis 

i,  II  itcmiu  ori  «r  u Btvn  valnv  inlnoralic  f. , ^ I 

limites 


-b'** 


y =0  usque  ad  y = v,  sive  valor  integralis  *(  1 — -■)  d^  inter  eosdem 
ites  = = Oilti}  (form.  47),  siquidem  v denotet  integrum.  Iam  cres- 

cente v in  infinitum,  limes  ipsius  1 1 (v, X)  erit  = [IX,  limes  ipsius  (1  — ~) 
autem  e~ *,  denotante  e basin  logarithmorum  hyperbolicorum.  Quamobrem  si 
X est  positiva,  'J-  sive  1I(X — I)  exprimet  integrale  f y‘~'e~ydy  ab  y = 0 us- 
que ad  y — oo,  sive  scribendo  X pro  X — J,  II X est  valor  integralis  f yx y dy 
ab  _y  = 0 usque  ad  y — oo,  si  X— J— 1 est  quantitas  positiva. 

Generalius  statuendo  y = 2* , aX-f-a — 1=6,  transit  fyl  e~ydy  in 
faz^e-'  dr,  quod  itaque  inter  limites  z — 0 atque  s=  oo  sumtum  exprime- 
tur per  n{^-‘  — 1) 


,«+i 


«+i 


Valor  integralis  fz*  e = ds,  a s — 0 usque  ad  z = oo  fit  = 
si  modo  a atque  6+1  sunt  quantitates  positivae  (si  utraque  est  negativa,  in- 

*)  Haec  eliminatio,  ai  pro  quantitatibu»  ipsi*  logarithmos  introducimus,  aequationibus  tantummodo  li- 
nearibus applicanda  erit. 
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tegralc  per {XJ-  exprimetur).  Ito  e.  g.  pro  (J  = 0,  « = 2,  volor  integra- 

lis  fe~adz  invenitur  = II | 

29. 

111.  Kuleb  pro  summa  logarithmorum  log:  1 log  2 — f-  log  3 — |—  ctc.  — 1-  loj; 
eruit  seriem  (*++) log;  —;  J log2ir+r*-  — — ctc. 

ubi  'H  =1 , 9}  = , 5 — ,V  ctc.  sunt  numeri  Heknoclluni.  Per  hanc  itaque 

seriem  exprimitur  logii;;  etiamsi  enim  primo  aspectu  haec  conclusio  ad  valores 
integros  restricta  videatur , tamen  rem  propius  contemplando  invenietur . evolu- 
tionem ab  E clero  adhibitam  (lustit.  Cale.  Diff.  Cap.  vi.  159)  saltem  ad  valores  posi- 
tivos fractos  eodem  iure  applicari  posse,  quo  ad  integros:  supponit  enim  tantum- 
modo, functionem  ipsius  ;,  in  seriem  evolvendam,  esse  talem,  ut  ipsius  dirai- 
uutio,  si  ; transeat  in  z — l,  exhiberi  possit  per  theorema  Taylori,  simulque  ut 
eadem  diminutio  sit  = log;.  Conditio  prior  innititur  continuitati  functionis,  ad- 
empte locum  non  habet  pro  valoribus  negativis  ipsius  z , ad  quos  proin  seriem  il- 
lam extendere  non  licet:  conditio  posterior  autem  functioni  logii;  generaliter 
competit  sine  restrictione  ad  valores  integros  ipsius  ;.  Statuemus  itaque 

[59]  logii;  = (;+}llog;  — ;-M  log  2 r + — jrb  + etc- 


Quum  hinc  quoque  habeatur 


log  112;  = (2;+  j ' log  2;  — 2;  + { log  2n  + — 


* 1 

j.i.w*  ' i.t.jii* 


£CTS?  + etc 


atque  per  formulam  57  , statuendo  n = 2, 


log  11  f; — J-)  ,=  logll2; — logii; — (2;  + I)log2-{-llog2ir.  fit 

ms  , citS: 

i.ilivf  "■  j.s.iim' 


[59]  logII(; — |)  = ;log;— ;-Hlog2n  — ~ 


etc. 


Hae  duae  series  pro  valoribus  magnis  ipsius  ; ab  initio  satis  promte  con- 
vergunt, ita  ut  summam  approximatam  commode  satisque  exacte  colligere  liceat: 
attamen  probe  notandum  est,  pro  quovis  valore  dato  ipsius  ;,  quantumvis  magno, 
praecisionem  limitatam  tantummodo  obtineri  posse,  quum  numeri  Bernoclllaxi 
seriem  hypergeometricam  constituant,  adeoque  series  illae,  si  modo  satis  longe 
extendantur,  certo  e convergentibus  divergentes  evadant.  Ceterum  negari  nequit, 
theoriam  talium  serierum  divergentium  adhuc  quibusdam  difficultatibus  promi,  de 
quibus  forsan  alia  occasione  pluribus  commentabimur. 
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30. 

E formula  38  sequitur 


n(&, e + a)  g + I _ g + » :I  ! 

II  (A,  s)  : + 1 + ® t-f  I + m x + 3 *4*  cu 


* 7.o» 

* + A + « ‘ * 


unde  sumtis  logarithmis , in  series  infinitas  evolutis , prodit 


;80  , log 1 1 (A, Z -\-<n)  — l°g  1 1 (X',  z) 

+ “ {1°8  * - b - «Ti  — rb  - etc.  - ,-^i) 

+ + jsrh? + trb)5  + etc-  + fb?) 

— i"»*  (jT+Tj*  + {•+!)*'  + (i  + j)*  ■+■  etc‘  ■+■  (!  + *)■* 

-f-  etc.  in  inf. 

Series,  hic  in  tu  multiplicata,  quae,  si  magis  placet,  ita  etiam  exhiberi  potest. 

-,-b+ log  2 - rh + 1°p  i - rb  + lo8 » - .b + los  * - ctc-  + l°B  *b  - rb 


e terminorum  multitudine  finita  constat,  crescente  autem  A-  in  infinitum,  ad  li- 
mitem certum  converget,  qui  novam  functionum  transscendentium  speciem  nobis 
sistit,  in  posterum  jier  Tz  denotandam. 

Designando  porro  summas  scrierum  sequentium,  in  infinitum  extensarum. 

(7+0*  “I"  (T+l)*  + (7+lj*  + etc' 

(s+t)’  (T+j)*  “t”  (i  + i?  ctc' 

! i ! i ! i etc 

etc. 

resp.  per  P,  Q,  R etc.  (pro  quibus  signa  functionalia  introducere  minus  neces- 
sarium videtur) . habebimus 

[61]  log  1 1 (—  — u»)  = logllz-l-toVz-l-l-ioniP — i u>*  Q + f io*  R — etc. 


Manifesto  functio  *l'z  erit  functio  derivata  prima  functionis  log 1 1 z,  adeoque 


[62] 

Perinde  erit  P = 

dg  ’ 


(1 II : 

JT 


= ilz.Vz 


« = + 


d"Fi 


etc. 
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31. 

Functio  ¥r  aeque  fere  memorabilis  est  atque  functio  II  r,  quapropter  in- 
signiores relationes  ad  illam  spectantes  hic  colligemus.  E differenti  (itione  aequa- 
tionis 44  fit 


[63] 

unde 

164] 


V(z+1}  = Vz  + 


*+i 


¥ {*+»)  = VZ+-I-7  + + 4-.  + etc.  + 

Huius  adiumeuto  a valoribus  minoribus  ipsius  z ad  maiores  progredi,  vel  a ma- 
ioribus ad  minores  regredi  licet:  pro  valoribus  maioribus  positivis  ipsius  z functio- 
nis valores  numerici  satis  commode  per  formulas  sequentes  e differentiatione  ae- 
quationum 68,  59  oriundas  computantur,  de  quibus  tamen  eadem  sunt  tenenda, 
quae  in  art.  29  circa  fonnuliw  58  et  59  monuimus: 

[65]  Vz  = l«**  + fi-±  + £-£+  etc. 

[66]  ¥(,_*)  = log*+^- ^4-^-  etc. 

Ita  pro  jr=to  computavimus 

?z  = 2,3517525890  66721  10764  743 


unde  regredimur  ad 

1f0  = —0,5772156649  0153286060  653*) 

Pro  valore  integro  positivo  ipsius  z fit  generaliter 

[67]  ¥z  = Vo+l+H-|+etc.  + 1 

Pro  valore  integro  negativo  autem  manifesto  ¥z  fit  quantitas  infinite  magna. 


*)  Quum  hic  vador  inde  a figura  vigesima  discrepet  ab  eo  quem  oomputavit  clar.  Maschkkoiu  in  Adno* 
tat.  ad  Ecuuu  Calculum  Intcpr. , adhortatus  sum  Faiosaicr*  BaaxuAKDtiM  Gotuofbkdw  Nicolai,  iuvenem 
in  calculo  indefessum , ut  computum  illum  repeteret  ulteriusque  extenderet.  Invenit  itaque  per  calculum  du- 
plicem, scilicet  descendens  tum  a s = so  tum  a x = 100, 

Ve  = — 0,57711 5C.4I9  01&32HS0e0  M1209S0I2  1024310421 
Eidem  calculatori  exercitatissimo  etiam  debetur  tabulae  ad  finem  huius  Sectionis  annexae  pars  altera,  exhibens 
valore*  functionis  V:  ad  i s figura*  (quarum  ultima  haud  oerta),  pro  omnibus  valoribus  ipsius  s a o usque  ad 
i per  singulas  parte*  centesimas.  Ceterum  methodi,  per  quas  utxaque  tabula  constructa  est,  innituntur  pnr- 
tirn  theorematibus  quae  hic  traduntur,  partim  calculi  artificiis  singularibus,  quae  alia  occasione  proferemus. 
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1 l-T  1 

32. 

Formula  55  nobis  suppeditat  logIl( — z) + log fl [z — 1)  = logr — log  sin  zr, 
unde  fit  per  differentiationem 

[68]  V( — z)  — V(r  — 1)  = Trcotangzr 


Et  quum  e definitione  functionis  V generaliter  habeatur 

[69]  T—  Vy  = + £.  - ^ + etc. 

oritur  series  nota 

rcotangzir  = — ! — I — ] ' 1 !- 1-4-  etc. 

b s i-«y  i+i  j— i ' l + t %—z  * 

Simili  modo  e differentiatione  formulae  57  prodit 

[70]  Vs+.V(r— ■ij  + fti— I)+etc.+V(*—  ==•’)  = «Vfiz-nlog». 
adeoque  statuendo  s = 0 

[71]  V(-l)+V(-|)  + V(-£)+etc.  +'*r(-^-')  = („_i)<Po-*logn 

Ita  c.  g.  habetur 

4:(-+)  = V 0 — 2 log 2 = —1,9635100260  2142347944  099,  unde  porro 
?}  =+0,0364899739  7857652055  901. 


33. 

Sicuti  in  art.  praec.  V ( — })  ad  *lr  0 et  logarithmum  reduximus , ita  gene- 
raliter V( ),  designantibus  m,n  integros,  quorum  minor  m,  ad  Vo  et  loga- 

rithmos  reducemus.  Statuamus  — = iu,  sitque  9 alicui  angulorum  tu,  2u>, 
3o>  ....  {* — 1) o>  aequalis;  unde  1 = cos  >19  = cos  2nf  = cos  3»9  etc., 
CO89  = cos(n+l)9  = cos  (»+ 2)9  etc.,  cos  29  = cos(h+ 2)9  etc.,  nec  non 
cos 9 + cos 2 9 + cos 3 9 + etc.  + cos(» — 1)9  + 1 = 0.  Habemus  itaque 

cos^.V^-jj-?  = — m cos  9 + cos  <p . log  2 — ^^008(11  + 1)9  + 0039. logf — etc. 

cos  2 9 . V — ^ __  — j cos  29  + cos  29.  log  2 — cos(n+2}  9 + cos  29 . log  | — etc. 

CO839.  = — y cos 39+ cos 39. log 2 — 39-logf — etc. 

etc.  usque  ad 

20* 
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cos(»  — — £)  = — ^jcosfn  — l)?p4-cos(w — 1)<p.log2  — £^~cos(2w — 1)? 

+ eosf» — 1 ) <p . log  f- — etc. 

4ro  = — 2cosn^  + log2 — jy  cos  2 nrf  + log  ) — etc. 
atque  per  summatiorum 

costp.  ^ + cos2ip.  y*  j - -{■  cos3<p.y^  + etc.  -|-cos(ii — •)?■  — y)  + T 0 

= — «(cosy-}-)  cos2p-l- ^cos  3<p-f- f cos4ip-|-  etc.  in  infin.) 

Sed  habetur  generaliter,  pro  valore  ipaius  x unitate  non  maiori. 

log(l  — 2xcos^-(-x.r)  = — 2 (x  cos  + J xx  cos  2 -j-J.r1  cos  3 'f  + etc.) 

quae  quidem  series  facile  sequitur  ex  evolutione  log(l  — rx)+log(l  — -),  deno- 
tante r quantitatem  costp  + ^ — I . sin  p.  Ilinc  fit  aequatio  praecedens 

[72]  cosip . *P ‘-^-+cos2^.  yi^  + cosSp.  yi^?-|-  etc.  -}-eos()i  — l)^p . Hr( — y) 

= — yo-f-fnlog(2  — 2oos<p) 

Statuatur  in  lmc  aequatione  deinceps  f — u>,  'f  — 2u>,  tp  = 3a>  etc.  usque  ad 
-p  — (n  — l)o>,  multiplicentur  singulae  hae  aequationes  ordine  suo  per  cosmui, 
cos 2 m ut,  cos 3 m 10  etc.  usque  ad  cos{»  — 1 ' mui.  productorumque  aggregato  adii- 
ciatur  aequatio  7 I 

y‘^,+yL=f+yi=J!+etc.  +V(-±)  = (» — i)Vo  — «log« 

Quodsi  iam  perpenditur,  esse 

1 -|-co.s»mo . cosA'u>  -j- cos  2mu>. cos  2 A‘io-(-cos  3t»ui .cos 3 kw 

-1-  etc.  -|-cos(n  — l)miu.cos(n  — 1)A‘iu  — 0 

denotante  k aliquem  numerorum  I,  2,  3 ....  {« — 1)  exceptis  his  duobus  m at- 
que » — m,  pro  quibus  summa  illa  iit  = 1« . patebit,  ex  summatione  illarum 
aequationum  prodire,  post  divisionem  per  y, 

[73)  V(-")  + V(_^)  = 

2 y 0 — 2 log  n -f-  cos  m to . log  (2  — 2 cos  u>)-|-  cos  2 mu) . log  (2  — 2 cos  2 iu) 

+ cos  3 m 10 . log  [2  — 2 cos  3 iu)  -f-  etc.  -(-  cos  (n  — 1 ) m m . log;  (2  — 2 cos  (n  — 1 ) in) 

Manifesto  terminus  ultimus  huius  aequationis  fit  = cos  miu . log (2 — 2coso»),  pen- 
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>+^*+  etc. 


ultimus  — cos  2mtu.  log  (2  — 2 cos  2 u»)  etc. , ita  ut  bini  termini  scmpcr  sint  ae- 
quales, excepto,  si  n est  par,  termino  singulari  cos ^ . mio log(2 — 2cos~u>), 
qui  fit  = -f-  2 log  2 pro  m pari,  vel  = — 2log2  pro  m impari.  Combinando 
iam  cum  aequatione  7 3 hanc 

*^( — — “T")  = ^cotang"  ir 


habemus,  pro  valore  impari  ipsius  n,  siquidem  m est  integer  positivus  minor 
quam  n 

(74]  ,■!''( — — *Fo-|-}-cotang5-I — logn-J-cos -^.log(2 — 2008^) 

-f-cos^—1.  log  (2  — 2 cos  — ) -f-  cos  - . log  (2  — 2 cos  — ) -f-  etc. 

+ (w  — l) m ^ | , /_  _ (n — l) 

cos  — -i — . log  (2  — 2 cos  1 ) 


Pro  valore  pari  ipsius  « autem 

[75]  <P{—  ")  — Vo-pjacotang”'-  — log»4-cos^log(2  — 2cos^') 

— cos  log(2  — 2 cos^r)4-  etc.  -)-  cos  log  (2  — 2 cos  ) 

± log  2 

ubi  signum  superius  valet  pro  m j»ari , inferius  pro  impari.  Ita  e.  g.  invenitur 

*F(—  -f)  = *FO-f-fw — 3 log  2.  <F(—  f)  = VO— fis  — 31og2 

V(— *)  = V04-l-v/l-|log3,  f(— I)  ==  ¥r0  — | log  3 


Ceterum  combinatis  his  aequationibus  cum  aequatione  04  sponte  patet.  Vr 
generaliter  pro  quovis  valore  rationali  ipsius  z,  positivo  seu  negativo  per  ¥fo  at- 
que logarithmos  determinari  posse , quod  theorema  sane  maxime  est  memorabile. 


34. 


Quum,  per  art.  28,  II X sit  valor  integralis  fy'e  ydy , ab  t/  — 0 usque 
ad  y — oo,  siquidem  /.  — J—  I est  quantitas  positiva,  fit  differentiando  secundum  X 

= //e-»l°g^dy 


dIU 

d>. 


.1  - 


[76] 


IIX.*lfX  = fjf  e .ily , ab  j/  — 0 usque  ad  y — oo 
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Generalius  statuendo y=^,  aX+a — 1 = 6,  volor  integralis  fzle  : logrdr. 
a 3 = 0 usque  ad  s = oo , fit 

_L  ||  rl±I_  i\  ur/i±i n _ * nt+l  V-— 

13  ' a 1*  i a ' a (S  +l)  a a (6+1)*  a 


siquidem  simul  6+1  atque  a sunt  quantitates  positivae,  vel  aequalis  eidem 
quantitati  cum  signo  opposito,  si  utraque  6+1,  a est  negativa. 


35. 

At  non  solum  productum  HX.*1'X,  verum  etiam  ipsa  functio  per  in- 
tegrale  determinatum  exhiberi  potest.  Designante  k integrum  positivum,  patet 
valorem  integralis  . dx,  ab  x—0  usque  ad  x = 1 esse 

= i+T  + >TT5  + STi  + etc'  + xi* 

Porro  quum  valor  integralis  J[jzz — ^.pi)dx  generaliter  sit  = Const.  + log  , 
idem  inter  limites  x — 0 atque  x — 1 erit  = log  A,  unde  patet,  valorem  in- 
tcgralis  8 — /(—— f~~“  — £^p)dx  inter  eosdem  limites  esse 

= log*-j+T  - xTi  - att  - etc-  - rb 


quam  expressionem  denotabimus  per  Q.  Discerpamus  integrale  S in  duas  partes 

/(£?)<o+/(£-i£)' i- 

Pars  prima  f^^.dx,  statuendo  x=y*  mutatur  in 


/ 


I-»* 


d.y 


unde  sponte  patet,  illius  valorem  ab  x = 0 usque  ad  x = 1,  aequalem  esse 
valori  integralis 


/ 


I — G? 


d,r 


inter  eosdem  limites . quum  manifesto  literam  y sub  hac  restrictione  in  x mu- 
tare liceat.  Ilinc  fit  integrale  S,  inter  eosdem  limites 


Hoc  vero  integrale  , statuendo  xk  — z,  transit  in 
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+ CTC. 


l+i 


A(l— s) 


k 


quod  itaque  inter  limites  x = 0 atque  z = 1 sumtum  aequale  est  ipsi  Q.  Sed 
crescente  k in  infinitum,  limes  ipsius  Q est  VX,  limes  ipsius  -+•  est  0,  limes 
ipsius  A(t — rYi  vero  est  logj  sive  — logi.  Quare  habemus 


[77]  WX  =/(-!t 

log  — 

u=0  usque  ad  * = f. 


i~)d*  =/(-  r0' 


logr 


36. 

Integralia  determinata,  per  quae  supra  expressae  sunt  functiones  11X,  HX.VX, 
restringere  oportuit  ad  valores  ipsius  X tales,  ut  X — {—  1 evadat  quantitas  positiva: 
haec  restrictio  ex  ipsa  deductione  demanavit,  reveraque  facile  perspicitur,  pro 
aliis  valoribus  ipsius  X illa  integralia  semper  fieri  infinita,  etiamsi  functiones 
I IX,  riX.VX  finitae  manere  possint.  Veritati  formula  77  certo  eadem  conditio 
subesse  debet,  ut  X-J-l  sit  quantitas  positiva  (alioquin  enim  integrale  certo  in- 
finitum evadit , etiamsi  functio  VX  maneat  finita) : sed  deductio  formulae  primo 
aspectu  generalis  nullique  restrictioni  obnoxia  esse  videtur.  Sed  propius  atten- 
denti facile  patebit,  ipsi  analysi,  per  quam  formula  eruta  est,  hanc  restrictio- 
nem iam  inesse.  Scilicet  tacite  supposuimus,  integrale  /*|^— du:  cui  aequale 

f d*  substituimus,  habere  valorem finitum,  quae  conditio  requirit, 

ut  X— (— 1 sit  quantitas  positiva.  Ex  analysi  nostra  quidem  sequitur,  haec  duo 
integralia  semper  esse  aequalia,  si  hoc  extendatur  ab  x = 0 usque  ad  x — 1 — o». 
illud  ab  x=0  usque  ad  jr  = (l  — u>)*,  quantumvis  parva  sit  quantitas  u>,  modo 
non  sit  =0:  sed  hoc  non  obstante  in  casu  eo,  ubi  X— j— 1 non  est  quantitas  posi- 
tiva , duo  integralia  ab  x=0  usque  ad  eundem  terminum  x = 1 — <o  extensa 
neutiquam  ad  aequalitatem  convergunt,  sed  potius  tunc  ipsorum  differentia,  de- 
crescente u>  in  infinitum,  in  infinitum  crescet  Ilocce  exemplum  monstrat,  quanta 
circumspicientia  opus  sit  in  tractandis  quantitatibus  infinitis,  quae  in  ratiociniis 
analyticis  nostro  iudicio  eatenus  tantum  sunt  admittendae,  quatenus  ad  theoriam 
limitum  reduci  possunt. 


ICO 
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37. 

Statuendo  in  formula  77.  t — e~“,  patet,  illam  etiam  ita  exhiberi  posse 

VX  = — * „)  d* , ab  « = oo  usque  ad  u = 0 . i.  e 

[7 Sj  ab  u = 0 usque  ad  « = oo. 


(Perinde  valor  ipsius  II X in  art.  28  allatus,  mutatur  statuendo  e y — o , in  se- 
quentem 

nX  = ^log-^-)  do,  a o = 0 usque  ad  u = t) 

Porro  patet  e formula  77,  esse 

[791  VX — a«  = 0 usque  ad  i = 1 

ubi  praeter  X-f-1  etiam  ja— 1 debet  esse  quantitas  positiva. 

Statuendo  in  eadem  formula  77,  r = u’,  designante  a quantitatem  positi- 
vam , fit 

VX  =f{ — — a1‘‘“|[.- ) <1  u , ab  b = 0 usque  ad  « — 1 


et  quum  perinde  statui  possit,  pro  valore  positivo  ipsius  f>. 


patet,  fieri 


vx=/(-; 


T_jr}d1« 


• =/( 


U“-'  — u9-'  . a^”-' 

- T=r„Tf  )(h‘ 


logtt 


sive 


6'i+6-. 


I—  u® 


)du 


integralibus  semper  ab  u = 0 usque  ad  « = J extensis.  Sed  ponendo  X = o, 
integrale  posterius  indefinite  assignari  potest ; est  scilicet  — log  i — * , si  e va- 

, _ 1 M ,_««  a 

nescere  debet  pro  « = 0 ; quare  quum  pro  « = 1 statuere  oporteat  ~Hg  — e . 
erit  integrale  log  ’ = j~-  da,  ab  «=  0 usque  ad  u = t,  quod  theorema 

olim  ab  ili.  Eulek  per  alias  methodos  erutum  est. 
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1 

logiis 

Vt 

0.00 

o.ooooooooco  ccooooooco 

— 0.5771* 5^9  0*531861 

0.01 

999751*73=*  5»*9i?l*l4 

0.5608854578  68674498 

0.0» 

»995»7*7>9 

05447*9310*  5*1797*9 

O.OJ 

9.9937964208  8XX3589748 

0.51892108?!  8543C5O2 

0.04 

9 99=5334004  0*41900595 

0.51327487X9  1683031» 

0.05 

9.98X3378387  9011046316 

0-497*44991»  99*70371 

0.06 

9.9X610X86X5  5581945437 

0.4826X59358  I482S705 

0.07 

9 9*4145515*  35135*7773 

0.4676n4I98  6755363» 

0.08 

9.9*11469485  34031719°* 

O.45S799338O  01712885 

0.09 

9.9*01111775  395"  3**03  1 

0.4381*17*34  953347*4 

0.10 

9 9785406739  6180754713 

0.4337549404  11076796 

0.11 

9.97653HI94  C866l508l0 

0.4095142760  7I694I48 

0.1» 

9.974T834I3O  9IOIII8963 

0 3954553339  34»9i*°7 

O.IJ 

9.975096l8ll  6469O85CI9  | 

0.3815738268  3879IO64 

0.14 

9 9714688560  8569966-79 

0. 36786561  c6  07749546 

0.15 

9,9699006960  1151903489 

0.3543*66779  76179171 

0.16 

9.96*5909741  1917517943 

0 34095315»*  3»»*‘794 

0.17 

9 9669389805  5851656981 

0.3177411*47  4*391199 

0.18 

9965544010*  1789414567 

0.31468-4437  888<x.6ii 

0.19 

9.9641054164  5653136x61 

O.3017881155  74610030 

0.10 

9.9619115038  1404835193 

0.1890398965  921X8196 

o.ai 

9.9616946338  3869862919 

0.176439**97  31191031 

0.3» 

99*05111715  6456577151 

0.16398370:0  44210200 

o.»i 

9 9594=  1495*  86-5**473» 

0.2516694306  96100107 

o-M 

995*33499*1  43*13*730» 

01394936791 15936-9* 

o.»5 

9.9573110837  1550754011 

0.1174535333  761*5*0* 

o.»6 

995*3591*9*  3**1435774 

0.2155461686  00265181 

o.*7 

9.9554486851  549*063411 

0103-6**131 30613157 

0.28 

9.9545890715  5360*1*076 

O.X921188983  01211731 

0.29 

9 9537797*1°  »9°3*5*4'7 

0.1805937494  20369178 

0.30 

9.9530101771  49*107-695 

0.1691908888  66799656 

0.31 

9.95Z3I0034I  4C}4351I40 

0.1579078803  36141874 

o.ja 

9-95164*5366  5449703*76 

0.14674135*-  9599*01? 

033 

9 9510551794  S014390S79 

01 3569201 79  64169332 

0.34 

9-95“4*9-*7i  54*0161315 

0.1x47546278  9"^>3946 

0.35 

9 94995i5'4l  9«S40l6l7 

0.1139280126  830X8296 

0.36 

9 9494800*38  C996487611 

0.103110058»  36977615 

0.37 

9949=54*«**  9i**5'Si*i 

0.09x5987081  87X61259 

0.38 

9.9486755901  1311711697 

00820919618  5X4064X7 

0.39 

9 9**34169*3  6157515-51 

0.071687X723  29281510 

0.40 

994*0517714  ioj7i*7*97 

0 0613845445  85116146 

041 

9.9*7*0*3757  8*1*733374 

00511801337  3789*756 

0-4* 

<)  94*60X0858  23I93O2469 

0.041071*433  U0-.43-5 

°-4S 

9 94-45'4»35  419'741' *6 

00310609136  7144705» 

0.44 

9 94733*'5*4  7445-309*' 

0.0111426703  33530475 

°-45 

9.9471677074  520516305$ 

0.0113164215  86445845 

046 

9 9471397344  1994*5«5>9 

0.0015805619  87083418 

047 

9 9471538503  0190330*53 

+ 0.0080664890  11364X93 

□.48 

99*73096717  1650396071 

0.0176162683  88849468 

0-49 

9.94-406*159  5806639475 

0.0271001758  35486101 

050 

9 9*75449406  830S573196 

0.0364*99739  7*57*51° 

i 
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z 

log  II  s 

V: 

o.$o 

9 9475*+93°*  s3°*573*9* 

+0.0364899739  7857*510 

0-5* 

99477X36538  6181228429 

0+14579*7895  6*9*449* 

°S* 

99479+4*0*5  749415°]$! 

0+55501111+5  7955*611 

0.53 

9 94S401451S  7500065798 

0.0641673073  66077154 

0.54 

9 94*499*44*  <251966174 

“+173433*93*  +53*577* 

0.55 

9 9+**37+4*4  4*59971**7 

0.0811115675  39644344 

056 

9 949**39*34  097814353* 

0.0911351915  40655189 

o-57 

99496l89230  77=6494873 

0.0999718014  4444.561, 

0.58 

9.95OO8U562  8H9IO76887 

O-IC87366O22  51781439 

0 59 

9 9S0573*9*°  5*0173**9' 

o.l*74»77690  350*1041 

0.60 

9 95X1020174  50*55«544 

0.1160474517  75476153 

0.61 

99516680244  6766136244 

°-*3+59*777*  58445110 

o.6x 

9,95217*0099  375*7*9*59 

c. 1430768403  68980212 

0.63 

99519106754  MIJ704917 

0.1514887158  19958383 

C.64 

99535867170  1294797674 

0 *598334548  83415463 

065 

9 954198*754  179998846* 

0. 1681110775  84317804 

0.66 

9955046*357  1178337750 

o-*7*3455934  71894193 

0.67 

99S5*]°3i?2  JS21579819 
9 9566490755  9634064652 

0.l8447498l2  67329607 

068 

O.X925612OI4  89I3I418 

0.69 

9 95:5028014  98695:5351 

0.100585*930  567470*1 

070 

9.95*3911456  91154*0685 

0.10854787+8  73493948 

0.7* 

99593*4*3**  71*6450*68 

O.2I645OI46I  896O4-89 

0 7» 

9.9601712215  96075I988O 

0.224292887t  461575H 

o-J 

9.96II622372  O53CIT964I 

0.2320769593  00672792 

0.74 

9.96X2869327  42222X3320 

0.23989.52061  35:9(14(16 

0.75 

9.963345058*  743545*819 

01+74744535  +686**64 

0.76 

9.9644363698  I87J9IO339 

0.2550855103.  23688336 

0.77 

9.965$6o6232  6853798084 

0. 262643 1686  02762795 

0.78 

9.9667I758O3  H89IOI4I7 

0.2701462043  14883540 

0.79 

9.9679O-CO54  1227146665 

°*7"59537?6  14168016 

0.80 

9 9691286662  4097614416 

48499x4334  9386*5+1 

, 0.81 

9.9703813337  1117171150 

0.2923351011  88779580 

o8i 

9.9716677818  6428658993 

0.29962:0965  64887544 

0.83 

9.972984:878  1655271065 

0.30686H13U4  96501033 

c 84 

9-974333*3**  W 1-940601 

0.3140588602  31568639 

0.85 

9-97S?'»59*5  9*573**44» 

0.31**999895  +5479708 

0.86 

9.9771229684  986785IO92 

0.3282921690  83820641 

0.87 

9.9785640362  2467644771 

°.31533*°4**  9++X5+») 

0.88 

9 9800355913  8811182162 

a34*334*577  49J18903 

0*, 

998*5374183  33390*3630 

0.349:814154  5-1,5499 

0.90 

9.9K30693440  8561111078 

O.35618416U  64059720 

0.91 

998+63**381 91)69510311 

C.363O4IO646  48881123 

0.91 

99862226152  1076437381 

0.3b9852T244  O64OI469 

093 

99**8435:55  «573930*5* 

0,3766197179  2,498793 

094 

99894938266  7621664682 
9 99**73**4'  7189109803 

°-3^334x6ii9  46740214 

0.95 

0.3900x19627  42043086 

0.96 

9.9918814511  5658H44947 

0.3966583163  46662402 

0.97 

9 99461845*0  6337679375 

04032521088  13771 J06 

09* 

9.996,859956  ,11143:5*5 

04098041664  4989:838 

0.99 

9-9<j8l779C48  68O732QI6I 

041631+7060  +5+1+956 

1 OO 

CMXX3WCOOOO  OCOOOOOOOO 

04117*43350  9*4*7139 
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METHODUS  NOVA 


INTEGR ALIUM VALORES 

FER  APPROXiMATlONEM  INVENIENDI. 


1. 

Inter  methodos  ad  determinationem  numericaro  approximatam  integralium 
propositas  insignem  tenent  locum  regulae,  quas  praeeunte  summo  Newton  evolu- 
tas dedit  Cotes.  Scilicet  si  requiritur  valor  integralis  jy  dr  ab  x—g  usque  ad 
x = h sumendus , valores  ipsius  y pro  his  valoribus  extremis  ipsius  x et  pro 
quotcunquc  aliis  intermediis  a primo  ad  ultimum  incrementis  aequalibus  progre- 
dientibus. multiplicandi  sunt  per  certos  coCfficicntes  numericos,  quo  facto  pro- 
ductorum aggregatum  in  h — g ductura  integrale  quaesitum  suppeditabit,  eo  ma- 
iore praecisione,  quo  plures  termini  in  hac  operatione  adhibentur.  Quum  prin- 
cipia huius  methodi,  quae  a geometris  rarius  quam  par  est  in  usum  vocari  videtur, 
nusquam  quod  sciam  plenius  explicato  sint,  pauca  de  his  praemittere  ab  instituto 
nostro  haud  alienum  erit. 


2. 

Sit  n-|-l  multitudo  terminorum,  quos  in  usum  vocare  placuit,  statuamus- 
que  h — g = A,  ita  ut  valores  ipsius  x sint  g,  g-\-^,  ®*c*  u®" 

que  ad  g-{-  A,  respondeantque  iisdem  resp.  valores  ipsius  y hi  A,  A\  A",  /Cete, 
usque  ad  ztW;  denique  ponatur  indefinite  x — /jr  -f-  A f , ita  ut  y etiam  spectari 
possit  tamquam  functio  ipsius  I.  Designemus  per  Y functionem  sequentem 
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A ("<  — ■)(»<—  »)(■«—  ») (■<  — ") 

(-1)  <-2(  . <-J)....  (-») 

I ,,  «I . (ii  t— »3) .{ni  — )) (di  — ») 

+ i • (- o (-2>...r..  (i-«) 

, hI.(rI — l).(nl — s) ( nt — n) 

' t r.  (-1) (i-«) 

, Am  nt.(nt — l).(«I — J) («<  — n) 

A • ».  i;  i ......  (i -■») 

+.etc. 

i a(»)  »<(»<  — >).(»<— 2) («t— ■+!) 

T * ».(M— I)  (A—  2) I 

sive  2 - - , ubi  repraesentante  p singulos  integros  0,  I,  2,  3...I». 

j(|i) *t(n t—x){ni  — i)[nt — a)  — n) 

nt — }* 

MW  valor  ipsius  T pro  nt  — p. 

Manifestum  erit,  Y exhibere  functionem  algebraienm  integram  ipsius  t ordinis  n, 
atque  eius  valores  pro  singulis  n+1  valoribus  ipsius  t.  puta  0,— 1 
aequales  esse  valoribus  ipsius  y.  Porro  patet,  si  Y'  sit  functio  alia  integra  pro 
iisdem  valoribus  cum  y conspirans,  Y' — 1'  pro  iisdem  evanescere,  adeoque  per 
factores  t,  t — ^ , t — — , t — — ....t — 1 et  proin  etiam  per  eorum  productum 
(quod  est  ordinis  n+1)  divisibilem  esse,  unde  patet,  Y’,  nisi  prorsus  idcntica  sit 
cum  Y,  certo  ad  aliiorem  ordinem  ascendere  debere,  sive  Y ex  omnibus  functio- 
nibus integris  ordinem  n haud  egredientibus  unicam  esse  , quae  pro  illis  n -f- 1 
valoribus  cum  y conspiret.  Quodsi  itaque  y , in  seriem  secundum  potestates 
ipsius  t progredientem  evoluta,  ante  terminum  qui  implicat  f“+l  omnino  ab- 
rumpitur, cum  Y idcntica  erit:  si  vero  saltem  tam  cito  convergit,  ut  terminos  se- 
quentes spernere  liceat,  functio  Y inter  limites  t — 0,  / = 1 sive  x — y,  x — h 
ipsius  y vice  fungi  poterit. 

3. 

lam  integrale  nostrum  fydx  transit  in  A/jrdf  a t = 0 usque  ad  / = 1 
sumendum,  cuius  loco  per  ea,  quae  modo  monuimus,  adoptabimus  A / Kd  t.  Evol- 
vendo itaque  yM  in 

etc. 

erit  fTMdt,  a t—0  usque  ad  f='l, 


Digitized  by  Google 


PER  APPR0XIMAT10XEM  INVENIENDI. 


167 


= T+^+ete. 

qua  quantitate  posita  = _JfM.R01),  erit  integrale  quaesitum 

= A (.1 R+ A'R'-f-  ATR'+  A"Rm+  etc.  -4-A(">R<">) 

Exempli  caussa  apponemus  computum  coeflicientis  11"  pro  n = 5.  Fit  hic 

T"  = 5*/* — 13.  5V  + 59.&V  — 107.5,/t+60. 5.1 
M"=  2x  IX(-I)  X(— 2)x(— 3)  = — 12 

Hinc  — l2iT=i!^—  1625  + ’-iIi— ?^i.4-150  = ~,  adcoque  R"  = — 

5 1 4 3 1 U'  ^ 144' 

Computus  aliquanto  brevior  evadit,  statuendo  2 t — l = u.  Tunc  fit 

rpty)  (nH  + w)(int-f  u — 3)(wm  + n — 4). . . (>m — n 4-  4)(w« — n + 2)(ni<  — ») 

2*(nu  + H — 2 |x) 

Ponamus 

(n  nu  h — n«).(iimiu  — (»  — 2)*)  • (n  n u u — (n  — 4)*) . (»  n h u — («  — 6)*) ....  _ TJV1) 
n n u u — (»  — tji)1 

ubi  numerator  desinere  debet  in  . . . (tinuu—  9)(nnuu — 1},  si  n est  impar,  vel 
in  — 4)»u.  si  n est  par,  eritque 

yfl»)  _ ("»- »+»|i)PM 

lam  integrale  fT^U\t  a t = 0 usque  ad  t — I acceptum  aequale  est  integrali 

fi  r«  d « = f^-!-  + - 

ab  u ~ — I usque  ad  u — +1. 

Stntuendo  itaque 

= a + b «"-*  + 7 u"-5 + £ u"-‘  + etc. 

(sponte  enim  patet,  potestates  un— ’ , u"~ u"- * etc.  abesse),  integralis  ]>ars 

' rnu  t/(*) da 


evanescet  pro  valorc  impari  ipsius  «,  pars  altera  f 
pro  valore  pari,  unde  integrale  fT^dt  liet  pro  n pari 

= JL._i.J_  + -JL  +_»_  + etc.) 

1"  '»+i  1 n — 1 1 n — 3 • n—  s 1 ' 


(2|i  «)  UMdtt 

' t*r-  1 vero 
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pro  n impari  autem 


1 f*  — n , o , C 


T _i_  * 


In  exemplo  nostro  habetur 

V — (25  mu — 25)(25uu — 9)  = 625«*  — 850m«-J-225,  adeoque 
— 12/f"=  — ,»r(t25  — tfi-t-225)  = — H ut  supra. 

Observare  convenit,  fieri  JJC"  t^)  — adeoque  f = + f T^dl, 

signo  superiore  valente  pro  n pari,  inferiore  pro  impari.  Quare  quum  facile  per- 
spiciatur , perinde  haberi  semper  erit  ii1"-*1)  _=  R'^.  sive  c 

coeffieientibus  R.  R',  R" . . . . RW  ultimus  primo  aequalis,  penultimus  secundo 
et  sic  porro. 


4. 

Valores  numericos  liorum  coSfficientium  a Cotesio  usque  ad  n = 10  com- 
putatos ex  Harmonia  Mensurarum  huc  adseribimus. 

Pro  « = 1 sive  terminis  duobus.  _ S 

R = R'  =.  * 

Pro  » = 2 sive  terminis  tribus. 

R = R"  = i,  R‘=i 

Pro  n = 3 sive  terminis  quatuor. 

R = R"=  J,  R'=R”=  | 

Pro  n — 4 sive  terminis  quinque. 

R = «”'=*,  R‘=  R~=  H,  JT  = A 
Pro  n = 5 sive  terminis  sex. 


i*  = H’=  VA-  R'  — Rm=  It.  R"  — Rm=  M 

Pro  n = c>  sive  terminis  septem. 

K = R"=  *•„.  « = /<'  = *.  **=  *'*  = ili.  i*.‘» 

Pro  n — 1 sive  terminis  octo. 

R « K*“=  ritu,  B = JI"=  M,  R"=R'=  ,‘A.  ir=  ii”  = iW»‘. 

Pro  n = 8 sive  terminis  novem. 

B = R'm  = r i 1 1 . . R = ii™  = AW« , JT  = R"  _ rtti  , , JT  = AV A . 

«“  = ~ sVA 
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m». 


5. 

Quum  formula  \{AR-\-AR'-\-AR-\-A"R“-\-  etc.  -f-  .dWjlW)  integralc 
fydx  ab  x — <j  usque  ad  x = y-|-A,  sive  integrale  A fydt  a t — 0 usque 
ad  t =■  1 exacte  quidem  exhibeat,  quoties  y in  seriem  evoluta  potestatem  f‘ 
non  transscendit , sed  approximate  tantum,  quoties  y ultra  progreditur,  superest, 
ut  errorem,  quem  inducunt  termini  proxime  sequentes,  assignare  doceamus.  De- 
signemus generaliter  per  k ^ differentiam  inter  valorem  verum  integratis  f lm  d t 
a t = 0 usque  ad  t = 1,  atque  valorem  ex  formula  prodeuntem,  ita  ut  sit 
k = \-R—R'—R-—ir—  etc.  — JjW 
A'  = i — £(JR‘+ 2 /r-f- 3 ir-f  etc.  -fnJ#*))  • 

k’  = i — ± (JR'+  4 JT-f- 9 R"'+  etc.  -I-  nn RW ) 

V=.  1 8 IT-f  27  fT-f  etc.  ns.R<")) 

etc.  Patet  igitur , si  y evolvatur  in  seriem 

K-\- etc. 

differentiam  inter  valorem  verum  integralis  fydt  atque  valorem  approximatum 
formulae  exprimi  per 

Kk  + K‘k-\-  K"k"+  Kmkm+  etc. 

Sed  manifesto  k,  k',  k"  etc.  usque  ad  AW  sponte  fiunt  — 0 • correctio  itaque  for- 
mulae approximatac  erit 

*:<"+')*<"+')  -)-  _(_  x;»+a)X-("+3)  _|_  etc. 

Indolem  quantitatum  A'"+l,  /^n+^  etc.  infra  accuratius  perscrutabimur;  hic 
sufficiat,  valores  numericos  primae  aut  secundae,  pro  singulis  valoribus  ipsius  n, 
apposuisse,  ut  gradus  praecisionis,  quam  formula  approximata  affert,  inde  aesti- 
mari possit. 

22 


Pro  n = 9 sive  terminis  decem. 

R = Ra=1ftWf.  R'=R""  = t JJJ1.  JT=  R"'= 


R 


: R"  = 


R"  = r'  = m 


Pro  n = 1 0 sive  terminis  undecim. 

R = R'  = R=R"  = awA  • R ’ = R'm  = — tWsW- 

R“  = Rw  = tWA . R'  = R"  — — tVW* • R'  = 


Digitized  byGoogle 


no 


MKTBOOC8  NOVA  INTEGRA LllTM  VALOKKS 


Pro  »=  I habemus  k"  = — A"  — — A""  — — ,*ff 
Pro  n—  i invenimus  k'"—  0,  k"“  — — r i t . A' = — 

Pro  n = 3 fit  k""  = — A’  _ — r^T 

Pro  n = 4 ...  k'  = 0 , A"  = — , ,Vs  < A:™  — — 7J  s 

Pro  n — 5 ...  k = — tvVoo  • A = — -rcVrr  ® 

Pro  n=  6 . . . A'"  = 0,  k ™ = - A“  = 

Pro  n = 1 ...  k = — TAsVsVrr*  A — — i s 1 f i * * 

Pro  n = 8 ...  A — 0,  k = — tt  j Hm » A — — rrtVnnr 

Pro  n — 9 ...  A = — « > < H trs  s . A1  = — tta  9 S tm 

Pro  n = 10  . . . A"  = 0.  A1"  ==  — rmWAVn.  A™  = 

Pro  valore  pari  ipsius  n ubique  hic  fieri  animadvertimus  A^"+l)  = 0,  ac 
praeterea  *<»+’>  — !L±2  *(*+»).  pro  valore  impari  ipsius  n autem  ubique  prodit 
A^"+*'  — Ratio  horum  eventuum  facile  e considerationibus  sequenti- 

bus depromitur. 

Designemus  generaliter  per  l'm)  differentiam  inter  valorem  verum  huius  in- 
tegratis f[t — J)™d r a t = 0 usque  ad  <=1.  atque  valorem  eum,  quem  for- 
mula approximata  profert,  ita  ut  habeatur 

fim)  =/(*-+)  "a  <-  [(-  - ir  - irv+c,  - i)mir+  etc. 

_ Jt)"  jRC"-')  + ( j )"  Rt"»  ] 

integrali  a t — 0 usque  ad  t — 1 accepto.  Manifesto  pro  valore  impari  ipsius 
m evanescet  tum  valor  verus  integrulis  tum  valor  approximatus : erit  itaque  l'=  0. 
I"  — 0,  V — 0,  /™  = 0 etc.  sive  generaliter  /M  — 0 pro  valore  impari  ipsius  m. 
Pro  valore  pari  autem  ipsius  m,  formulae  tribuimus  formam  hancce 

,w  = is^)-,f-((f»r^+(f»-ir-R'+(f»-2ri«'-hetc. 

-f  + 

si  simul  fuerit  n par;  vel  hanc 

l(ml  = P>  ( «Ti  R+(n-4)"'R"+  etc. 

+ t))) 

si  simul  fuerit  n impar. 
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Si  igitur  per  evolutionem  ipsius  y in  seriem  secundum  potestates  ipsius 
t — 1 progredientem  prodit 

r y = — 1)  + I<  {<  — — 1)’+  etc. 

correctio  valori  approximato  integralis  fydt  a t = 0 usque  ad  t = 1 appli- 
canda erit 

Ll+LT+Lmr+L'nr+  etc. 

aut  potius,  quum  necessario  evanescat  pro  valore  quovis  integro  ipsius  m 
haud  maiori  quam  n , correctio  erit 

£(»+i)  _j_ £(»+<)  j(»+«)_j_  ])»+•)  ;(»+•)_)_  etc 

pro  n pari,  vel 

£(*+') j(*+0  i £<»+*) {("+»)  | jr(»-H)  j(n+5)  j ejc 

pro  n impari. 

Facillime  iam  correctiones  ad  reducuntur  et  vice  versa.  Quum 
enim  habeatur 

(<  — = r — /"-*+  etc. 
erit 

Jl*>  _ tfm) i m ^ »)  -f-  etC. 

Et  perinde  fit 

*(■»)  _ H*>)  *("-')  + p . + etc. 

Ex  posteriori  formula  eiicientur  termini , ubi  l afficitur  indice  impari : utraque 
autem  continuanda  est  tantummodo  usque  ad  indicem  n-j-1  (inclus.).  Manifesto 
itaque  habebimus 

pro  » pari 

*("+')  = 0 
£(»+»)  _ /(»+•) 

*<H-s)  _ "+»  j( ■+!) 

pro  n impari 

*(»+l)  — /("-»-*) 

£(»+»)  — " + a /(«+■*) 

2 

unde  demanant  observationes  supra  indicatae 
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6. 

Generaliter  itaque  loquendo  praestabit,  in  applicanda  methodo  Cotesiana 
ipsi  n tribuere  valorem  parem , seu  terminorum  multitudinem  imparem  in  usum 
vocare.  Perparum  scilicet  praecisio  augebitur,  si  loco  valoris  paris  ipsius  n ad 
imparem  proxime  maiorem  ascendamus,  quum  error  maneat  eiusdem  ordinis,  licat 
coSfficicnte  aliquantulum  minori  affectus.  Contra  ascendendo  a valore  impari 
ipsius  n ad  parem  proxime  sequentem , error  duobus  ordinibus  promovebitur,  in- 
superque  coCfficiens  notabilius  imminutus  praecisionem  augebit.  Ita  si  quinque 
termini  adhibentur . sive  pro  n = 4 , error  proxime  exprimitur  per  — f K* 
vel  per  — Lr';  si  statuitur  n — 5 . error  erit  proxime  — r»Va  o AT*  *el 
— n'i't  * AA  adeoque  ne  ad  semissem  quidem  prioris  depressus : contra  faciendo 
n — 6,  error  fit  proxime  = — TB^  0 K'  vel  = — i si  a *■■£»’,  praecisioque  tanto 
magis  aucta,  quo  citius  series,  in  quam  functio  evolvitur,  iam  per  se  convergit. 


7. 

Postquam  haecce  circa  methodum  Cotesii  praemisimus,  ad  disquisitionem 
generalem  progredimur,  nbiicicndo  conditionem,  ut  valores  ipsius  x progressione 
arithmetica  procedant.  Problema  itaque  aggredimur , determinare  valorem  inte- 
gralis  fydx  inter  limites  datos  ex  aliquot  valoribus  datis  ipsius  y,  vel  exacte  vel 
quam  proxime.  Supponamus,  integrale  sumendum  esse  ab  x — y usque  ad 
x—y+A,  introducamusque  loco  ipsius  x aliam  variabilem  ita  ut 

integrale  A/'ydf  a f = 0 usque  ad  t = I investigare  oporteat.  Respondeant 
«4-1  valores  dati  ipsius  y hi  A.  A' . A“,  A”.  ...d*"1  valoribus  ipsius  t inaequali- 
bus his  a,  a,  a",  a" designemusque  per  Y functionem  algebrnicam  inte- 

gram ordinis  n hancce: 

4 («  — «')  (»  — «")  (>  — «'") (<  — ai"1) 

(a — a)  (a  — a")  (a — a"*).,  ..(a — 

, X (<-«)  «-0(1-0....  (f— W) 

' («'—  a)  («'—  •”)(«•—«") («’—  «ea) 

, 4«  (<-•>  !<  — «*)  («-tl*1) 

‘ («*— ij]?5"— a-). . . .(<T— al">) 

4-  CtC. 

i a(»)  (<-«)  1«  <Q  (t (<—«<-)) 

“ (u<*>  — a) («<")—•') («<")  — ii” ) . . . . (a<*)  — «(— ■)) 

Manifesto  valores  huius  functionis , si  t alicui  quantitatum  a.  a , a",  a".  . . . a'm) 
aequalis  ponitur,  coincidunt  cum  valoribus  respondentibus  functionis  y,  unde  per- 
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inde  ut  in  art.  2.  concludimus,  Y cum  y identicnm  esse,  quoties  y quoque  sit 
functio  algebraica  integra  ordinem  n non  transscendens,  aut  saltem  ipsius  y vice 
fungi  posse,  si  y in  seriem  secundum  potestates  ipsius  t progredientem  conversa 
tantam  convergentiam  exhibeat,  ut  terminos  altiorum  ordinum  negligere  liceat. 

8. 

Iam  ad  eruendum  intcgrale  fYdt  singulas  partes  ipsius  Y consideremus. 
Designemus  productum , 

(<-«T) ....  (<-«<">) 

per  T.  tiatque  j>er  evolutionem  huius  producti 

T=  t"+'-\-atn-\-atK-'  + at^+  etc.  + «(*) 

Numerator  fractionis,  per  quam,  in  parte  prima  ipsius  Y,  multiplicata  est  A,  fit 
= -i-;  numeratores  in  partibus  sequentibus  perinde  sunt  — — jzr^-  etc. 
Dcnominatorcs  vero  nihil  aliud  sunt,  nisi  valores  determinati  horum  numeratorum, 
si  resp.  statuitur  t = o,  t —d,  t = a",  t = aT  etc. : denotemus  hos  denomina- 
tores  resp.  per  M,  M\  M",  M’"  etc.,  ita  ut  sit 

Y-  AT  | A'T  I A"T u etc  t - Ai’,T 

Quum  liat  T ■=■  0.  pro  t — a,  habemus  aequationem  identicam 

„,+,+aa'+«fl""'  + otV1+  etc.  +aW  = o 

adeoque 

T=s  «")+«'(*"“'— 0"-l)+ “'(<*“*  — a*_,)+ ete- 

+ a(”-,)(< -a) 

Hinc  dividendo  per  t — a lit 

JL=tH  + atn~,+aat”-t  -naV-’  + etc.  + a" 

' + aa^"-J*+aaat'l— etc.  + cta"_l 
* -(-aW-1  + etc. 

-f-  a"tn~ 1 + etc.  + «V 5 

4*  etc.  etc. 
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Yalor  huius  functionis  pro  t — a colligitur 

= (»+lja"4-»aa"'’'  -{-{n — l}a'a"-,-|-(n — 2 )aV-,-f-  etc. 


Hinc  M aequalis  valori  ipsius  pro  t = a,  uti  etiam  aliunde  constat.  Perinde 


M\  M",  AT,  etc.  erunt  valores  ipsius  ^ pro  t = a.  t — a",  t = d“  etc. 

“ ‘ . IKJ  A 


Porro  invenimus  valorem  integralis  , a / = 0 usque  ad  t = 1 , 


quos  terminos  ordine  sequenti  disponemus: 


. s • «o  , tau  i . i 

H H + etc.  +aa 

1 n 1 n— -l  1 n — 2 1 1 

+.4r+Hn+ 

-4- — — — -4—  etc.  — f-  ct  a 
-f-  etc.  etc 
+ « 


i— i 
n — 2 


n—s 


(«— I) 


a*  + aa”  1 +a'an  2-f-a,V  3-f-etc.  +a'n  ^ 
+ 4 aa"-,  + a'a*“3  -f-  etc.  +a(”~J)) 

+ + + etc.  +a("-,)) 

n— 4 


+*(« 
etc. 

+^!“«4-«o  + a' 
+ ^(a  + a) 


n — 4 
3 

N — & 


-f-aa  + etc.  -f  a' 


(»-*)\ 


Sed  manifesto  eadem  quantitas  prodit,  si  in  producto  e multiplicatione  functio- 
nis T in  seriem  infinitam 


f_1  + f *"'  + + r^+if-4  etc. 


orto,  reiectis  omnibus  terminis,  qui  implicant  potestates  ipsius  t exponentibus 
negativis  [sive  brevius,  in  producti  parte  ea,  quae  est  functio  integra  ipsius  f ) 
pro  t scribitur  a.  Supponamus  itaque , fieri  *) 

T(/-'  + f etc.)  = T‘+  T " 


*)  Vix  opua  erit  monere,  characteres  T,  T‘,  T ” alio  aensu  hio  accipi,  quam  in  ari.  2. 
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ita  ut  T'  sit  functio  integra  ipsius  t in  hoc  producto  contenta,  T"  vero  pars  al- 
tera , scilicet  series  descendens  in  infinitumque  excurrens.  Quo  facto  valor  inte- 
gi'8 /,ri  “ t = 0 'osque  ad  t = l aequalis  erit  valori  functionis  T'  pro 
t = a.  Quodsi  itaque  valores  determinatos  functionis 


pro  / = a, 
R"....  R") 


t = a\  t = a,  t = a*  etc.  usque  ad  f = a<")  resp.  per  R,  R',  R", 
denotamus , integrale  fYdt  a t — 0 usque  ad  t — l fiet 


= RA+R'A'+R’A’+  etc.  -f 


quod  per  A multiplicatum  exhibebit  valorem  vel  verum  vel  approximatum  inte- 
gralis  fydx  ab  x — ^ usque  ad  x = ^-f-A. 


9. 

Hac  operationes  aliquanto  facilius  perficiuntur,  si  loco  indeterminatae  t in- 
troducitur alia  u = 2 1 — 1.  Scribimus  quoque  brevitatis  caussa  b = 2 a — t, 

b'  — 2 a' — 1,  b"  — 2 a" — 1 etc.  TraSseat  T,  substituto  pro  t valore  } m 1 , in 
V . » 

2«4-i . sive  sit 

V — (u  —b)(u  — i')(u  — 6") ....  (« — V) 

Erit  itaque  adeoque  M,  M',  M"  e te.  valores  determinati  ipsius 

1 • , si  deinceps  statuitur  u = b,  u = b',  u = b”  etc. 

Quum  series  t~l  -(-  f t~' 1 -(-  ft- * -f-  ] * -f-  etc.  nihil  aliud  sit  quam 

log.  - = log  : per  substifutionem  / = f u-|- ^ necessario  transibit  in 

2 a-1  -(-  ] 1 u-*  ] u~ 1 -f-  etc.  Quodsi  itaque  statuimus 

w_,4-|u_i+|tt_7+  etc.)  = U'+U" 

ita  ut  V sit  functio  integra  ipsius  u in  hoc  producto  contenta,  U"  vero  pars  al- 
tera, puta  series  descendens  infinita,  patet  esse 

##  r+T"=±(zr+u') 

Sed  manifesto  T',  tamquam  functio  integra  ipsius  /,  per  substitutionem  f = | u -(-  { 
necessario  functionem  integram  ipsius  u producet:  contra  T",  quae  non  continet 
nisi  potestates  negativas  ipsius  t,  per  eandem  substitutionem  tantummodo  potesta- 
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tcs  negativas  ipsius  u gignet.  Quam  ob  rem  U'  nihil  aliud  erit  quam  2”  T'  per 
hanc  substitutionem  transformata,  ac  perinde  U"  producta  erit  ex  2"  T".  Nihil 

itaouc  intererit,  sive  in  substituamus  t — a,  sive  in  -tf  faciamus 

« t*E\ 

'df  ‘ ’d«  i 

u — b.  unde  colligimus,  R,R'fR“,R"'e tc.  etiam  esse  valores  determinatos 
U*  tr 

functionis  -gjy-  pro  u — b.  u — b',  u = b",  u = 6"  etc. 

(diT ) 

10. 

Antequam  ulterius  progrediamur,  haecce  praecepta  per  exemplum  illustra- 
bimus. Sit  n = 5,  statuamusque  a = 0,  d — f,  ai  — |,  a“  = i,  a"  — |,  a”"=  I . 
Hinc  fit 

» 

T=  t*— 3<*+V<4— 

Multiplicando  per  # ’ — 4- / ’ — ^ ^ f ~ * — |—  etc.  obtinemus 

T — t1— ««+*■**— 

Valores  itaque  coefficientiura  R,  R' , R ",  R'",  R"",  R~'  exprimuntur  per  functio- 
nem fractam 

«<*— is<‘+  v<*  — v«  + ilf<  -M 

in  qua  pro  t deinceps  substituendi  sunt  valores  0,  f,  f,  j,  |.  1.  Aliquanto  bre- 
vior est  methodus  altera,  quae  suppeditat  6 = — 1.6'  = — J , b"  — — f,  6"’=  f, 
b”=  i,  b""  = 1 

U = +m*«-Th 

tr=  «*— ««*+av»« 

unde  R.  R . R"  etc.  erunt  valores  functionis  fractae 

f ,Wi 

*»•  — V“«  + l!I 

pro  u — — 1,  u — — j,  u — — f etc.  Utraque  methodus  eosdem  numeros  pro- 
fert. quos  in  art.  4.  ex  Harmoida  Mensurarum  tradidimus.  Ceterum  in  casu 
tali,  qualem  hocce  exemplum  sistit,  ubi  u,  ai.  a"  etc.  snA%uantitatcs  rationa- 
les. valores  denominatoris  commodius  in  forma  primitiva  computantur,  puta 

(a — a')(a — a"). (a  — a”) {a — a^"1)  pro  t=a  ac  perinde  de  reliquis.  Idem 

valet  de  denominatore  . qui  pro  u — b fit  =(6 — 6')  (6 — 6”)(6 — b") { b — l/"*) . 
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11. 

Quoties  a,  a.  a" etc.  vel  ex  parte  vel  omnes  sunt  irrationales . utilis  erit 
transformatio  functionis  fractae,  ex  qua  numeros  li.  R',  R"  etc.  derivamus,  in 
functionem  integram : principia  tolis  transformationis  , quum  in  libris  algebraicis 
non  inveniantur,  hoc  loco  breviter  explicabimus.  Propositis  scilicet  tribus  functio- 
nibus integris  Z,  £,  £'  indeterminatae  z , quaeritur  functio  integra , quae  fractae 
~ vice  fungi  possit,  quatenus  pro  z accipitur  radix  quaecunque  aequationis  £'=  0. 
Supponemus  autem,  £ pro  nullo  horum  valorum  ipsius  z evanescere,  sive  quod 
eodem  redit,  £ atque  C’  nullum  divisorem  communem  indeterminatum  implicare. 
Exponentes  potestatum  altissimarum  ipsius  z in  £ atque  £'  per  A,  k‘  denotabimus. 

Dividatur  sueto  more  £ per  £’,  donec  residui  ordo  infra  k'  depressus  sit; 
statuatur  residuum  = j- , eiusque  ordo  = k",  ita  ut  ' z *"  sit  residui  terminus 
altissimus;  divisionis  quotientem  ponemus  = Perinde  ex  divisione  functionis 
£' per  £’  prodeat  residuum  p ordinis  k quotiens  y. ; dein  rursus  e divisione 
functionis  £”  per  £"*  prodeat  residuum  ordinis  k atque  quotiens  ?„  et  sic 
porro,  donec  in  serie  functionum  £”,  £”.  £”" etc. , quae  singulae  terminum  suum 
altissimum  coGfti  ciente  1 affectum  habebunt,  perveniatur  ad  £(m)  = 1 . Hoc  tan- 
dem evenire  debere  facile  perspicitur,  quum  quaelibet  functionum  £,  £'  £”,  £”etc. 
cum  praecedenti  divisorem  communem  indeterminatum  habere  nequeat,  adeoque 
certo  divisio  absque  residuo  fieri  nequeat,  quamdiu  divisor  fuerit  ordinis  maioris 
quam  0.  Habebimus  igitur  seriem  aequationum 


£"  = U — /»£' 

£*  = V£*  -pT 

£-=r£*_/£- 

£'”*=r  £-_/»-£“ 

etc.  usque  ad 

r(ml j^(m— 1) y m— a)  '(m—  li 


ubi  £",  £",  £”’. . . . £(m)  sunt  functiones  integrae  ipsius  z ordinis  A",  k“ , k‘” — Aim); 

numeri  A',  k ”,  A" A,m)  continuo  decrescentes  usque  ad  ultimum  A'm' = (*; 

p.p.p",p'"c tc.  quoque  functiones  integrae  ipsius  z ordinis  A’ — A',  A — A , A — A , 
A” — A”’etc.  (excepto  casu,  ubi  A<£A\  in  quo  manifesto  statui  debet  /i  = 0). 

His  ita  praeparatis  formamus  secundam  seriem  functionum  integrarum  ipsius 
z,  puta  i),  ij',  ij",  ij". . . . tjfm\  Et  quidem  statuemus  q = I,  i)'=  0,  reliquas  vero 
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singulas  e binis  praecedentibus  per  eandem  legem  derivamus,  per  quam  functio- 
nes 4.  4\  4",  V etc.  inter  se  nexae  sunt,  scilicet  per  aequationes 

if  = x»i  —pn 

= -ptf 

»)  = *■  —P  'i 

i)””=  — y t|”w  etc.  usque  ad 

lj<")  = M”*-*)  ijT-*) 

Manifesto  q”=  X hic  est  ordinis  0;  — X^'  ordinis  k' — k“,  et  perinde  se- 

quentes rf”,  rj“”  etc.  resp.  ordinis  k' — k”.  k' — k""  etc.,  ita  ut  ultima  ijW  ascen- 
dat ad  ordinem  k' — A*"*- 1 •). 

Porro  consideremus  tertiam  functionum  seriem,  4 — 5»),  4’ — Cq’j  4" — £tf, 
4’” — 4>f  etc. , inter  cuius  terminos  quosvis  ternos  consequentes  manifesto  similis 
relatio  intercedet , scilicet 

4“  -4  rf  = X(C— Ct])  — J*(C' — CV) 

r-cif  = x'(4'-w)  -yr-to 

4""-  4*1”"  = X"{4“-  4if ) — />"(4"—  4tf ) 

Iam  prinm  harum  functiouum  fit  — o , secunda  — C’:  hinc  facile  colligitur,  sin- 
gulas per  4'  divisibiles  fore. 

Hinc  autem  nullo  negotio  sequitur,  loco  fractionis  y adoptari  posse  functio- 
nem integram  Z quatenus  quidem  ipsi  z non  tribuantur  alii  valores  nisi  qui 
sint  radices  aequationis  4’  = 0 : manifesto  enim  differentia  pro  tajj 

valore  ipsius  z necessario  evanescit,  quum  1 — 4f/™'  — 4^m) — 4 1*"1*  per  4’  sit  di- 
visibilis. 

Loco  functionis  Zr{m)  etiam  adoptari  poterit  eius  residuum  ex  divisione  per 
4'  ortum,  cuius  ordo  erit  inferior  ordine  functionis  4'. 

Ceterum  hocce  residuum  commodius  per  algorithmum  sequentem  immediate 
eruere  licet.  Formentur  aequationes  sequentes 

Z — q'C'  +Z' 

Z'  = qV  +Z " 

Z"  = qT+Z'" 

Zm  = qm  4"" -f-  Z""  etc.  usque  ad 
Z^m~ ')  = Z{m) 
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scilicet  deinceps  dividendo  Z per  £',  dein  residuum  primae  divisionis  Z'  per  C", 
tum  residuum  secundae  divisionis  per  nc  sic  porro.  Quum  residuum  semper 
ad  ordinem  inferiorem  pertineat  quam  divisor,  ordo  functionum  Z\  Z",  Z’“ , Z"”etc. 
erit  resp.  inferior  quam  k\  k" , k"1,  k ""  etc. ; ultima  vero  Z^  necessario  fit  = 0. 
quum  divisor  sit  — 1.  Habemus  itaque 

2 = ?T+?T+«T+fr+  etc.  + 

Quatenus  autem  pro  z solae  radices  aequationis  £'  — 0 accipiuntur,  fit  C'  = 0| 
C"=  CTi”.  — £ Ti”.  C~’=  CV”'  etc. , unde  sub  eadem  restrictione  erit 

f = ?Y+?“'i“+rr+  etc.  +q("Wa) 

Ordo  vero  huius  expressionis  necessario  erit  infra  k":  quum  enim  ordo  quotien- 
tium  q",  q",  q" etc.  esse  debeat  infra  k' — k",  k” — k",  k'" — A”" etc.,  ordo  singu- 
larum partium  q*lf,  q“i\",  j”  ij"”etc.  erit  infra  k' — k",  k' — k",  k' — k ” etc. 

Denique  adhuc  observamus,  si  forte  inter  valorea  indeterminatae  z,  quos  in 
fractione  ~ substituere  oporteut,  rationales  cum  irrationalibus  mixti  reperiantur, 
magis  e re  fore,  illos  ab  his  separare  atque  hos  solos  in  aequatione  £’  = 0 com- 
prehendere. Pro  rationalibus  enim  valoribus  calculi  compendio  opus  non  erit;  pro 
irrationalibus  autem  calculus  tanto  simplicior  erit,  quo  minor  fuerit  gradus  functio- 
nis integrae,  ad  quam  fractam  reducere  licet. 


12. 

Ecce  nunc  exemplum  transformationis  in  art.  praec  explicatae.  Proposita 
sit  functio  fracta 

«*—  H«*  +m«— rUfi 
71*  — 

in  qua  z indefinite  repraesentat  radices  aequationis 

*7— = 0 

Si  hic  omnes  septem  radices  complecti  vellemus,  ad  functionem  integram 
sexti  ordinis  dclaberemur.  Manifesto  autem  pro  valorc  rationali  z — 0 cornpu- 
tus  fractionis  obvius  est,  datque  valorem  ,VA  • quapropter  seposita  hac  radice  in 
aequatione  sexti  gradus  subsistemus : 
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**— AV  = o 

quo  pacto  facile  praevidemus  orturam  esse  functionem  integram  quarti  ordinis. 
Iam  ex  applicatione  praeceptorum  praecedentium  prodeunt  sequentia: 

4 —1:*  — i,V  **+ftts* — M 
4'  = **  — H**  + m«—  M 
4"  = **  — 

4”=  «-4 

C""=  j 

>•  = li  = V 

V = — y,v  y = — v«v  **+ v.v 
X"=— *|’  J>*=  — 'i’**+W 

?j  = i 
ij'  = o 

tf  = H 

if = Y.V.’  *»  — W«V 
»f=  •«*'**  — 

£ = **— 4 — * 

£'  = i**— 'i'  = i 

2 = — rHi*-'+  v!Jtr  'i  — — vHt 

Zm—  -uV*  r=-rrV. 

Hinc  tandem  derivatur  functio  integra  fractioni  ]>ropositae  aequivalens: 

— MVf*'  — rWA  **  + m 

13. 

Ad  determinandum  gradum  praecisiouis , qua  formula  nostra  integratis 
R A-\-  R' A R" A!1 etc.  gaudet,  statuamus  generaliter 

Ram  + Ram+R"a‘m+  etc.  +J fl-V-l"  = — A*m| 

ita  ut  sit  differentia  inter  integratis  f f**dt  a f=0  usque  ad  /=  1 sumti 
valorem  verum  atque  approximatum.  Habebimus  itaque,  singulis  fractionibus  in 
series  evolutis, 
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t-a  1 i — a'  * t-a~^ 

= (i-^f-^+^-rjr^+u- *’)^+(+  -*")r*+  etc. 

= r,+i<-*+i/-J+ir‘+  etc.  — h 


«i  statuimus 

B — A:t_,  + A:'r-,  + l:"r,  + *"'f-t+  etc. 

sive  potius  (quum  iam  sciamus,  k,  k\  k",  k"  etc.  usque  ad  l£m'  sponte  evanescere 
debere) 

H = | f— ("+>)  | ^— (»+<)  | 

Multiplicando  per  T fit 

r(f^.+^+^+  etc.  +j— no)  = r+  t-  re 

lJars  prior  huius  aequationis  est  functio  integra  ipsius  t ordinis  n , eiusque  valo- 
res  determinati  pro  f — a,  t = a,  t = a'  etc.  resp.  fiunt  MR,  iTR\  M”R"e tc. : 
quapropter,  quum  eadem  valeant  de  functione  T',  uti  ex  ipso  modo  numeros 
R,  R\  R"  etc.  determinandi  perspicuum  est,  necessario  illa  pars  prior  aequatio- 
nis identica  esse  debet  cum  T',  adeoque  T " — XB.  Oritur  itaque  B ex  evolu- 
tione fractionis  ^ , quo  pacto  coSfficientes  k^n+'\  etc.  quousque  libet  de- 

terminari poterunt.  Quibus  inventis  correctio  valoris  nostri  approximari  integra- 
ris fydt  erit 

= A-("+,)^“+1)-t-it("+J)Jf("+a)+  etc. 


si  series,  in  quam  evolvitur  y,  eat 

y = K + JT< + K"t  t -\-  A”V  + etc. 


14. 

Si  magis  placet,  correctionem  exprimere  per  coCfficientes  seriei  secundum 
potestates  ipsius  t — 1 progredientis 

y = L-\-L[t — {t  — +)1  + L (t — i)*+  etc. 

illa  erit 
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/("+,)2/f"+0_|_j("+,)./^"+1)4-  {("+3)2/"+5)_j-  etc. 

si  generaliter  per  exprimimus  correctionem  valoris  approximati  integralis 
f(t  — Hae  correctiones  cum  correctionibus  nexae  erunt  j>er  ae- 

quationem 

/M  _ /fi») _ in,#— ■)_!- } . "•”~l  #"-»)— j . SLSr|-"— » #■— »)-|-  etc. 

Quo  vero  illas  independenter  eruere  possimus , perpendamus , functionem  0 per 
substitutionem  t — 1 « -+  l transire  in 

2k(u~'  — »’”*+  U~S — «~‘4  etc.) 

+ ik'(uT*  — 3 u- 4 — 4 k- 4+  etc.) 

-+-  8 A"{M_ 5 — 3*i~ *4-  Stt-5— 10m_<+ etc.) 

+ 16A"(m-4— — 20«_,+  etc.) 

4-  etc. 

sive  in 

2*u_,+  4(*'— i)u-,  + S(Xr”  —1.2*’  4-1*)«-* 

+ 1 6 (A-”—  | . 3 A"-)-  i . 3 A'—  4 A)  u"4  4-  etc. 

sive  in 

2 lu~ 1 4-  4 1'#-’  + S / V-* + 1 6 r«-‘  4-  etc. 

sive  denique,  quum  a priori  sciamus,  /,  l',  lm  etc.  usque  ad  /'“)  sponte  eva- 
nescere, in 

2«+i  [(”+') H~ ^(”+>)u— ("+»)  | j e^c_ 

At  0 = ~ ; quare  quum  T,  T”  per  substitutionem  1 = ju4-f  transeant  in 
— , Z-,  (art.  9),  functio  0 per  eandem  substitutionem  transibit  in  Quodsi 

J"**  * 2*  ‘ ' * jrrn  i/ 

itaque  seriem  ex  evolutione  fractionis  -gr  oriundam  per  Q designamus,  erit 
q __  2*+l  jC*+l)t4— ("+*) 4_2"‘*'1  ;("+,)M— ("+O4.  2"+1  /("+*) (»+*)  4 etc 

quo  pacto  cogflicientes  etc.  quousque  lubet  erui  (K) terunt. 

Ita  in  exemplo  art.  1 0 invenimus 

U"  — — v! f ! r u 1 — rl?4s“  J — tH  i lxu_J — etc. 

U = etc. 
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adeoque  correctio  valoris  approximati  integralis 

— — tt V*  «r  L ' — tt!  ? — t rA iVAtt  L — ctc- 

15. 

CoCfficiens  functionis  y in  seriem  evolutae  fit,  per  theorema  Taylori, 
aequalis  valori  ipsius 

1 d"y  . £**  d"jf 

dl"  Rl'®  * d*" 

pro  < = 0 sive  x = g\  perinde  coefficiens  lJm)  est  valor  eiusdem  expressionis 
pro  < = 1 sive  u = 0 sive  x — ^4- 1 A : utrique  coefficienti  ordinem  m tribue- 
mus. Generaliter  itaque  loquendo  integratio  nostra  usque  ad  ordinem  n inclus. 
exacta  erit,  quicunque  valores  pro  a,  d,  d' ... . accipiantur.  Attamen  hinc 
nihil  obstat,  quominus  pro  valoribus  harum  quantitatum  scite  electis  praecisio  ad 
altiorem  gradum  evehatur.  Ita  iaru  supra  vidimus,  in  methodo  Cotkui  i.  e.  pro 
a =■  0,  a — a”  = — , d"  — etc.  praecisionem  sponte  ad  ordinem  n-f-l  inclus. 

extendi,  quoties  « sit  numerus  par.  Generaliter  patet,  si  valores  a,  d.  a",  a”etc. 
ita  fuerint  electi,  ut  in  functione  T"  vel  V ab  initio  excidat  terminus  unus  plu- 
resve,  praecisionem  totidem  gradibus  ultra  ordinem  n promotum  iri,  quot  termini 
exciderint.  Hinc  facile  colligitur,  quum  multitudo  quantitatum  quas  eligere  con- 
ceditur sit  n+1,  per  idoneam  earum  determinationem  praecisionem  semper  ad 
ordinem  2 n— > inclus.  evehi  posse,  quo  pacto  adiumento  n — |—  1 terminorum  eun- 
dem praecisionis  ordinem  assequi  licebit,  ad  quem  attingendum  2n-f-l  vel  2n-f-2 
terminos  in  usum  vocare  oporteret,  si  Cotesii  methodum  sequeremur. 

16. 

Totum  hoc  negotium  in  eo  vertitur,  ut  pro  quovis  valore  dato  ipsius  n functio- 
nem T eruamus  formae  <',+l  etc.  itaque  comparatam,  ut 

in  producto 

r(r' + 1 J r-*-H 4- etc.) 

evoluto  potestates  t~l,  f~ \ f~5 ....  f- ("+'>  omnes  nanciscantur  coSfficientem  0; 
aut  si  magis  placet,  functionem  V formae  + + ' + etc-> 

cuius  productum  per  u~ 1 J u- 5 -f-  { u~' * -f-  f a-7  -f-  etc.  liberum  evadat  a potesta- 
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tibus  u-1,  a-*,  u~\  u~ *. . . . u— 1 ["+’).  Modus  posterior  aliquanto  simplicior  erit: 
quum  enim  facile  perspiciatur , coPfficientes  ipsius  U,  ut  conditioni  praescriptae 
satisfiat,  altematim  evanescere  debere,  sive  statui  6 — 0,  6"  — 0,  fi""  =0  ctc., 
laboris  dimidia  fere  pars  iam  absoluta  censenda  erit.  Evolvamus  casus  quosdam 
simpliciores. 

I.  Pro  n = 0,  cotifficiens  unicus  ipsius  t~ 1 in  producto 

(f+a)(t-1  + 1 f-,  + + ,_s+  etc.) 

evanescere  debet.  Qui  quum  fiat  =j.-|-a,  habemus  a — — sive  T ==  t — |. 
Perinde  U — u. 

II.  Pro  n = 1 , determinatio  ipsius  T pendet  a duabus  aequationibus 

0 = f+fa+o' 

0 = |+  \a-\-\d 

unde  deducimus  a = — l,a'  = + l.  sive  T—tt — f+E  Determinatio  functio- 
nis U unicam  aequationem  affert 

0 = ^+6' 

unde  6'= — f,  sive  U—uu—l. 

III.  Pro  «=  2,  functio  T determinatur  adiumento  trium  aequationum 

0 = J + 1«+!«’+®" 

0 = +4-la  + la'+ia’ 

0 = H-ia-Ha+la" 

unde  nanciscimur  n = — f,  ct’ = f . a"—  — ,>t,  adeoque  T— t1 — 

Ad  determinandam  U unica  aequatio  sufficit 

0 = H-J6' 

unde  fi’  = — | sive  U — u1  — J u. 

Attamen  hunc  modum,  qui  calculos  continuo  molestiores  adducit,  hic  ul- 
terius non  persequemur,  sed  ad  fontem  genuinum  solutionis  generalis  progre- 
diemur. 
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17. 

Proposita  fractione  continua 


T — 


“•'+-.-7= 

w 


tt)  etc. 


constat . fractiones  continuo  magis  appropinquantes  inveniri  per  algorithmum 
sequentem.  Formentur  duae  quantitatum  series,  V,  V' , V",  V"  ctc., 
W,  W,  W",  W " etc.  per  hasce  formulas 


V = 0 

V = V 

V * = wV  + e'F 
F~  = »T'+«T 
1""=  »“F~+t>"F' 


W = i 
1F’  = wW 
W"  — tc'IF'  -j-  v'  W 
W = w"lF"-fe'»F' 
W"'=  vTW+VW" 


etc.  eritque 


H- 

W 

W 

V" 
H ■' 


r 

» 

r 


et  sic  porro.  Praeterea  constat,  vel  facile  ex  ipsis  aequationibus  praecedentibus 
confirmatur,  esse 


VW'  — VW  = — r 
VW"  — VW  =-fre' 

VW  — VW"  — — wV 
V"  W""—  V""  W " z=  -f  V vVv~ 

etc.  Hinc  perspicuum  est,  seriei 

r ii  r’  , l‘  r V'  mW"  , , 

Vir  Wii~  ’ irir"  ~ 1VIV"  • elc‘ 

24 
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terminum  primum  esse  = jp 

surumam  duorum  terminorum  primorum  = ^ 

. . . V" 

summam  trium  terminorum  primorum  = ^ 

V" 

summam  quatuor  terminorum  prunorum  = ^r, 

et  sic  porro ; quocirca  series  ipsa  vel  in  infinitum  vel  usque  dum  abrumpatur  con- 
tinuata ipsam  fractionem  continuam  9 exprimet.  Simul  hinc  liabetur  differentia 

vi  y " y™ 

inter  <p  atque  singulas  fractiones  appropinquantes  (y, , jp, , (pr,  etc. 


E formula  33  art.  1 4 Disquisitionum  generalium  circa  seriem  infinitam  mu- 
tando / in  — , facile  obtinemus  transformationem  seriei 
« 

9 = «"‘-l-ia- s+lu_5  + lu~7+  etc. 
in  fractionem  continuam  sequentem 

1 

«— + 

1.1 


u — etc. 


ita  ut  habeatur 

a = 1,  v'  — —i,  v — —A.  tf  — — A.  »"'=  — tt  etc. 
1»  = io'  = 10" ss  w"  = »"  etc.  = u. 


Hinc  pro  F.  V,  V" , Vm  etc. 
quentes 
V = 0, 

F'  = !. 

F”  = u, 

F”  = «11 — A. 

F~=  u3  — H«, 

F’  = «‘  — i«u+AV 
F"=  «*  — 

F”=  u*  — H «‘4-  ??!««— 


IF  1F',  1F”,  IF'”  etc.  nanciscimur  valores  se- 

1F  = 1 
W =u 
W " = «w — 1 
IF"  = u* — fu 
IF"”  = u* — f«u+  A 
IF'  = u1 — V us-f-  A m 
IF"  = «*—  (+w‘-4-A“«  — ilr 
lifj-  IF™  = a7 — H «‘-f-f f ! «*  — AV#  etc 
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Leviatteutione  adhibita  elucet,  singulas  V,  V,  F”,  F”etc.  IV,  W,  W",  fF”etc. 
fieri  functiones  integras  indeterminatae  «;  terminum  altissimum  in  fieri 

s"*-1,  potestatesque  a™'!,  um_\  um~°  etc.  abesse;  terminum  altissimum  vero  in 
TFtm*  fieri  atque  abesse  potestates  u’"-1,  u”1,  um~:>  etc.  Per  ea  autem,  quae 
supra  demonstravimus , erit 

t , I , I . J , 3.].  3.  9 , 3.  1.3.1.  4.  < , 

“ — rnr  ' iww'  s . j . 4 ii- ir" ' i . j . i . i . ; iv- W" i . i . i777f7jTiP,'JP&  etc 

ac  proin  generaliter 

n»l  3. 3. 1.3 m . m 

'f  iFl")  3. 3.3.3.. ..{3n — l)(3m  +1)  $Timt  I4rI*,'*‘) 

. 3 . 1 . 3 . 1 (m  + 1)  {'«  + 1 ) 

■ l.l. 3.1 (im+l)(3m+'l)  »'(-•**) 

+ etc. 

Si  igitur  <f  — |ri„(  in  seriem  descendentem  convertitur,  eius  terminus  primus  erit 

1.3.  1 ■ 1 m ■ nuT*1"*1) 

3. 3. 3. 3 (2m— l)(lm+l) 

Productum  vero  iplFM  compositum  erit  e functione  integra  F^“)  atque  serie 
infinita,  cuius  terminus  primus 

3. 1.1.1 

1.1. 1.1 (lm — ij(lm  + l) 

Hinc  igitur  sponte  inventa  est  functio  U ordinis  quae  conditioni  in 

art.  praec.  stabilitae  satisfacit,  scilicet  ut  productum  tp  U liberum  evadat  a po- 
testatibus «—l,  « s.  « 5 „-!»+>)_  Scilicet  non  est  alia  quam  simul- 

que  patet,  U'  aequalem  fieri  ipsi  F(m+I>i  nec  non  terminum  primum  ipsius 
U * esse 

»•»■»■» (» +<)(■+ 0 -bH-1) 

l.l.I.}..*...(3s+i)(3»>s) 

Quodsi  igitur  pro  b,b',b“ b'"1  accipiuntur  radices  aequationis  — o, 

valoresque  coefficientium  R,  R',  R" R/'"^  per  praecepta  supra  tradita  eruun- 

tur, formula  nostra  integralis  praecisione  gaudebit  ad  ordinem  2 w — )—  1 ascen- 
dente, eiusque  correctio  exprimetur  proxime  per  * 

i 2.2. 3.1 («  + 1)(||-H)  T(3J.+1)  . 1.1. 3. 3.8.1 (»+i){n-H) T(3n+1) 

3”**  1.3. 1.1 (2« +l)(2»+ 1)  1 . 8 . « . 10.  10  . M (4  * + 3)(  411  + «)  ‘ 

•24* 
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16. 

Disquisitiones  art.  pracc.  functiones  idoneas  U pro  singulis  valoribus  nu- 
meri n invenire  quidem  docent,  sed  successive  tantum,  dum  a valoribus  minori- 
bus ad  maiores  transeundum  est.  Facile  autem  animadvertimus,  has  functiones 
generaliter  exprimi  per 

fi+l  _ «■  + ■)-  ,I»_|  | (»+i)k(ii— i)(«— 2)  .1  s (w  + i)m(h— I)(n  — I)(n— a)(»-<)  - a 

a.(aii  + i)“  ' i.  iji»+i)(ni- 1)  i . i. e.(m +i)(2«— i)(j»  — a) 

+ etc. 


sive  etiam,  si  clmracteristica  F ad  noruiam  commentationis  supra  citatae  uti- 
mur, per 

un+'  F[—  fn,  — —(»+!). 


llaecce  inductio  facile  in  demonstrationem  rigorosam  convertitur  ]>er  methodum 
vulgo  notam,  aut,  si  ita  videtur,  adiumento  formulae  1 9 in  comment.  cit.  Functio 
U , si  magis  placet,  etiam  ordine  terminorum  inverso,  exprimi  potest  per 


3.  3.3  . . 
— («  + 3)  (n  + 3) 


. .(»  + 0 
(in  + 1 j 


■ uF( — J «, 


l(»+3),  },  kk) 


jiro  n jrari . valente  signo  sujieriori  vel  inferiori , prout  | n par  est  vel  impar 
aut  per 


+ 


F{—  !(»+*)•  i.  ««) 


pro  n impari,  valente  signo  superiori  vel  inferiori,  prout  { (»+1}  par  est  vel  impar. 

Functio  U'  expressionem  generalem  aeque  simplicem  non  admittit:  facile 
tamen  ex  ipsa  genesi  quantitatum  V,  V,  F"  etc.  colligitur,  terminum  ultimum 
ipsius  U'  pro  » pari  fieri 

i i. 1,4.1. fi. fi n .n 

31  3.  & .?  . tT.  »:» (2*  — i)(T«  + l) 

signo  superiori  vel  inferiori  valente,  prout  J n par  est  vel  impar. 

Functio  IT  = <p  lF!n+l)  — !'<«+<)_  cuius  terminum  primum  iatn  in  art. 
pracc.  assignare  docuimus,  etiam  per  algorithmum  recurrentem  evolvi  potest, 
quum  manifesto  generaliter  habeatur 

<fW“  —V  = — V)  +r'(?lF  — V) 

w ’—  vm  = w"[?w  — v")  + tT{yW  - n 

9 11'"" — F”=  + W"-  F") 
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etc,  adeoque  eo  quem  tractamus  casu 

F^1)=  uteWC***)—  FC*-'))  — - ,m+,)' — l*H) 

T 'T  ’ (Sin  — l)(iin+l)  '*  • 

Ita  invenimus 

ffW  —V  — u'+  lu3+  f t»~f  + etc. 

fW'  — V'=  *«-*+  \u~*+  1«~®  + etc. 

•fll  — T = -i‘\  “ i u ' "f"  «VM  1 "H  VsSV M— * + etc. 

fW  — I " = t)*  iri*  m "4-rls"  "+  r *i*r“  10  -+-  etc. 

etc.  quas  series  ita  quoque  exhibere  licet 


)W"  — V"  — u 


I . 2 . 3 . 1 . i , l.  | . 

“f”  etc.) 

, L,»'<:h«..'|r.+  et£) 

•(»+ri^+  £>-*+  etc.) 


?w  - v = *-'(>+r i«-’+ 

?ir-r  = *«-•(, 


2 . 3 . 4 . 4 | 


2.3 
3 . 4 


2 . 4 . 4 . 7 

3 . 4 . 4 . 4> 


iw~-v-=  ^u-*[,+^u-'+±±±±u- 


I . 4 . ».  6 . 7 . 4. # 

— 1 u 

1 1. 4. ». t . II . 11 


etc.) 


etc  Hanc  inductionem  sequentes  habebimus  generaliter 

t/"  = f Hr*l,+I*  — p’(n+'l  aequalem  producto  ex 

1 .1  ■».  i,  4 ■ 4 fti-Hj.fri+O  -(»+!) 

I.J.l.i.l.1.1 (Jn  + l)(a»  + 

in  seriem  infinitam 


■ i ("  + »)(»  + ») 


(»  + i)(s  + a)(»  + 4)(»  + a) 
J.I.(2«+t)(2»  + 7) 


» 4-f-  etc. 


aut  si  magis  placet  in  F^n-f-l,  } n -f-  j,  »+♦•  »~*).  Haec  quoque  inductio 
facillime  ad  plenam  certitudinem  evehitur  vel  per  methodum  vulgo  notam  vel  ad- 
iumento  formulae  19  in  commentatione  saepius  citatae. 


19. 

Quum  sufficiat . functionum  T,  U alterutram  nosse , posterioris  determi- 
nationem tamquam  simpliciorem  praetulimus.  Quae  quemadmodum  evolutioni 
seriei  J « “*-(-  i etc.  in  fractionem  continuam  innixa  est.  per  ratio- 
cinia similia  ex  evolutione  seriei  1 *■**-+-  { / etc.  in  fractionem 

continuam 
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1 


1 — etc. 


derivare  potuissemus  algorithmum  ad  determinandam  functionem  T pro  valori- 
bus  successivis  numeri  n Ad  eandem  vero  conclusionem  pervenimus  perpen- 
dendo, T nihil  aliud  esse  quam  ~ seu  -2^,.— , si  pro  u scribitur  2t — 1,  quo 
paeto  functiones  successive  pro  T adoptandae  habebuntur  per  algorithmum  se- 
quentem : 


W — 1 
iW-  =t-t 

\w- £ \v  = 

* ir-=  (t-  « ,i\v-  . \w  = t*- \ 1 1 + 1 1 - a 

A w~=  (f-i).l  W-  ,+ir  = t‘- 2 f*-M «- ♦*+  A 


etc.  Per  inductionem  hinc  resultat  generaliter 

rp Jl+l  (»+»)*  | («  + l)*.44» Jl- I (»+!)*. »».(«  — 1)‘  Jt~1  , t 

l.(li>+l)  ' I . l.(l«  + l)(ln  +I)‘  l.l.l.(l«+l)(l«~+l).ln 

sive  T = tm+'  F( — (»+0<  — («  — f- 1 )•  — 2 (« -f-1),  / 1 ) , cui  inductioni  facile 
est  demonstrationis  vim  conciliare.  Si  magis  arridet,  T ordine  terminorum  in- 
verso etiam  per 


± 


1 .1.1.4  ■■ 
1 . . I u . 1 4 . . 


(■+1) 
(444  + 1) 


F(«+2,  — (ji  — J—  1 j . 


I,  t 


/ 


exprimi  potest,  ubi  signum  superius  valet  pro  n impari,  inferius  pro  pari.  Si- 
mili denique  modo  generaliter  T"  aequalis  invenitur  producto  ex 

i.i.i. • i-» (4.  + I). ;■.  + !)  j-o+i) 

l.<.«.IO.|».tt (4  41  + 1).  (4  41  + «)  * 

in  seriem  infinitam 


I _i_  <"  + *>*  4-4  _| (»  + l)»(4.+  l)»  ,_J  (»  + !)■■(«  + !)«(«  + 4)' 

"+"l.(l»  + 4)  • I .1  . (1  n -1-  4)(144  + 4)*  ' 4 .1.  l.(l«  + 4)(i«+  »)(1«  + *) 

sive  in  F(n -)-2,  n-f-2,  2 b -f-  4 , f— 1 1 ) 


< “*-(-  etc. 
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20. 

Quum  in  functione  U potestates  u",  u”~  , un~ ' etc.  absint,  c radicibus 
aequationis  U = 0 binae  seinpcr  erunt  magnitudine  aequales  signis  oppositae, 
quibus  pro  valore  pari  ipsius  n adime  associare  oportet  radicem  singularem  0.  In- 
ventis radicibus,  valores  coCfficientium  R.  R',  R"  etc.  secundum  methodum  art.  1 1 
habebuntur  per  functionem  integram  ipsius  «,  quae  pro  valore  impari  ipsius  n 
erit  formae 

yu  + yu  + 7 « -f-  etc. 

pro  valore  pari  autem,  si  excluditur  coefficiens  radici  u = o respondens,  formae 
yu  -f-  yu  +7«  + etc. 

Exemplum  art.  12  ipsam  hanc  reductionem  exhibet  pro  n = 6.  Manifesto  igitur 
valoribus  oppositis  ipsius  u semper  respondent  coefficientes  aequales.  Ceterum 
in  casu  eo,  ubi  n est  par,  coefficiens  radici  u = 0 respondens  facile  generali- 
ter a priori  assignari  potest.  Habebitur  hic  coffficiens , si  in  substituitur 

( dii) 

u = 0.  Valorem  numeratoris  IT  pro  u = 0 iam  in  art.  18  tradidimus,  valor 
denominatori8  autem  ibinde  erit 

i t.s.i  ..,.■(■■+0  __  , t.i.t.t.i.i (»+i)(»-H) 

— („4- 3) (■+:,) (IfT+Tj  — 1 . S . 7 . » . n (3»  + 0 

adeoque  coefficiens  quaesitus 

i 1.4.6. 6. ....It  \| 

tj.  t.7  ,. (*  + 0 


21. 

Functio  integra  ipsius  u cofifficientes  R,  R',  R"  etc.  repraesentans  in  eo 
quem  hic  tractamus  casu  etiam  independenter  a methodo  generali  art.  1 1 erui 
potest  sequenti  modo.  Differentiando  aequationem 

V'  U " 

f U — u 

substituendo  dein  ^ — jJ  , ac  multiplicando  per  V U(uu  — I),  obtinemus 

d(— ) 

(uu-l)fT^-  U[~£-.{uu  — l)  + ir)  = {uu  — i)UU—£r 
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Termini  huius  aequationis  ad  laevam  manifesto  constituunt  functionem  integram 
ipsius  m : itaque  necessario  in  parte  ad  dextram  coeffieientes  potestatum  ipsius  u 
cum  exponentibus  negativis  sese  destruere  debent 


Sed 


“ u 

du 


producit  seriem  infinitam  incipientem  a termino 


_ f1-1-*-* ("-Hh* 

'I.J.4.J (ln  + l)' 

qua  igitur  per  ( «u — i)UU  multiplicata  nihil  aliud  prodire  poterit  nisi  quanti- 
tas constans 

/i.  — (b+iK» 

'i . a.s.  j .....(in+l)' 


llinc  colligimus*} 


divisibilem  esse  per  U,  quamobrem  functioni  fractae  -j-'— , quae  coefficientes 

Ci  ii  ) 

It,  R\  id”etc.  suggerit,  aequivalebit  functio  integra 


, 1 . J. s.  J 

' I .3.31  '.  .... 


• - >■  t 1 ■ 

(»+') 


uy.[uu— i) 


Loco  huius  functionis,  quae  est  ordinis  2»-)- 2,  manifestoque  solas  potestates 
pares  ipsius  u implicat,  adoptari  poterit  residuum  ex  cius  divisione  per  U ortum, 
quod  erit  ordinis  « , scu  n — 1 . prout  n par  est  seu  impar.  Si  vero  in  casu  priori 
cocfficientcm  cum , qui  respondet  radici  u — 0,  excludere  malumus , loco  illius 
functionis  eius  residuum  ex  divisione  per  ' ortum  adoptabimus,  quod  tantum- 
modo ad  ordinem  n — 2 ascendet. 


22. 

Ut  praesto  sint,  quae  ad  applicationem  methodi  hucusque  expositae  requi- 
runtur. adiuugere  visum  est.  pro  valoribus  successivis  numeri  n,  valores  nume- 
ricos  tum  quantitatum  a.  a.  a etc. , tum  coefficieutium  li,  R‘.  R" etc.  ad  sede- 
cim figuras  computatos,  una  cum  horum  logarithmis  ad  decem  figuras. 


*)  Simul  hinc  petitur  demonstratio,  quod  C cum 
nequit , neque  adeo  ucqunliu  V — ti  radices  oryttalr*. 


d U 

d u 


divisorem  indeterminatum  communem  haberi 
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I.  Terminus  unus,  n = 0. 

V = «,  V = 1,  T — t—  j,  r=i. 

o = 0,5 

je  = i 

Correctio  formulae  integralis  proxime  = 

II.  Termini  duo,  n = 1. 

V = uu  — V = u 

T = tt—t+i.  T — t—  | 

a = 0,21  13248654  051871 
o'=  0,7886751345  948129 
R=  R = f 

Correctio  proxime  = r j „ 

III.  Termini  tres,  n = 2. 

U = — { u , I/’  = uu [*5 

r=<*— *«+t*-*.  r = «— f+ii 

a = 0,1 127016653  792583 
a = 0,5 

a"=  1,8872983346  207417 

R = R"  = A 

B'=J 

Correctio  proxime  = 

IV.'  l'ertnitii  quatuor,  n = 3. 

U — u' f M U -f-  A 

tr=  u*-iiu 

T = i*-HV 

r= 

a = 0,0694318442  029754 
d = 0,3300094782  075677 
a”  = 0,6699905217  924323 
o"=  0.9305681557  970246 

R = -R"'  = 0,1739274225  687284  log.  = 9,2403680612 
R'—  R"  = 0,3260725774  312716  log.  = 9,5133t42764 
Horum  coCffi cientium  expressio  generalis  — 1*1*1  «**  + ! » 

Correctio  proxime  = 

25 
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V.  Termini  quinque,  n = 4. 

V = us  — V “*  + s?r“ 

V—  «*—  +AV 
T =t‘—  ft‘  + v<*—  t«+A*— rh 
r=  *•-**'  + ««— *i»+T*Hr 

a = 0,0469100770  300680 
« = 0,2307653449  471585 
a"  = 0,5 

a"  = 0,7692346550  528415 
a""=  0,9530899229  693320 

R = IT"  = 0,1184634425  280945  log,  ==  9,0735843490 
R'  = R”  = 0,2393143352  496832  9.3789687142 

R"  = *Vr  = 0,2844444444  444444  9.4539974559 

Expressio  generalis  horum  coCfficientium , excluso  R ", 

— «V» «“  + HI! 

Correctio  proxime  = , , ^ , 1 IS 

VI.  Termini  sex,  n = 5. 

U = ue— ri-r 
£T=  us— 

T = t,  — 3t>  +«*'  — tt'’  + TV«  — iV*+rh 
?”  = f1— }f‘  rsV* 

a = 0,0337652428  984240 
a'  = 0,1693953067  668678 
a = 0,3806904069  584015 
«”=  0,6193095930  415985 
tT  — 0,8306046932  331322 
o””=  0,9662347571  015760 

R = J?”"=  0,0856622461  895852  log.  = 8.9327894580 
R'  = !?”’=  0,1803807865  240693  9,2561902763 

R“=  R”'  = 0,2339569672  863455  9,3691359831 

CoCfficientium  expressio  generalis 

«V»  — A““  + i i 

Correctio  proxime  = n,,1, 
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VII.  Termini  septem,  n = 6. 
v = «*  — t+Hx 

T = t1—it,+  f H*  — W'*+  H1'J  — tAt 

*"=  f4  — sr*+m<‘— SV  ('+««»-  .W»f+T*WrT 

a = 0,0254460438  286202 
a'  = 0,1292344072  00302« 
a = 0,29707741243  I130l8 
a' * = 0,5 

a~  = 0,7029225756  886985 
a"~=  0,8707655927  996972  ' 
o”"=  6,9745539561  713798 

R = R = 0,0647424830  844348  log.  = 8,8111893529 

R' — RT  = 0,1398526957  446384  9,1456708421 

B"=JT'  = 0,1909150252  525595  9,2808401093 

£■*=  — 0,2089795918  367347  9,3201038766 

Horum  coSfficientium , R~  excluso,  expressio  generalis 
— WA  »4 — iWA  ««4-  MV. 

Correctio  proxime  = rrri Inu 


23. 


Coronidis  loco  methodi  nostrae  efficaciam  ob  oculos  ponemus  computando 
valorem  integratis 


/dx 

log* 


ab  x = 100000  usque  ad  x = 200000. 

I.  Ex  termino  uno  habemus  &RA  = 8390,394608 

= 4271,810097 

II.  Ex  terminis  duobus  fit . . . |A.R./i'  = 4134,144502 

(Summa  = 8405,954599 
.AJ2/1  = 2390.572772 

U R’A  = 3729,064270 
\R"A"  = 2286.599733 
Summa  = 8406, 23677  5" 
25* 
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IV.  Ex  terminis  quatuor 


V.  Ex  terminis  quinque 


VI.  Ex  terminis  sex 


VII.  Ex  terminis  septem 


1 50 1 ,957053 
2763,769240 
2711,454637 
1429,062040 
6406,242970 

'ARA  = 1024,879445 
= 2041,833335 
lA.R"4"  = 2386,601133 
JAlT.r  = 1980.509616 
/ARrA'~  = 97,2,419588 
1 06,2  13 1 17 

741,912854 
1545.757256 
1976,737668 
1950.466223 
1488,588550 
702,780570 
''Summa  = 8406,243121 

/ARA  = 561,1213804 

I A R'A'  = 1202,0551998 
±R"A"  — 1621,6290819 
A Rn'A'"=  1753,4212406 
AR""A"’=  1584,9790252 
AJi’4'  = 1 152,06811  16 
A-R"^"  = 530,9690816 
Summa  = 8406,2431211 


1 Summa  = 

IARA  = 

ASTA’  = 
AB’ A'  = 
ABmAm  = 
AR""A”"= 
A R'A'  = 


ARA  = 
|A  R’A'  = 
\R"A"  = 
Afl"U"’  = 
Summa  = 


E calculis  clar.  Bessf.l  valor  eiusdem  integralis  inventus  est  = 8406,243 1 2 
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G6ttingi«che  gelohrte  Anscigen.  Isi2  Februnr  io. 


Die  logarithmischen  und  Krcisfunctionen , ais  die  cinfachsten  Arten  der 
transscendenten  Functiouen,  sind  diejeuigen,  womit  sich  die  Analysten  am  mei- 
sten  beschaftigt  haben.  Sie  verdienten  diese  Ehre  sowohl  wegen  ihres  steten  F.in- 
greifens  in  fast  alie  mathematische  Untersuchungen . theoretische  und  practiscbe, 
ais  wegen  des  fast  unerschOptiichen  Keiclithuras  an  intcressanten  Wahrheiten,  den 
ilire  Tlieorie  darbietet  Weit  weniger  sind  bishcr  anderc  transscendente  Functio- 
nen  bearbeitet,  die  sich  auf  jeue  uiclit  zurilckfilhren  lassen,  sondern  ais  eigne 
hChcre  Gattungen  betrachtet  werden  mfissen,  die  nur  in  speciellcn  Fallcn  mit  jc- 
nen  zusnmmcnhangen.  Und  doch  sind  manche  solchcr  Functiouen  nicht  minder 
fruchtbar  an  intcressanten  Uelationen , und  dahcr  dem , welcher  die  Analyse  um 
ihrer  selbst  willen  ehrt,  nicht  minder  wichtig;  so  wie  ihr  liiiufiges  Vorkominen 
bei  mancherlei  andern  Untersuchungen  sie  dem  empfehlen  muss , der  gern  erst 
nach  practiscliern  Nutzen  fragt.  Professor  Gacss  hat  sich  mit  Untersuchungen 
fiber  derglcichen  luihere  transscendente  Functionen  schou  seit  vielen  Jahren  be- 
schaftigt. deren  weit  ausgedchntc  Resultate  das  Gesagte  bestfitigeu.  Eirien,  ver- 
hnltnissm&ssig  freilich  nur  sehr  kleinen,  Tlieil  derselben,  der  gleichsam  ais  Ein- 
leitung  zu  einer  kiinftig  zu  lieferoden  Reihe  von  Abhandlungen  angeschen  wer- 
den kann , hat  er  am  30.  Januar  nnter  der  Aufschrift 


Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam 


a I I 

l+TT-7>»-t 


a.a4-I.G,f 
> • 1 • 1 • T +■ 


*r.r+ 


i . j . i . T.T+i  .T  + r,,r+  eK 


Pars  prior , 
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als  eine  Vorlesung  der  kdnigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  flbergeben,  wor- 
aus  wir  hier  die  Ilauptmomente  des  Inhalts  anzcigen  wollen. 

Die  transscendentcn  Functionen  haben  ihre  wahre  Quelle  aliemal.  officii  lie- 
gend  odcr  versteckt,  im  Unendlichen.  Die  Operationen  des  Integrirens,  der  Sum- 
mationen  unendlicher  Reihen , der  Entwickelung  unendlicher  Producte,  ins  Un- 
cndlichc  fortlaufender  continuirlicher  Brflche,  oder  flberhaupt  die  Annaherung  an 
eine  Grenze  durch  Operationen,  die  nach  bestimmten  Gesetzeh  ohne  Ende  fort- 
gesetzt  werden  — diess  ist  der  eigentliche  Boden,  auf  welchem  die  transscenden- 
ten  Functionen  erzeugt  werden,  oder  wenn  mau  lieber  sicli^eines  andem  Bildes 
bedieneu  will,  diess  sind  die  eigentlichen  Wege,  auf  welchen  mim  datu  gclangt. 
Zu  einem  Zielc  ffthren  gcwOhnlich  mehrere  solcher  Wege:  die  1'mstaude  und  die 
Zwccke,  welche  man  sich  vorsetzt,  mflssen  bestimmen,  welchen  man  zucrst  oder 
vorzugsweise  wahlen  will.  Die  Reihe,  welche  den  Gegenstand  gegenwartiger  Ab- 
handlung  ausmacht,  ist  von  einer  sehr  umfassenden  Allgemeinheit.  Sie  stellt, 
je  nachdem  die  GrOssen  a,  6,  y (welche  nebst  x der  Vorfasser  durch  die  Benen- 
nungen  erstes,  zweites,  drittes,  viertes  Element  unterschcidet,  so  wie  er,  KUrze 
halber,  die  ganze  durch  die  Keihe  dargestellte  Function  mit  den  Zeichen  F(a,  6,  y,  a:) 
bezeichnet)  so  oder  anders  bestimmt  werden,  algebraische , logarithmischc , tri- 
gonometrische  oder  hbhere  transscendente  Functionen  dar,  und  man  kann  behaup- 
ten,  dass  bisher  kaum  irgcnd  eine  transscendente  Function  yon  den  Analysten  un- 
tersucht  sei,  die  sich  nicht  auf  diese  Reihe  zurtlckfllhren  liesse.  Eine  grosse 
Menge  von  Wahrheiten,  welche  in  Beziehuug  auf  solche  schon  in  Betrachtung  ge- 
zogene  Functionen  schon  aufgefunden  sind,  lassen  sich  aus  der  allgemeinen  Na- 
tur der  durch  unsere  Reihen  dargestellten  Function  ableiten,  und  schon  um  dess- 
willeu  wflrden  IJntersuchungcn  dartlber  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer -verdie- 
nen.  obwohl  diess  nur  als  Nebensache,  und  die  ErOffnung  des  Zuganges  zu  ncuen 
Wahrheiten  nls  Hauptzweck  zu  betrachten  ist.  Gegenw&rtige  Abhandlung  ent- 
hfilt  nur  erst  die  Hfdfte  von  den  allgemeinen  Untcrsuchungen  des  Verfassers,  de- 
ren  zu  grosser  IJmfang  eine  Theilung  nothwendig  machte.  Hier  gilt  eben  die 
Reihe  selbst  als  Ursprung  der  transscendentcn  Functionen,  welche  in  dem  wei- 
tern  Verfolg  der  Arbeit  aus  einer  allgetneiner  anwendbaren  Quelle  werden  abge- 
leitet.  und  aus  einem  hoheren  Gesichtspunkte  betrachtet  werden.  Die  ersterc 
Erzcugung  inacht.  ilirer  Natur  nach,  die  EinschrSnkung  auf  dic  Falle  nothwen- 
dig, wo  die  Reihe  convergirt,  also  wo  das  vierte  Element  x . positiv  oder  negativ, 
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dcn  Werth  I nicht  flberschreitet:  die  amlerc  Erzeugungsart  wird  diese  Beschrfln- 
kung  wegrflumen/  Allein  eben  die  erstcre  Erzeugungsart  ftlhrt  schou  zu  cincr 
Menge  merkwftrdiger  Wahrheiten  auf  einetn  bequemern  und  gleiehsain  melir  ele- 
mentarischen  Wege,  und  desswegen  hat  der  Verf,  dainit  deu  Atifang  gemacht. 

Diese  drste  ITalfte  der  Untersuchungen  zVrfallt  in  drei  Abschnitte,  welchen 
einige  allgemeine  Bemerkungcn  voraus  geschickt  sind.  Um  eine  Probe  von  der 
ausgedehnten  Anwendbarkeit  der  Reihe  zu  geben,  sind  auf  dieselbe  zuvOrderst 
23  vcrschicdene  Reihenentwickelungen  algebraischer , logarithmischer  und  tri- 
gonometrischer  Functionen  zurflck  geffllirt,  so  wie,  ais  ein  Beispiel  hflhercr 
transcendenter  Functiouen , die  Coflfficienten  der  aus  der  Entwickclung  vou 
(aa-\-bb — 2 ai  cos -f)"  entspringenden , nach  dcn  Cosinus  der  Viclfachen  von  'f 
fortschreitendcn . Reihe,  und  zwar  lctztere  auf  drei  verschiedene  Arteu. 

Der  erute  Absehnitt  beschiiftigt  sich  mit  den  Relati onen  zwischen  solchen 
Reilien  von  der  obigen  Form , in  welchen  die  Werthe  eines  der  drei  ersten  Ele- 
mente  um  eine  Einheit  verschieden,  die  Werthe  der  drei  flbrigen  hingegen  gleich 
sind.  Dergleichen  Reihen  nennt  der  Verf.  series  contiguae,  im  Deutschen  kiinnte 
man  sie  etwa  verwandte  Reihen  nennen.  Jeder  Reihe  F(a,  6,  y,  x)  stehen  also 
sechs  verwandte  zurSeite,  n&mlich  jF(a+l,6,  y,x),  F(a — 1 , 6,  y,x),  F{a,  6+1,  y,  x), 
F(a.  6 — 1,  y,  x) , jP(«,  6,  y+1,  x),  F[a,  6,  y — l,x),  und  es  wird  hier  gezeigt, 
dass  es  zwischen  der  ersten  und  je  zweien  der  verwandten  eine  lineare  Gleichuug 
gibt.  Funfzehn  Glcichungen  entspringen  auf  diese  Weiae.  Es  folgt  liieraus  das 
wichtige  Theorem,  dass,'  wenn  a' — a,  a" — a,  6' — 6,  6" — 6,  y' — y,  y " — y, 
ganze  Zalden  sind,  auch  zwischen  F(a,  6,  y,  x; , F(a,  6',  y,  x),  F(a",  6",  yl  x), 
eine  lineare  Gleichung  Statt  findet,  und  also,  allgcmein  zu  reden,  aus  dcn  Wer- 
then  zweier  diescr  Functionen  der  Werth  der  dritten  abgeleitet  werden  kanu.  Ei- 
nige der  einfachsten  oder  sonst  merkwtlrdigen  Falle  hat  der  Verf.  hier  noch  bc- 
sonders  zusammengestellt. 

Der  ztreite  Absehnitt  gibt  Verwandlungen  in  continuirliche  Brflche,  und  zwar 
far  dic  Quotienten 

Ft*,  6 + 1,  t + i.  *)  **(«,  » + 1.  1.  *)  F(a  — I,  6 + 1,  j,  x ) 

#■"(«,  6,  -j,  x)  ’ F(a,  8,  i,  x)  ’ /+,  {,  f,  x) 

auf  wclche  sicli  noch  drei  andere  durch  die  offenbar  verstattete  Vcrtauschung  der 
beiden  ersten  Elemente  zurflck  ffihren  lassen.  Von  diesen  LehrsStzen  sind  faat 
alie  bisher  bekanntc  Entwickelungen  in  continuirliche  Brflche  nur  spccielle  Falle. 
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Vorziiglicli  merkwfirdig  ist  der  Fall,  wo  wan  in  der  zweiten  Entwickeluug  6 = 0 
setzt.  Es  folgt  daraus  ein  Lchrsatz , welchen  wir  seiner  umfassendcn  Anwend- 
barkeit  wegen  hier  beifQgen.  Die  Function  F(a,  I , y.  x)  oder , was  einerlci  ist, 
die  Reihe 


t-f-x- 
T T 


o . * 4-1 

TrH 


xx 


« . a 4- 1 . « -4  ^ 

T-7+l'T  + s 


x*  + etc. 


gibt  den  eontinnirliehen  Bruch 


1 


i 


at 


i 


4 


ra 

I- 


dx 

1 — CtC. 


wo  die  Coffficieuten  a.  b,  c,  d etc.  nach  folgendcm  Gesetze  fortschreiten : 


T 

. _ («+'>7 
“ (l  + >)(T  + >) 

— («  + 0(7+0 

— (7  + 0(7+*) 

Iliernach  lassen  sich  z.  B.  die  Potenz  eines  Binomium,  die  Reihen  fiir  log  (l-f-*). 

fttr  ExponentialgrOsscn , fiir  den  Bogen  durch  die  Tangente  oder  durrh 
den  Sinus  u.  a.  in  uncndlichc  continuirliche  Briiche  vcrwandeln.  Auch  beruben 
hierauf.die  in  der  Theoria  motus  corporum  coelestium  gegebenon  Vcrwandlungen  in 
solcUe  Briiche , deren  Beweise  hier  von  dem  Verfasser  uachgeholt  werden. 

Bei  weitem  den  griissten  Theil  der  Abhandlung  nimmt  der  dritte  Abschnitt 
ein,  in  welchcm  von  dem  Werthe  der  Rcihe  gehandelt  wird,  wenn  man  das  vierte 
Element  = I setzt.  Nachdcm  zuvOrderst  uiit  geometriseher  Schiirfe  bewiesen, 
dass  die  Reilie  fiir  x = 1 nur  dann  zu  eiuer  endlichen  Summe  convergire,  wenn 
y — a — 6 eine  positive  Grosse  ist,  fillirt  der  Verf.  di  ese  Summe,  oder  6,  y,  i) 
auf  den  Ausdruck  zuruck , wo  die  Charakteristik  li  eine 

eigene  Art  transcendeuter  Functioncn  andeutet , deren  Firzeugutig  der  Verf.  auf 
ein  unendliches  Produc  t grtlndet.  Diese  in  der  gauzen  Analysc  hoclist  wichtige 
Function  ist  im  Grunde  niclits  anders  ais  Eulebs  inexplicable  Function 

llz  = 1 .2.3.4 z 


.i »(7+  i — ») 

— (7  + »>(7  + ») 

ifT-n— ») 

(7+  0(7+0 


f- 
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allein  diese  Erzcuguugsart  oder  Dctinition  ist,  nacli  des  Verf.  Urtheil,  durchaus 
unstatthaft,  da  sie  uur  fflr  gauzc  positive  Werthe  von  z einen  klaren  Sinn  hat. 
Die  vom  Verf.  gewulilte  Begrtlndungsart  ist  allgemein  anwendbar,  und  gibt  selbst 
bei  imaginaren  Werthen  vou  z eineu  eben  so  klaren  Sinn , wie  bei  reellcn,  und 
man  liiuft  dabci  durchaus  keine  Gefahr,  auf  solckc  Paradoxcn  und  Widersprttche 
zu  gerathen,  wie  ehcdem  Ilr.  Kbamp  bei  seinen  numerischeu  Facultaten,  die  sich, 
wie  man  leicht  zeigen  kann , auf  obige  Function  zurttckffihren  lassen,  aber  zur 
Aufnabme  in  die  Analyse  weniger  geeignet  scheinen , ais  diese , da  jcne  von  drei 
Grossen  abhiingig  sind,  diese  nur  von  Einer  abhiingt.  und  doch  ais  cbcn  so  allgc- 
mein  bctraclitet  werdcn  muss.  Der  Verf.  wtlnscht  dieser  transsccndentcn  Function 
Ilz  in  der  Analyse  das  Bttrgerrecht  gegeben  zu  sehen,  wozu  vielleicht  dieWalilei- 
nes  eigenen  Namens  fUr  dieselbe  am  befbrderliehsten  sein  wurde:  das  Recbt  dazu 
mag  demjcnigen  vorbelralten  bleiben,  der  dic  wichtigsten  F.ntdeckungen  in  der 
Theorie  dieser  der  Anstrengungen  der  Geometer  selir  wflrdigcn  Function  machen 
wird.  Hier  ist  von  deni  Verf.  bereits  einc  bcdeutende  Anzahl  mcrkwurdiger,  sic 
betreffender,  Tlieoreme  zusammen  gestellt,  wovon  ein  Theil  ais  neu  zu  betracliten 
ist.  Der  Raum  verstattet  uns  nicht,  in  das  Detail  derselben  hier  einzugehen  : nur 
das  eine  hcben  wir  davon  aus,  dass  derVVerth  des  Intcgrals  l — .r!')',da-  von 

x = 0 bis  x — 1 leicht  auf  die  Function  II  zurflckgefahrt  wcrden  kann,  und 
dass  alie  dic  von  Ecees  fttr  derglcichen  Intcgralc  zum  Theil  mflhsam  ge  tunde  neu 
llelationen  sieh  mit  griisster  Leichtigkeit  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  jener 
Functionen  ableiten  lassen,  so  wie  umgekehrt  allemal  lis,  wenn  s eine  Ratio- 
nalgrbsse  ist,  sich  durch  einige  solche  bestimmte  Integrale  darstcllen  liisst. 

. Nicht  weniger  merkwiirdig  ist  die  aus  der  Differcntiation  von  lis  cntsprin- 
gende,  gleiehfalls  transscendente,  Function,  oder  vielmehr 

d log  [Is  d Iis 

ds  Ils.ds 

wclchc  der  Verfasser  mit  Ts  bezeichnet  hat,  und  die  gleiehfalls  eine  besondere 
Benennung  verdiente.  Von  den  zahlreichen  nierkwUrdigcn  Eigenschaften  dieser 
Function , welche  in  der  Abhandlung  aufgestellt  sind , fflhren  wir  hier  nur  die 
Eine  au . dass  allgemein  Vz — 1*  0,  wenn  z eine  rationale  GrOsse  ist,  auf  Loga- 
rithmen  und  Kreisfunclionen  zurtickgefflhrt  wcrden  kann ; *F  0 selbst  aber  ist  die 
bekanntc,  von  Eulek  und  Andern  untersuchte,  Zahl  0,5772156649  ....  negativ 
genommen , welche  der  Verfasser  hier,  nach  einer  von  ihm  selbst  gefdhrten  Rech- 
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nung,  auf  23Decimalen  mittheilt,  wovon  die  letzten  von  Maschebonis  Bestimmung 
etwas  abweichen.  Uebrigens  liangen  sowolil  11  z,  ais  'Pz,  mit  mehreren  merk- 
wflrdigen  Intcgralen  fttr  bcstimmtc  Werthc  der  veranderlichen  Grdsse  zusammen. 

Diesem  dritten  Abschnitte  ist  noch  eine  unter  der  Aufsicht  des  Professor» 
Gao88  von  Hrn.  Nicolai  mit  grOsster  Sorgfalt  berechnete  Tafel  fllr  log  Ii  s und  far 
Vz  beigefiigt,  worin  das  Argument  z durch  alie  einzelnen  Hnnderttheile  von  0 
bis  I fortschreitet;  aus  der  Theorie  dieser  Functionen  ist  klar,  dass  man  auf  diese 
Werthe  von  z alie  andere  leicht  zurttck  fdhren  kann. 


GdttingUche  gelehrte  Anzeigen.  1614  September  3«. 

Der  kiinigl.  Societat  wurde  am  1 6.  September  von  dem  Prof.  Gacbs  eine  Vor- 
lesung  eingereicht  ilberschrieben: 

Methodus  nova  integralium  valores  per  approximationem  inveniendi. 

Unter  den  verschiedenen  Methoden  zur  genaherten  Bestimmung  der  Inte- 
grale , oder  wie  es  in  der  Sprache  der  altera  Analysten  hiess,  zur  genaherten  Qua- 
dratur krummliniger  Figuren,  ist  die  Newton-  OoTEsische,  welche  sich  auf  die  In- 
terpolationsmetliode  grtlndet , eine  der  brauclibarsten.  Newton  hatte  eine  Aufl6- 
sung  der  Aufgabe  gegeben . durch  eine  beliebige  Anzahl  gegebener  Punkte  eine 
parabolische  Curve  zu  ziehen , deren  immer  leicht  ausfhhrbare  Quadratur  dann 
naherungsweise  die  Stelle  der  Quadratur  der  eigentlich  vorgegebenen  durch  jene 
Punkte  gehenden  Curve  vertreten  kann,  und  zwar  desto  genauer,  je  mehr  Punkte 
man  in  Anwcndung  bringt.  Newton  hatte  es  indessen  bei  dieser  allgemeinen  An- 
deutung  bewenden  lassen  und  nur  gleichsam  beispielsweise  fflr  den  Fall  von  vier 
in  gleichen  Zwischenraumcn  liegenden  Ordinaten  A,  B,  C,  D den  genaherten 
Flfichcnraum  zwischen  der  ersten  und  letzten , wenn  deren  Entferaung  — jR  ist, 
durch  angeftthrt.  Cotes,  welcher  fur  sich,  und  noch 

elie  Newtons  Schrift  Methodus  differentiatis  erschienen  war,  schon  im  Jahre  1707 
ahnliche  Untersuchungen  angestellt  hatte,  wurde  durch  die  zierliche  Form,  in  wel- 
cher Newton  das  Endrcsultat  in  obigem  Bcispicle  dargestellt  hatte  {pulcherrima  et 
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utilissima  regula  nennt  es  Cotes)  bewogen,  diese  Vorschriften  wciter  und  bis  auf 
den  Fall  von  1 1 Ordinaten  auszudehnen.  Immer  erscheint  so  der  verlangte 
Flfichenraum  in  der  Gestalt  des  Products  der  Basis,  oder  der  Entfemung  der 
itussersten  Ordinaten , in  die  Summe  der  durch  bestimmte  Zohlcoefficicnten  mul- 
tiplicirten  Ordinaten , und  zwar  haben  zwci  gleich  weit  vom  Anfang  und  Ende 
abliegende  Ordinaten  allemal  gleiclie  Cogfficienten.  Diese  Quadraturcoefficienten 
bis  zu  dem  Fall  von  1 1 Ordinaten  gibt  Cotes  am  Schluss  der  Abhandluug  de  me- 
thodo differentiati , welche  einen  Theil  der  Harmonia  mensurarum  ausmacht.  ohne 
sich  flber  das  Vcrfahren,  wodurch  er  sie  berechnet  liat,  weiter  zu  erkliiren.  Viel- 
leicht  hat  man  es  dieser  anspruchlosen  Kilrze , womit  bloss  das  Endresultat  dar- 
gestellt  ist,  zuzuschreiben,  dass  diese  schone  und  zweckmiissige  Methode  von  den 
Analysten  weniger  gekannt  und  bcnutzt  zu  sein  scheint,  ais  sie  es  verdient. 

Bei  dieser  Methode  liegt  durchaus  die  Voraussetzung  gleicher  Abstande  zwi- 
schen  den  Ordinaten  zum  Grunde.  Allerdings  scheint  beim  ersten  Anblick  diese 
Voraussetzung  am  cinfachstcn  und  natdrlichsten  zu  sein , und  es  war  noch  nicht 
in  Frage  gekommen , ob  es  nicht  demungeachtet  noch  vortheilhafter  sein  kOnne, 
Ordinaten  in  ungleichen  Abstfinden  zum  Grunde  zu  legen.  Um  diese  Frage  zu 
entscheiden,  musste  zuerst  die  Theorie  der  Quadraturcoefficienten  in  unbeschriink- 
ter  Allgemeinheit  entwickelt,  und  der  Grad  der  Genauigkeit  des  Resultats  be- 
stimmt  werden.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Bedingungen,  wovon  dieser  Grad  der 
Genauigkeit  abhfingt , von  der  Art  sind , dass  man  dieselbc  durch  zweckmiissig 
gewahlte  Ordinaten  in  ungleichen  Abstanden  allerdings  verdoppeln  kann,  so  dass 
mau  mit  einer  beliebigen  Anzahl  gehOrig  gewfihlter  Ordinaten  eben  so  weit  rcicht, 
ais  mit  der  doppelten  Anzahl  von  Ordinaten  in  gleichen  Abstanden.  Diese  Un- 
tersuchungen , nebst  der  volis tandigen  Theorie  der  zweckmossigstcn  Auswahl  der 
Ordinaten,  der  dabei  anzuwendenden  Quadraturcoefficienten  und  der  Bestimmung 
des  Grades  der  Genauigkeit,  wclchcn  dieses  Verfahren  gewahrt , machen  den 
Hauptinhalt  der  vorliegenden  Abhandlung  aus. 

Aus  der  kurzeu  Entwickelung  der  Theorie  der  CoTKsischen  Quadraturcoeffi- 
cienten , welche  der  Verf.  vorausschicken  zu  mOssen  glaubte , berOhren  wir  hier 
uur  dasjenige , was  den  Grad  der  Genauigkeit  betrifft , welchen  die  dadurch  ge- 
fundenen  gcn&herten  Intcgrale  haben.  Vor  allen  muss  hier  bemerkt  werden,  dass 
die  Amvendbarkeit  dieser  Methode , eben  so  wie  das  Interpoliren , auf  der  Vor- 
aussetzung beruhe,  dass  die  Ordinaten  iuncrhalb  des  zu  quadrirenden  Ha  umes 
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sich  durch  eine  convergi  re  ndc  Reihe  darstellen  lasscn.  Es  sci  x dic  Absscisse,  y 
die  Ordinate,  und  das  Integral  fydx  werde  von  x p=  g bis  x — A verlangt. 
Man  fabre  statt  x eine  andere  verSnderliche  GrOsse  ein,  indein  man  etwa 
x — g-\-(h  — g)  t , oder  auch  x — | \g  -f-  A)  } (A  — g)  u setzt.  Hier  muss  also 

g sich  durch  Reihen  wie 

a-\-a't  -f-a"/5  + etc. 

oder 

d -f-  6'«  + (i"u  u -|-  d -f-  etc. 

darstellen  lassen , die  convergiren , jene,  wenigstcns  so  lange  t,  diese  so  lange  u 
nicht  griisser  wird  ais  I . Man  mag  daher  Kflr/.e  wegen  den  CoCfficientcn  a'  und  t>' 
die  Ordnung  1 , den  CoGfficicnton  a"  und  d"  die  Ordnung  2 u.s.w.  beilegen.  Diess 
vornusgesetzt,  wird  gezeigt,  dass  die  Fehler,  denen  man  sich  bei  der  CoTEsischen 
Methode  aussetzt,  zwar  immer  von  ciner  hoheru  Ordnung  werden,  je  grOsser  die 
Anzahl  der  zum  Grunde  gelegten  Werthe  von  y ist , jedoch  so . dass  eine  unge- 
rude  Anzahl  und  die  zuniichst  grossere  gerade  Anzahl  immer  Fehler  von  einer- 
lei  Ordnung  hervorbringen.  So  ist  fflr  drei  Ordinaten  der  Fehler  sehr  nahe 
= TFa  (A — g)a"”<  fdr  vier  Ordinaten  nahe  = ,4*  (A — g) a’ ; sodann  ftir 
fUnf  Ordinaten  nahe  = (A — g)  a"  und  fQr  sechs  Ordinaten  nahe 

— x*V«r(A — g) a"  u.s.f.  Man  sieht  hieraus  , dass  es  im  Allgemcinen  vortheil- 
haft  sein  wird,  bei  Anwendung  derCoTEsischen  Methode  eine  ungerade  Anzahl  von 
Ordinaten  zu  benutzen. 

Der  Verf.  geht  hierauf  zu  der  allgemeinen  Untersuchung  fiber,  xvo  die  Ein- 
sehrankung.  dass  die  Ordinaten  gleiche  Abstande  von  einander  haben , wegf&llt. 
Sind  hier  A,  A‘,  A " u.s.w.  die  Werthe  von  y . die  entsprechenden  Werthe  von  t 
hingegen  a.  a,  «”u.  s.  w..  oder  6,6',  6"  u.s.w.  die  entsprechenden  Werthe  von  u,  und 
ihre  Anzahl  n-J-1,  so  wird  das  geniiherte  Integral  wiederum  die  Gestalt  haben 

(A — g*j  (E  A -J-  R A — f-  R A -j-  etc.) 

wo  R,  R',  R " u.s.w.  ZahlcoGfficienten  sind,  die  unabhfingig  von  der  Function  y 
bloss  durch  a,  a', «"u.s.w.,  oder  durch  6,6',  6”u.s. w.  bestimmt  werden.  Die  ITn- 
tersuehungen  des  Verf.  geben  fiir  diese  Bestimmung  folgendes  Resultat.  Es  sei 

T = (t  — a)[t  — a)(t— a") 
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Aus  der  Multiplication  ilieser  ganzen  Function  von  t,  welche  auf  die  Ordnung 
n -J- 1 steigt , in  die  uncndliche  Reihe , welche  den  Logarithmen  von  - — - vor- 
stellt,  nemlich 

etc. 

ergebe  sich  das  Product  T + T ",  so  dass  T'  die  darin  enthaltenc  ganze  Function 
von  I bezeichnet,  so  wie  T"  die  fibrige  mit  negativen  Potenzen  von  t ins  Unend- 
liche  fortlaufendc  Reihe.  Diess  vorausgesetzt , ergeben  sich  die  Quadra  turcotiffi- 
cienten  R,  R,  R"  u.a.w. , wenn  man  in  ^ filr  t der  Reihe  nach  die  Werthe 

a,  a,  a"  u. s.  w.  substituirt.  Auf  einc  fihnliche  und  noch  etwas  bequemere  Art 
leitet  man  jene  Coeflicienten  aus  b,  b\  b"  u.  s.  w.  ab , indem  man  die  Function 



durch  U,  ihr  Product  in  die  unendliche  Reihe 

durch  U'-\-U"  bezeichnet  (so  dass  V die  darin  cnthaltcne  ganze  Function  von 
u vorstellt),  und  dann  in  fQr  u der  Reihe  nach  die  Werthe  b,  b',  b"  u.  s.  w. 

substituirt.  Statt  der  gebrochenen  Functionen  “JTT  ^assen  *ich  auch  ganze 
Functioncn  von  t und  u finden . welche  die  Stelle  von  jenen  vertreten  kOnnen, 
und  fdr  dereu  Bestimmung  der  Verf.  eine  allgemeine  Methode  entwickelt. 

Der  Grad  der  Genauigkeit  der  Integrationsformel  hiingt  nun  von  der  Be- 
schaffenheit  der  Reihe  T"  oder  U"  ab.  Im  AUgemeincn  ist  der  Fehler  zwar  von 
der  Ordnung  »-(-! ; allein  wenn  von  den  ersten  Gliedern  jener  Reihen  einige 
ausfallen,  so  wird  der  Fehler  von  einer  hohern  Ordnung , so  dass  wenn  T"  erst 
mit  der  Potenz  m oder  U"  mit  der  Potenz  u~m  anfangt,  der  Fehler  von  der 
Ordnung  n+m  wird. 

Hieraus  ergab  sich  nun.  dass  in  so  fern  dic  Werthe  a,  a,  a"  u.s.  w.,  oder 

b,  b',  b”  u.  s.  w.  willkUrlich  gewiihlt  werden  konnen , diese  sich  so  bestimmen  las- 
sen  mussen,  dass  dic  ersten  w — t Glieder  von  T"  oder  U"  wirklich  ausfallen, 
wovon  die  Folge  sein  wird,  dass  der  Fehler  der  Integrationsformel  auf  die  Ord- 
nung 2n-(-2  konimt.  Die  Untersuclmng  schreitet  demnach  zu  der  Bestimmung 
dcijenigen  Functionen  T und  U,  fdr  jeden  Werth  von  n,  fort,  wodurch  der 
angegebenen  Bedingung  Genflge  geleistet  wird.  Der  beschrfinkte  Raum  erlaubt 
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uns  nicht , in  das  Einzelne  dieser  Untersuchung  hier  einzugehen : wir  bemerken 
also  hier  nur,.dass  diese  Functionen  cin  sehr  einfaches  Fortschreitungsgesetz  be- 
folgcn , und  in  genauem  Zusammcnhange  stehen  mit  der  Entwicklung  der  Reihen 

+ i f + i r*- + i t~*  + etc. 
u-1  + 1 «_s  + i + f k-7  -+-  etc. 

in  continuirliche  Brflche,  die  der  Verf.  in  einer  fruhern  Abhandlung  [Disquisitiones 
generales  circa  seriem  infinitam  1 + — *x  + etc.]  gegeben  hat. — Offcnbar  gibt  dem- 
n&chstdie  AuflBsung  derGleichung  T—  0 oder  U—0  dieWcrthevon  a,a',a”u.s.w. 
oder  b,  6’,  6"  u.s.  w.,  und  die  AVer the  der  Quadraturcofifficienten  werden  nach  den 
allgemeinen  Regeln  bestimmt,  die  in  diesem  Falle  noch  besondere  A ereinfachun- 
gen  vertragen.  Uebrigens  werden  allerdings  in  den  meisten  Fiillen  sowohl  die 
AVerthe  von  a,  d,  a" u.s.  w.  ais  die  Quadraturcoefficienten  Irrationalgrdssen.  Diess 
ist  indess  an  sich  sehr  gleichgOltig,  sobald  nur  ihre  numerischcn  AVerthe  cin  ftir 
allemal  mit  einem  ongemessenen  Grad  von  Genauigkeit  berechnet  sind.  Ist  diess 
der  Fall,  so  wird  die  Anwendung  dieser  Methode  auf  irgend  eine  .Anzahl  von  Or- 
dinaten  wenig  oder  gar  nicht  mehr  Mtthe  machen , ais  die  Anwendung  der  Co- 
naisehen  Methode  auf  eine  eben  so  grosse  Anzahl,  da  hingegen  letztere  auf  eine 
doppelt  so  grosse  Anzahl  angewandt  werden  mfisste , um  ungef&hr  dieselbe  Ge- 
nauigkeit des  Rcsultats  zu  geben , wie  crstere. 

Um  filr  dic  Anwendung  dieser  neuen  Methode  nichts  zu  wtinschen  tibrig  zu 
lassen,  hat  der  \'erf.  noch  die  numerischen  AVerthe  von  a,  d,  a"  u.  s.w. , so  wie 
von  R,  R',  R’  u.  s.w. , auf  16  Decimalen  berechnet,  mitgetheilt,  zugleich  mit 
den  Baioaischen  Logarithinen  der  letztem  auf  10  Decimalen.  allcs  bis  zu  dem 
Fall  von  sieben  Ordinaten.  In  diesem  letzten  Fall  wird  der  Fchler  der  Integra- 
tionsformel  nahe  = tt  ii  Irrrr  'voraus  man  abnehmen  kann,  dass  in  den 
meisten  in  der  AusQbung  vorkommcndcn  Ffillen  schon  eine  geringere  Anzahl  zu- 
reichen  wird.  Um  die  Anwendung  der  A’orschriften  und  ihre  verhiiltnissmassige 
Schfirfe  noch  mehr  zu  versinnlichen , ist  ais  Beispiel  dic  Bercchnung  von 
von  x = 100000  bis  x — 200000  beigefQgt,  wo  schon  bei  der  Anwendung  von 
vier  AVerthen  der  Fehler  nur  nriVm  des  Ganzen  ist,  und  bei  einer  grossem 
Anzalil  sich  in  den  unvermeidlichen  Fehlern  verliert.  die  sclbst  die  grOssern  Lo- 
garithmentafeln  noch  iibrig  lassen. 
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DETERMINATIO  SERIEI  NOSTRAE 

PER  AEQUATIONEM  DIFFERENTIALEM  SECUNDI  ORDINIS. 


38. 

Statuendo  brevitatis  causa  F[a,  6,  y,  x)  = P,  habemus  per  art.  4 

!|f  = ^F(a+l.«+ 1,7  + 1.«) 

atque  hinc  differcntiando  denuo 

TF  = + «+2>  7 + 2-  *) 

Hinc  aequatio  IX  art.  1 0 suppeditat 

[80]  0 = aSP— (y— (a+8+l)x)|f— (x  — xx)^£ 

Haecce  aequatio  differendo  - differentialis  tamquam  definitio  exactior  functionis 
nostrae  considerari  potest;  sed  quoniam  P = F{a,  8,  y,  x)  non  est  integrale  com- 
pletum sed  particulare  tantum  (quod  constantes  non  accesserunt),  adiicere  oportet 
conditionem,  ut  P incipiat  a valore  1 pro  x = 0 simulque  pro  eodem  valore 
ipsius  x supponatur  = y atque  d-p-  = 

Ita  pro  quovis  valore  ipfius  x,  ad  quem  a valore  x — 0 per  gradus  con- 
tinuos transiisti,  ita  tamen,  ut  valorem  x = 1,  pro  quo  x — xx  = 0,  non  atti- 
geris, P erit  quantitas  perfecte  determinata ; sed  manifesto  hoc  modo  ad  valores 
reales  ipsius  x positivos  unitate  majores  pervenire  nequis  nisi  transeundo  per  va- 
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lores  imaginarios,  quod  quum  infinitis  modis  diversis  absque  continuitatis  praeju- 
dicio fieri  possit,  hinc  nondum  liquet,  annon  eidem  valori  ipsius  x plures,  quin 
adeo  infinite  multi  valores  discreti  ipsius  P respondeant,  sicuti  in  pluribus  functio- 
nibus transscendcntibus  magis  notis  evenire  constat.  Sed  de  hoc  argumento  in 
posterum  fusius  loqui  nobis  reservamus,  quum  hoc  loco  casus  is  potissimum,  ubi 
x accipitur  infra  vel  saltem  non  ultra  unitatem  positivam,  atque  P aequalis  sum- 
mae seriei  F\a,  6,  y,  x)  tractetur. 


39. 

Scribendo  in  aequatione  80,  1 — y pro  x,  transit  ea  in  hanc 
0 = «6P— (a  + 6+1— 7 — (a  + 6 + l),y)^  — (y— 
quae  habet  formam  similem  ut  illa.  Hinc  statim  prodit  aliud  intcgrale  particulare 
P = F(a,  6,  a +6+1  — y,  y)  = F(a,  6,  a + 6+1  — 7,  1 — x) 


unde  per  principia  nota  sequitur  integralc  completum  aequationis  80, 
[81]  P = MF(a,  6.7 ,x)  + NF(a,  6,  a + 6+1  — 7,  I—  x) 


denotantibus  M,  N constantes  arbitrarias. 

Ceterum  obiter  hic  observamus,  ad  formam  aequationis  80  facile  reduci 
posse  aequationem  generaliorem 

0 = AP+(B+Cy)d?  + {D+ Ey  + Fyy)  ^ 

Sunto  enim  radices  aequationis  0 = D-\-Ey-j~Fyy  hae,  y — a.  y = b, 
sive  D-j-Ey-\-Fyy  indefinite  aequalis  producto  Fiy  — a)  (y — b ) patetque  sta- 
tuendo = x atque  determinando  a,  6,  7 ita  ut  fiat 

ati  = f„  a+6+l=^,  7 = — ?(sz.T) 

illum  transire  in  aequationem  80. 


40. 

Adiumento  aequationis  differentialis  80  eruore  licet  complura  theoremata 
maxime  memorabilia  circa  seriem  nostram,  tum  generalia  tum  magis  specialia,  ne- 
que dubitamus,  quin  multa  plura  atque  graviora  adhuc  lateant,  ulterioribus  curis 
servata.  Quae  hactenus  nobis  revelare  contigit,  hic  in  conspectum  producemus. 
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Statuamus  P = (l — x)'1  P' , eritque 

J7  = -!»(»-« fF+O-if  ^ 


Quibus  valoribus  in  aequatione  80  substitutis  prodit  dividendo  per  (I — xf  1 


0 = P'  jafi{1 — x)+(y — (a-(-6-j-l)x)p — x(pp — p)j 

_ 7iT>(7  — (a+6  + l)x)— 2px|(l  — x)—- (>— *) 

Determinemus  |i  ita,  ut  multiplicator  ipsius  P'  per  1 — x divisibilis  evadat,  quod 
fiet  vel  statuendo  p = 0 vel  p = y — a — 6.  Suppositio  prior  nihil  novi  doce- 
ret, sed  valor  posterior  substitutus  producit 

o = P>fi— «y  — 6y+yyj  — «— 6+0*l  — ^1*— ■**) 

sive 

0 = P'(y—o)(y— 6)— ^7{y-((y  — a)-+-(y  — «)+!)*)  — -^  (*— xx) 

quae  prorsus  eandem  formam  habet  ut  aequatio  80.  Quare  quum  pro  x = 0, 
manifesto  fiat  P’  = 1 atque  — p — *T_ <1  _ patet  ipsius  integrale 

esse  P1  = F( y — o,  y — 6,  y,  x) , ita  ut  generaliter  habeatur 

[82]  F{ y — a,  y — 6,  y,  x)  = (t — ■r  ’+<_i Fla.  fi,  y,  x) 


Hinc  petenda  est  transformatio  seriei 

, , 1.9  , 9.9.1»  , 4,9.10. 12  X . . t-vn  . II  , 

• +— a?+-nr*j;+'77nTir^+  etc-  “ 


m 


(*—■*)  <(1+riJ+»:;~T!T»*-g+  ctc)  = (|—J)  'F(t’  +.!■.*) 


— i 


quam  in  Ephemeridibus  Astronomicis  Bcrolincnsibus  1814  p.  257  iZusatz  zu 
Art.  90  und  100  der  Theoria  motus'  sine  demonstratione  indicaveramus. 


41. 

.Statuamus  porro  P — j?P'.  ita  ut  fiat 


(lx 

ddJ' 


= px^P+x'1 


dx 


jjr  = (PP  — P)-»-1*  *P'+* P-* 


* 


d d 7' 
dx* 


27 
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quibus  valoribus  in  80  substitutis , fit  dividendo  per  j: **  1 

0 = P'ja6x— (y— (a+6+l)x)p  — (1— x)(pp— p)| 

— — («+6+l)x+2p(l— x)|x 

— l£(xx  — **) 

Multiplicator  ipsius  P in  hac  formula  fit  divisibilis  per  x statuendo  p = 0 vel 
p = 1 — y;  valor  posterior  producit 

0 = P'  (a6+a+6+l — 2y — «y — 8y  + yy) 

— Tj(2- T — («+8+3  — 2y)j:) 

— Tfjr  (* — x‘r) 

Comparando  hanc  aequationem  cum  80,  cuius  forma  prorsus  similis  est,  patet 
quae  illic  fuerant  P,  a,  6,  y hic  esse  P',  a+1— y,  6+1  — y.  2 — y:  quare 
quum  illius  intcgrale  completum  assignaverimus,  manifestum  est,  P'  contentam 
fore  sub  formula 

P'  = MF{a-\- 1 — y,  6 + 1 — y,  2 — y,  x) 

+iVF(a+l — y.  6+1 — y,  a+6+1  — y,  1 — x) 

denotantibus  M,  N quantitates  constantes , sive 

[83]  F(a,  6.  y,  x)  = 3fx'-TF(a+ t-y,  6+1— y,  2 — y,  x) 

+ JVx'"^rF(a+l — y,  6 + 1— y,  a+6  + 1 — y,  l — x) 

ubi  constantes  M,  N ab  elementis  a,  6,  y pendebunt. 

42. 

Ex  aequatione  82  sequitur 

F(a+1 — y,  6+1 — y,  2 — y,  x)  = (1— x)*- *“*F(1— a,  1 — 6,  2— y,  x) 

F(a+1 — y,  6 + 1 — y,  a + 6+1  — y,  1 — x)  = xi~'F{a,  6,  a+6+1  — y,  1 — x) 

unde  statuendo 

jf  =/(«.  6,  y) , — 6,  y) 
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aequatio  83  fit 

F(a,  6.  a+6  + l — 7,  1 — x) 

— f[a,  fi,  f)F(a,  fi,  7,  x) 

+^(a,  fi,  7)(t— x'^ F(\— a,  1 — fi,  2 — y,  x) 
Eidem  aequationi  adiumento  formulae  82  hanc  quoque  formam  tribuere  licet 
x^Ffa+l — y,  6+1 — y,  a+6+l— 7,  1 — x)  — 

f{a,  fi.  y){  1 7—6, 7,  x)+y(a,  6, 7)x'^F{a+ 1 —7, 6+ 1 —7, 2—7,  x) 

sive  dividendo  per  x'-7,  mutandoque  resp.  a,  8,  7 in  a+1 — 7,  8+1 — 7,  2 — 7 

F(a,  6,  a+fi+1 — 7,  1 — x) 

= ?(a  + 1—7,  tf+l  — y,  2—7 )F(a,  6,  y,x) 

+/(a  + l — 7,6+1  — 7,  2 — 7) (t — 1 — a,  1 — 6,  2—y,x) 

Quae  quum  identica  esse  debeat  cum  formula  praecedenti , habemus 

g[a,  fi,  7)  = /r(a+l— 7,  6+1— 7,  2—7) 

itaque 

[84]  F(ot,  fi,  a+8+1  — 7,1 — x) 

==  /(a,  fi,  7)  F(a,  fi,  7,  x) 

+/(«+!— 7,  fi+1  — 7,  2 — 7)(1 — x)'-*-1  x'~i F{\— a,  1 — 6,  2—7,*) 


43. 


Iam  ut  indolem  functionis  /{a,  6,  7)  eruamus,  statuamus  x = 0.  Tunc 
patet,  esse  F(a,  6,  7,  x)  = 1 . x,— ' 7 — 0,  quoties  quidem  1 — 7 fuerit  quantitas 
positiva.  Sed  per  aequationem  48  habemus 


F[a,  6,  a+fi+l — 7,  1)  = 


n (a  -H  6 — t)  n ( — T) 
[Ha  — t)II(t  — T) 


Quare  sub  eadem  restrictione  demonstratum  est,  fieri 

[851  /(«• 6-  7)  = 

Hanc  vero  formulam  generalem  esse , ita  demonstramus. 
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Differentiando  aequationem  84  provenit 

= *V(a.  6,y)Fla+l.6+l.y+l.  x) 

+/{a+l -7,6+1-  7,  2 — 7)(1  - x)7'“"s‘,x‘1(j((r  7;(l-x)  (7  a 6)x)F(l  a,l-6, 2-7, x) 

+ ^,^)(x-xx)F;2-  a,  2- 6.  3-y,x)j 

Sed  per  formulam  IX  ort.  10  fit  mutando  a.  6.  y in  — a,  — 6,  I — y 

(1— 7)(2— 7)F(— a,— 6, 1— 7,x)=(2— 7)(1— 7+(a+6— l)x)fl[l— a.  t— 6,2— T,x) 

4-(i  — a) (1  — 6) (x  — xx) F( 2 — a,  2 — 6,  3 — 7,  x) 

unde  aequatio  praecedens  transit  in  hanc 


F(a  + I,  6— |—  I , er  — f-  f»  — 2 — y,  I — x) 

_ _*±s±iz3y-'a,  S,  y)F(a+l,  6+l,y+l.  x) 

- — — ’.vT— l! /{a+1— 7,6  + 1— 7,2— T)(l — x)T— x-t F(- a,  -6. 1 — 7. x) 
Mutando  autem  in  aequatione  84,  a . 6,  7 111  u + 1,  6 + 1,  f+1  fit 
F(a  +•  1 , 6 -|- 1 , ot  +■  6 — J-  2 — *f  1 1 — 

=/(«+*. 6+1, 7+l)F(«+l,  6+1, 7+1, x) 

+/(<*+• — 7.  6 + 1 — 7, 1 — 7) (l  — x)T-*-s-,x-',F( — a,  — 6,  1-7,  x) 


Quare  quum  facile  perspiciatur , has  duas  aequationes  identiens  esse  debere,  fit 
generaliter 

/(a  + l,  6 + 1, 7 + ')  = 7) 

sive  mutando  «,6,7  in  a — 1,  6 — 1.  7 — 1 

/(«.  6.  7)  = +7J/(«- 1.  6-1,  7-0 

= ,+*r-;?,-t~T~7(«  - 2. 6 - 2. 7 - 2} 

etc.  unde  facile  concluditur,  esse  generaliter  pro  quovis  valore  intero  ipsius  k 

fta' 6 it)  = •/(«-*•  *-*•  7-*) 
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Sed  quoties  1 — (y — k)  sive  it  + l — y est  quantitas  positiva,  demonstravimus 
esse  'formula  85) 


/(a  — k,  8 — k,  y 


_ n(»+t— T— A)H(A— T) 

■ ti  t« — t)  n t« — j) 


Quare  quum  k.  quidquid  sit  y.  semper  accipi  possit  tantus,  ut  l-)-l  — y evadat 
quantitas  positiva , erit  generaliter 


/(«,  f».  T)  = 


et  proin 

f[a  + 1 — y,  8 -J-1  — y-  2— T)  = 


ll(a+< — T)  n C — t) 
fi(,_t)n(6_l5 

n(«+«-t)n(T-i) 

ii(«— i)ii  («— i) 


ita  ut  formula  nostra  fiat 


[86'  F(a,  8,  a + 8-(-l  — 1 — *) 

+ (1-*)*— 0 -«,  1-8,  2-y.x) 


sive  mutata  y in  «-+-  6 — (—  1 — y 


[87]  F(a,  8,  y,  1 — x) 

= i8a5is-:;:iK 

+ %$$inl3r>*r~'  <■— ' (■  - 


1 — 8,  y— |—  I — a — 8,  x) 


Si  magis  placet,  scribere  licet 
in  formula  86 

pro  (I  — — a.  I — 8,  2 — y,x)  ....  .F{a-)-1 — y,  8-f-t  — y,  2 — y,  x) 


in  formula  87 


pro  (t — x)*-7F(l  — a,  t — 8,  y + t — a — 8,  x)....F{ y — a,  y — 6,  y-f-l — a — 6,x) 


44. 

Quoties  itaque  elemento  quarto  in  aliqua  serie  sub  forma  nostra  contenta 
volor  tribuitur  inter  0,5  et  1 , convergenti ae  lentiori  per  formulas  praecedentes 
remedium  affertur,  quippe  quae  illam  in  duas  alias  series  similes  duqiescuut 
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eo  citius  convergentes,  quo  tardius  illa  convergebat.  .Sed  excipere  oportet  casus 
speciales,  ubi  haec  transformatio  non  succedit,  quoties  scilicet  in  serie  transfor- 
manda differentia  inter  elementum  tertium  summamque  duorum  elementorum  pri- 
morum fit  numerus  integer.  Si  enim  in  formula  bti  y est  = 0 vel  aequa- 
lis numero  negativo  integro,  manifesto  F(a,  6,  y,  x)  fit  series  inepta  (art.  2) 
atque  factor  Ii(y — 2)  infinitus;  si  vero  y est  integer  positivus  unitate  major 
F(l — a,  1 — 6,2  — y,x)  atque  F(a+1 — y,  6-(-l  — y,  2 — y,  x)  fiunt  series  in- 
eptae et  11  ( — y)  infinitus;  denique  si  y — 1 duae  series  transformatae  F[a,  6,y,x) 
atque  F(l — a,  1 — 6,2  — y,  x)  vel  F(a + 1 — y,  6 + 1 — y,  2 — y,  x) , quae  ideo 
cum  F{a, 6, y,x)  identica  evadit , liocce  quidem  incommodo  non  laborant,  sed 
nihilominus  transformatio  nullius  est  usus,  quum  utraque  series  transformata  per 
cogfficicntem  infinitum  II  ( — 1)  multiplicata  sit  Operae  itaque  pretium  erit  osten- 
dere, quomodo  in  liis  quoque  casibus  convergentia  lentior  in  citiorem  mutari  possit. 


45. 

Sit  k numerus  integer  positivus  (sive  etiam  =0)  designemusque  1 + 1 
primos  terminos  serici  F(a,  6,  y,  x)  per  X.  Terminus  sequens  erit 

_a.»  + l.a+J....a  + *.6.*+l.C+a t + A jt+1 

“i-».  5 *+I.VT+'<t+*""T+*',! 

qui  etiam  ita  exhiberi  potest 

n(7— i)  n(.+*)n,(t+t) 
n(«-i)n(t-i)  - ii(t+i)iin+*) J 

similique  modo  termini  sequentes.  Hinc  colligitur 
, ll(«  + 6 — l)(fl( — i)  ry/  & , 

1.  ' t)T/  ■ F'a-  ®>  y-  -r)  exprimi  posse  per 

ti(*+4— x) n ( — i)  yi  n(«+*— i)H(— i)ii(i— i)  + ji+t+ii 

n(«— T)n(6— T)  •■,1‘"f'n(«-i)ii(«-i)ii(»-T)ii(«-T)“fn(*+<+i)ii(T+*+qJ  i 

si  pro  t omnes  valores  0,  1,  2,  3 ete  in  infinitum  substitui  concipiuntur. 

Simili  modo  F(a+1 — y,  6+1  — y,  2 — y,  x)  exprimi  potest  per 

_J+— t) v t ELfarzI  + 1)  n (t— i + 1)  /. 

rl(«-i)n(«— 7)“i  ntn(t-T+o  * * > 

I perinde  ut  ante  determinato,  adeoque  quum  sit  11(1  — y)  = (1  — y)n( — y)  at- 
que ll(y — 1)  = — (1—  y)  1 1 (y  — 2),  patet  esse 
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II. 


itn  Ct — 3) 
I1(*-1)11(S— i) 


Jf'  TF(a  + 1 — y,  6 + 1 — y,  2 — y.  x) 


n(«-f  t— t) n i — t) n (t — o y (n{» — 7+qn(s— 7+q  _,+(_T( 
nc« — onje— on(»— jjiks^Y)  f ff7ff(T-TTir~  1 


Hinc  formula  86  etiam  ita  exhiberi  potest : 


F{a,  f»,  a-t-6+l — y,  I — •*■) 

(!(«+»— T>n(—r) 

— n («  — t)71(«— t)  a 

ii t)  n ( — t) n (r— ! > y (K (-.+*+() ri(c+A+p  *+,+,_  n(.-t+on(t— ,+<) 

'+'Tf(7^i)n(t-i)n(«-T)n(&-7)',i<n(*+<+i)ii(i+*+<)x  np-r+onr  t 


Haecce  expressio  protinus  ostendit,  singulas  differentias,  quae  sunt  sub  signo  i!, 
fieri  =0,  si  supponatur  y = — k,  sed  quum  hic  simul  fiat  II(y  — 1)  quan- 
titas infinite  magna,  productum  finitum  evadere  posse  patet.  Cuius  valorem  ut 
per  quantitates  finitas  exprimamus . statuamus  primo  y+Ar  = iu,  unde  fit 

n(y-i).y.(y+i)(y+2)  • • • • (y+*- 1)«.  = n« 

sive 

^ “ -(»— 1)(«.—  1) (o— A) 

Rei  summa  vertitur  itaque  in  eo , ut  videamus,  quid  fiat 

i i n (i — y + i+»>ri(< — 7 i -pi— 7^c n(«— t+ o n (t — i+i)  i+i— 7 j 

«n  1 ll(t — 7 + 1 + »;  11(<+ 1»)  n(<  — r+7)Bi 

si  iu  in  infinitum  decrescat.  Ter  principia  nota  autem  liinc  resultat 

_ i£ 

*T 

si  brevitatis  caussa  statuimus 

tl(«— T + pn(»— r-K)  i-h_7 rT 

fi((_T+.)U(*-*-Tr  — v 

solamque  y tamquam  variabilem  spectamus.  Sed  hinc  fit 

«P  = _<r(a-T  + f)_V{g_y-|-#)-|-V(I_y+I)+qf(,_*_7)_log^ 
Hinc  colligitur  pro  y = — k 
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[S8  F{a,  d,  tz -f-  d -f- 1 — |—  A\  1 — «T! 

n ^ 6 + *)  n * y 

— ff(a+ Ayir(t+*j 

n(’  + «+*jn* SJfln»* 

■+"  il(o  -I)  nie-o  1R«  + *)  n (t +*){ — 1}( — a>  — ( — *)  “ < ' e 

+ +<+*)+ *(* +<+*)-  *{‘  -M- + 1 ) - 1>)  ^+,+*  i 

n(,+«+*)n*  _ , n<. +«+*;*■♦*  Y 

— li(,  + i)il(S+*)  ‘v  — Hb— T)Tl(t— i)ii(*+i) 

ubi 


Y=  | log*+  V(«+*H-V(6+*)— 1 ) — W(0)  i F^a+A-f- 1 , 6-+-A+  l.A+2,  x) 

+ A — m+s  x 

+(-A+-B) — , — : — r~~.  k+\  -t+r** 

+ (A+i*+C}  j 7 j 7 s " *+T . I+»  . * + 

-+-  etc. 


atque 


A — 
B = 

C = 


« + * + 1 

+ 

« + * + l 

* + 2 

— 1 

I 

l 

1 

1 

« + * + l 

i 

* + * + 2 
1 

HJ 

t 

I 

« *f-  * 4-  * 

C+A  + 3 

k + t 

i* 

etr. 


signumque  superius  vel  inferius  accipiendum  est,  prout  A est  numerus  par  vel 
impar 


40. 

Hoc  itaque  modo  F(«,  6,  a-f-S-H — y.  I — J?)  transmutatur,  si  y est  0 
vel  integer  negativus.  Casum  y = -+-1  prorsus  simili  modo  tractare  possumus, 
sive  brevius  statuere  possumus  in  ratiociniis  praecedcntidus  k — — t , unde  X 
prorsus  evanescit  atque  obtinemus : 
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(S9J  F(a,  6.  a-f-Jj.  1 — x) 

“ — nJ^W^T)  (log*+<F{«-i)-f  V(S-i)-2  T(o)J  F(*.  6.1,*) 

n («+»— 0 i j«.t 
. H(a— 1)11(1— i)  * 

+ (4+^r7TTTTTi** 

+(4+*+ offi'  :*  t vrrvrr2  ** 

+ eto.} 
ubi 

A = i+-g  — 2>  B=si\rt+ih—i-  c = jTi+rr,— *•  etc- 

Ita  e.  g.  pro  a — 6'  = } obtinemus  (cfr.  form.  52.  71) 

[90]  F(bb  l,  i-x) 

= — ^log^gji.F^,  +.  i.x) 

-il 2 • (2+ +)r¥7rr> * +(2+ 1 + A) 

+(2+^+^+ri)^:^:::;:I:X+  <*m 

= — v|logA*-F(t.  i- 

+ 1 H I i 1 ■**+  TVftWftr1  + etc.  j 

Denique  casum  tertium,  ubi  y est  integer  [>ositivus  unitate  maior,  seorsim 
tractare  haud  necesse  est,  quum  sit 

F(a,  6,  a+64-1 — 7.  1 — *)  = jr7_l/'’(a+l  — y,  15  — |—  1 — y,  a+6+1 — y,  1 — j?)_ 

transformatioque  seriei  F(a+l  — 7,6+* — 7.  a + S+l  — y.  1 — x)  pro  y>l 
ad  casum  primum  sponte  reducatur. 


17, 


da-  — —iS— 


inter  quas  primum  locum  obtineat 
adeoque 


Transimus  ad  alias  transformationes 

substitutio  x — - . . Hinc  fit 
y — 1 

<1^ 

d^  = _(t— jr}’d^|  + 2(|— jr)dP.  adeoque 


,dP 


differentiando  denuo  fit 


28 
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Quibus  vilioribus  substitutis  transit  aequatio  80  in  hanc 

o = «fip+(i— jr)(r+(a+6— y)ly— 

Ut  vero  obtineamus  aequationem  ipsi  80  similem,  statuamus  P—  (1 — y)^'.  unde 

= (t^K— (i  -y^P'-  2 v-(t-y)^  d£'+ (i  -jrf 
Quibus  substitutis  fit  post  divisionem  per  'I  — y'? 

0 = P'jfffi  — p(y  + (rt  + fi  — 1 — yjjr  + .jqpp  — p)j 
— 1 — 7)^  — 2iAjf|(» — 

+ i^-  te—SHfUi—l/) 

Determinemus  p ita,  ut  multiplicator  ipsius  P'  per  t — y divisibilis  evadat, 
quod  fiet  statuendo  vel  p = a vel  p = 6.  Ynlor  prior  mutat  aequationem  prae- 
cedentem in  hanc 

o = «(6— 7)P’+(r— (r+«-H— +Cy— </jr)d-££- 

sive 

0 = a(r-g)F-(7-(r-6-h«  + l)jr)^' -iy-yyfjf; 

cui  ita  satisfaciendum  est,  ut  fiat  pro  y — o,  P'=  i atque  ^ Hinc 

autem  deducitur  P'=P(a,  y — S,  y, y)  adeoque  habetur 

[9t]  F(a,  t),  y.  x)  = ( I — jr)* F(a,  y — fi,  y ,y)  = (1 x)-*F(a.  y— fi,  y,  — ~) 

Si  pro  p valorem  alterum  fi  adoptavissemus,  prodiisset  prorsus  simili  modo 

[92]  F(a.  fi,  y, x)  = (I  — x)-*F(S,  y — a,  y,  — ,-£^) 

quae  formula  quoque  e praecedenti  per  solam  permutationem  elementorum  a,  6 
sponte  sequitur.  Adiumcnto  formulae  modo  inventae  valores  serierum  nostrarum 
pro  valoribus  negativis  elementi  quarti  semper  ad  valores  similium  serierum  pro 
valoribus  positivis  elementi  quarti  interque  0 et  I sitis  reducitur,  quum  fiat 

F(a,  fi,  y,  — x)  {!  + x)_’P(«,  y — 6,  y.  — ) 
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48. 

Operae  pretium  erit  ostendere , quomodo  adiumeuto  transformationum 
82,91  omnes  formulae  in  art.  5 collectae  perfacile  e solo  theoremate  binotniali 
deduci  possint.  Protinus  enim  inde  sequuntur  formulae  I — IV.  Formu- 
lae VI — IX  hinc  sponte  sequuntur,  si  c*  spectatur  tamquam  limes  potestatis 
(1+t-)'  vel  (1 — * )_\  atque  logx  tamquam  limes  ipsius  i(xT — I),  crescente  i 
in  infinitum.  Porro  ex 

eosntp-f-yf — 1 . sin n 'f  = (cos — )—  y' — I . sin 'f)B 
cos  ny — y/ — 1 .sinntp  = (cos  9 — — 1 . sin  f)n 

sequitur  per  subtractionem  et  additionem  formula  XVIII  et  XXII  atque  hinc 
per  formulam  82  statim  XIX  et  XXIII;  hinc  rursus  per  formulam  91  deducun- 
tur XVI,  XVII,  XX  et  XXI.  Statuendo  t pro  n t atque  n infinitum  ex  XVI  et 
XX  sequuntur  XI  et  XII;  statuendo  vero  n infinite  parvum  ex  XVI — XVIII 
sequuntur  XIII — XV. 

49. 

Ex  substitutione  .r  = — simili  modo  evadit 

y 

0 = atp—  (a+f>—  1 — (7  — + 

Statuendo  dcin  P = y>Lly,  fit 

I.  0 = P'(a6— p(a-f  «5— lj+pfr— 2)jr  + (pp  — p)(l— jr)) 

— '(«*+<—< i — (T— % — 2p(1  — jr))y 

+{yy— f*)™?- 

Ut  multiplicator  ipsius  P'  per  t/  divisibilis  evadat , statui  debet  vel  p — a vel 
p = fi ; valor  prior  producit 

II.  0 =P'a(y  — 1-(y-2a-2)ji)  + fjf-^)^ 
cuius  integrale  particulare  fit 

Pr=  F{a,  a-f-1  — 7.  a+l  — S,.y) 

28* 
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Satisfit  igitur  aequationi  I per  integrale  particulare 

P •=  y*  F[a.  a+1  — 7.  a+1 — f>,  y) 


et  perinde  valor  alter  p = 6 suppeditat  alterum  integrale  particulare 
P 6,  6 + 1 — 7,  6+1  —a,y) 

unde  integrale  completum  habetur 

P = Ay'F(a,  a+1  — 7,  a+1  — 8,y)  + By'F{G,  6 + 1 — 7,  6+1— a.y) 

designantibus  A,  Ii  constantes , quae  vero  non  sunt  arbitrariae  sed  penitus  de- 
terminatae , quum  P non  sit  integrale  completum  aequationis  80 , sed  particu- 
lare tantum.  At  ne  determinatio  valorum  constantium  A,  Ii  in  ambages  inuti- 
les nos  deducat,  eandem  aequationem  alio  modo  per  ea.  quae  iam  evolvimus,  de- 
ducemus. 

Statuendo  in  aequatione  91  — ——  t=  1 — z,  mutandoque  in  aequat.  S6 
6 in  7 — 6,  7 in  a+1  — 6,  x in  z,  colligetur 


(I  — x)*F{a,  6,  7,*)  = ^ 7—6,0  + ! — 6,  z) 


Sed  per  aequatt.  91,  92 


F(a,  7 — 6,  a + l — 6,  z)  = (l — z)~*j F[a,  a + l — 7,  a+1  — 6,  — 

F(6.  7 — a.  6+1 — a,z)  = (1 — z)-SF(6,  6+1  — 7,  6+1 — a,  — j^_-) 
His  substitutis,  nec  non  z = . I — z = — , habemus 

I — * I — X 1— X X 


[93]  F(a,  6.  7,  x)  = F(a,  a+1-7,  a + l-6, 1) 


quae  convenit  cum  aequatione  supra  inventa,  si  statuatur 

a 11(7— 011(8— «— I)/ 

II(T— ‘a-l)lf(f^+  M 

n _ n(T— l)ll(a-t  — 1)  , ,* 

~ n<«— onfr— c — *>  v 1 
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ubi  notandum , esse 

( — 1)*  = cosaArc-f-^ — t.sinaAi: 

( — 1)®  = cosSAt:-}-^ — 1 .sinSAir 

designante  k indefinite  integrum  imparem  quemcunque. 

50. 

Per  aequationem  93  valor  functionis  nostrae  pro  valoribus  elementi  quarti 
unitate  maioribus  ad  casum  eum  reducitur , ubi  elementum  quartum  unitate  mi- 
nus est.  Simul  patet,  valoribus  elementi  quarti  negativis , unitate  maioribus, 
semper  unum  vnlorem  realem  functionis  F respondere,  positivis  vero  tunc  tan- 
tum resjxmdere  posse  valorem  realem  functionis . si  a et  6 sint  vel  integri  vel 
fractiones  rationales,  quarum  denominatores  sint  impares;  in  casibus  reliquis 
F{a,  6,  y,  x)  pro  valore  positivo  ipsius  x unitate  maiore  tantummodo  valores  ima- 
ginarios admittit. 


51. 

Relationes  inter  plures  functiones  F hactenus  evolutae  omnes  lineares  fue- 
runt: adiicimus  aliam  diversi  generis.  Sit 

P = F{ a,  y.  x) 

Q = x'“i  J*’(a-f-l — y,  6— (— 1 — y,  2 — y,  x) 

R — F(a,  6,  <i— (—  6—)—  1 — y,  1 — x) 

ita  ut  P.  Q.  R sint  tria  intcgrolia  particularia  aequationis  bU , sive  sit 

I.  0 = afiP— (y  — (o+6+1)x)jj— (x— xx)^~ 

II.  0 =a6«-(y-(a-}-6-l-1)x)^-(x-xx)dA? 

III.  0 = «SB_(y_(«  + « + l)x)if-Gr-*x)^ 

Multiplicando  aequationem  primam  per  U,  secundam  per  P,  fit  subtrahendo 

0 = (y  — («-f-6-l-l)x)'i— Tx — ~ + (x— xx}2 jp — - 

Haec  vero  aequatio  per  xT_ 1 (1 — r multiplicata  integrabitis  evadit  atque 
suppeditat 
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[94]  A — JT(1—  x*+*+'-i9.ip-pi2 

Prorsus  simili  modo  habetur 

[95]  B = xm—x)(‘+t+'-iRAQ-Q,lJi 

[96]  C = 

Constantes  A,  B,  C facile  determinantur  per  methodum  sequentem. 


Pro  * = 0,  fit  P=  l;  porro  x1  Q — x F(a-\-l — f,  8+1 — f 2 — 7«  x) 
fit  = 0 pro  x = 0;  ipsius  differentiate  autem  per  d#  divisum,  puta 
YXT_ 1 fit  =1;  hinc  colligitur  = l — y pro  x = 0,  adeoque 

A = y — 1 

Ut  vero  etiam  B et  C determinemus,  resumamus  aequationem 
R =/(a,  6,  y)P+/(o+1  — y,6+1  — r 2—i)Q 


quae  differentiata  dat 

a*  =/(°-  6.7)jf +/(“+«— t-  g+‘— t-  2—7)57 

Multiplicando  primam  per  ~,  secundam  per  Q,  fit  subtrahendo 

=/(fl  g T)'«i adeoquc 


U x- 


B = (.  - Y)/(a.  8,  T)  = V 


Similiter  multiplicata  aequatione  priore  per  5-,  posteriore  per  P.  subtractio  dat 
adeoque 


RiP—PiR  . . * , . „ ^QdP  — Pd» 

55 =/(«  + !— r 6+1 -Y.  2 7) 55 


C - (Y-l)/(a+l-T,  6+1 -p  2-T)  = 


Si  magis  placet,  hae  tres  aequationes  etiam  ita  exhiberi  possunt,  ut  functio- 
nes derivatae  5?,  per  functiones  finitas  exprimantur;  ita  e.  g.  fit  for- 

mula 96, 
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[97]  ^F(a.  6,  a + 6+1  — f,  1 — jr)F(a-f-l,  6+1,  y+I,  x) 

+ M.«+i_Tj;’(a+1-  g-H.«+6+2—  1—  x)F{a,  6,  y,x) 

= nj..+«-gn(T-)j-,(1_j)7-a-4-1 


52. 

Denotando  functionem  F( — a, — 6,1 — y,x)  per  S,  erit 
0 = a6S— (1— r+(a  + 6— — (x— 


Combinata  hac  aequatione  cum  I art.  praec.  fit 

o = «6(*«^)-(i-2*)*|.<f. 


(X TX] 


dSddP  + dPddS 
dx* 


quae  est  integrabilis  atque  suppeditat 

Const.  — atiPS — (x — **)  g+ 

Valor  quantitatis  constantis  sponte  demanat  = afi  ex  x=  0.  Si  formam  fini- 
tam mavis,  habes 

[98]  F(a,  6,  y,  x)  F( — a,  — 6,  1 — y,  x) 

— ~*— (*  — xx)F(a-\- 1,  6+1,  y+l,ar)  1^(1 — a,  1 — 6,  2 — y,x)  = 1 

Transformando  hic  singulas  quatuor  functiones  secundum  formulam  52  ac 
dein  scribendo  y — a.  y — 6 pro  a,  6,  habebis 

[99]  (1 — x)F(a,  6,  y.  *}F(1  — a,  1 — 6,  1 — y,  x) 

— 1=^1— jrF(a,6,Y+l,*)f’(l_a,  1 — 6.  2 — T>  x)  = 1 


Quaedam  theoremata  specialia . 

53. 

Relationes  omnes  quas  hactenus  eruimus  eatenus  sunt  generalissimae,  quod 
elementa  a.  6,  y nullis  circumscribuntur  conditionibus.  Praeterea  autem  plures 
alias  invenimus,  quae  conditiones  speciales  inter  elementa  a,  6,y  supponunt: 
multo  vero  plures  sine  dubio  adhuc  latent,  ensque  ipsas  quas  hic  trademus  for- 
tasse ex  altioribus  principiis  derivare  in  posterum  licebit 


« 
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Statuamus  primo  in  aequ.  80,  x 


adeoquc 


d*  = d_y . 


«(«—») 

(>+»)’ 


_ df  0+y)1 

d*  dy  ' 1(1  — y) 

ddl*  _ d d P (l+y)‘  _ 
d*  dy  4(l — y) 

dd P _ ddP  (i+y)« 
d**  dy*  ‘ 1 e ( i — y)’ 


Hinc  fit  aequatio  illa 


«y 

(*  + y)’ 


unde 


d/  (i— y)(i+yl*dn 

dy'  J(l-y)> 

(>— y)(»+y)*.  df 
s(l— y)*  dy 


0 = a€P 

- (7  (H-jr)*-  4 («  + *+t)jr)  ^ • £ 

ddf  y(i+y)*  y(»-y)(l-t-y)  dy 

dy*  ' « 2 ( 1 — y)  'cly 

sive 

0 = 4aS(l — y)P 

— (T (: 1 +y}’  — 4 (a  + 6 + 1 )y—  2y  (2  — y)  { 1 +.y)) 

— (y— 

0 = 4a8(l  — j i)P 

— (*+y)(T— (4a+4g— *t)j'+(t— 

Statuendo  P = (t+iy)I*Q,  hinc  deducitur 
I.  0 = 2a(2d — y+{2a+l— y)^)Q 

-(7— (46-2T)j  + (7-4«-2)yjr)^ 

— (9— 

lam  supponendo  esse  6 = a — 4 , haec  aequatio  induit  formam  sequentem 

0 = 2a(2a-H  — t)  Q 

1 — (7  — (4a+2  — 

/ v dd  Q 

—(y—yrtTf 

cuius  integrale  est 


Q = F{ 2 a.  2a-j-l  — f,  f,  y) 
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ita  ut  resultet 

[l  00]  / 


1 +y'F  F(*  2 0 + 1 — T-  * y)  — Fia-  « + i.  T.  (T+Jf' ) 


54. 


Si  loco  relationis  6 = o-)-j,  lianc  adoptamus  y = 26,  aequatio  1 art. 
praec.  fit 

0 = 2a(2a  + l — 26),yQ 


_(28_(4a+2-2«)jtf)^ 


-y(>-yy)%? 


lam  statuendo  yy  — z,  fit 


4«  = 2 Vd? 

dy  *9  d» 

ddQ  , dd  Q , Id  Q . 

ay-.  = 4y9sF+ir  ade0fiup 

0 — a (a  + 5 — ®)  Q 

-(6-M-(2a  + i-S).-)4f 

-(»-*•) T? 

cuius  intc^rale  quum  sit 

Q = F(a.a+f-M+M 

habemus 

[101]  (1  +jr)** F(a,  a-f- 1 — 6,  6-f-  | , yy)  = F(a,  6,  2«,^^^) 


Statuamus  secundo  x = iy  — 4 yy,  unde 
d.r  = 4 d jr  ( 1 — 2 y) 


d P _ d P _| 
di  dy  ' 4(1— ly) 

ddJ*_ddP  i 

I? 


dP  i 


dy'  lil(l— ly)'“dy' s(t-2y)‘ 


unde  aequatio  80  tit 


29 
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0 = 4a6  P 

-(T  _ (4  a+4  6 + 2)jr  + (4  a + 4 6 + ■ g 

, ,dd/> 

— (y-yy)  17^ 

Ut  in  membro  secundo  fractionem  auferre  liceat,  statuere  oportet  f = a-j-6-f-  f, 
unde  prodibit 

0 = 4a6P 

— (a-f-6  + f — (2a-f-26-{-l)y)1j^ 

, ,dd? 

— (y— yyii7 

cuius  integrale  est 

P = F{ 2 a,  26.  a-f  6+Uy) 

unde  habemus 

^1 02j  F[a,  6,  a+6-f-f,  iy  — 4yy)  = F{1a,  26,  <*  — (—  8 H-  J, y) 

Si  in  hac  aequatione  y mutaremus  in  1 — y , prodiret  inde 

F{ o,6.  a-f-6+i.  ly—4yy)  = F{ 2a,  26.  o-f  6+f,  t—  y) 

unde  sequi  videtur  paradoxon 

F( 2o,-28,  a+6  + f.y)  = F{ii,  26,  o + 6-j-f-,  I — y) 

quae  aequatio  certo  est  falsa.  Quod  ut  solvamus,  meminisse  oportet,  quod  probe 
distinguendum  est  inter  duas  significationes  characteristicae  F,  quatenus  scilicet 
vel  repraesentat  functionem , cuius  indoles  exprimitur  per  aequationem  differen- 
tialem  80,  rei  solani  summam  seriei  infinitae.  Posterior,  quam  diu  elementum 
quartum  inter  — 1 et  -{-1  situm  est,  semper  exhibet  quantitatem  ex  asse  de- 
terminatam. sed  cavendum  est,  ne  hos  limites  excedas,  quum  alioquin  nulla  pror- 
sus significatio  supersit.  Prior  vero  significatio  repraesentat  functionem  genera- 
lem, quae  quidem  secundum  legem  continuitatis  semper  mutatur,  si  elementum 
quartum  fluxu  continuo  mutatur,  sive  ipsi  valores  reales  sive  imaginarios  tribuas, 
si  modo  semper  valores  0 et  1 evites.  Ilinc  patet,  in  posteriori  sensu  functionem 
pro  aequalibus  elementi  quarti  valoribus  (transitu  seu  potius  reditu  per  quantita- 
tes imaginarias  facto)  valores  inaequales  adipisci  posse,  e quibus  is  quem  serie»  F 
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repraesentat  unicus  tantum  est,  adeoque  neutiquam  est  contradictorium,  quod, 
dum  aliquis  valor  functionis  F(a.  6.  a + 6-f-},  4 — 4 yy)  est  aequalis  ipsi 
,F(2a,  26,  a+6  + -J-,  jr),  a/ins  valor  fit  — f(2o,  26,a-|-6-(-f,  1 — y)  foretque  aeque 
absurdum,  hinc  aequalitatem  horum  valorum  concludere,  ac  si  ex  Arc.  sin  f = 30°, 
Arc.  sin}  = 150°  concluderes  30°  — 150°. — Si  vero  characteristicam  F acci- 
pimus in  significatione  minus  generali,  scilicet,  ut  tantummodo  repraesentet  sum- 
mam seriei  F,  ratiocinia  ea,  per  quae  aequationem  !02  eruimus,  necessario  suppo- 
nunt, y tantummodo  eousque  a valore  0 crescere,  donec  evaserit  x = 1,  i.  e.  usque  ad 
y —i.  Iu  hoc  ipso  puncto  autem  continuitas  seriei  P=F[a,  6,  a-f-6-|-},  4 y — \yy) 
interrumperetur,  quum  manifesto  c valore  positivo  (finito)  subito  ad  negati- 
vum saliat.  Itaque  in  hac  significatione  aequatio  102  extensionem  ultra  limites 
y = i — y'}  usflue  ad  y ~ ■}  non  patitur.  Si  mavis,  eandem  aequationem  ita 
quoque  exhibere  potes 

[103]  F(«, 6,  a +«++,*)  = F(Ja.  26,  «+6+}-,  ^f) 

sive  ita 

104]  jF(cc,  6,  a-}- 6 -|—  1 , 1 — j?)  = F( 2 a,  2 6,  a-j-6-j-^.,  — A5) 

unde  tamquam  corollarium  sequitur  (formula  48) 

[105]  F(2o,  26,  o + 6-l-  }.  i)  == 

_ *>y« 

— n<«— t)n(«— *> 


56. 

Ex  applicatione  formulae  87  ad  aequationem  104  sequitur 
106]  JF(2a,  26,  a +6+},  — j- ) = AF(a,  6,  },  x)  -{-  Dy/jt . F(a  + },  6 -f-  },  },  x 
unde  patet,  seriem 

F(2o,  26,  a+6+}.^) 

exhiberi  posse  per  seriem 

A -f B t + A ’r'J . 1 1 + B t’+A  ?-at'  , < + etc. 

statuendo  brevitatis  caussa 

29  * 
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i — n(o+«-»n(-D  „ _ nt.+t-om-t) 

— n^— t)n(8-t)  • — nt«— <)n(«-i) 

Hinc  colligere  licet,  esse 

(107]  F( 2i,  2S,a+e+|,it^)  = 4F(a,6,  1,*)  — B\fx.F(*+bt+i,bx) 

Quodsi  cui  haec  conclusio  haud  satis  legitima  videatur,  (quam  tamen  extra 
omne  dubium  collocare  haud  difficile  foret)  ad  eandem  aequationem  sequenti  modo 
pervenire  possemus.  Ex  aequatione  87  fit 

F(2i,  26,  i + 6 + h “)  = CF( 2 a,  2 8,  a+8  + f,  '-=]£) 

+ D F{  l — 2 a,  1-28, 1-1-6.  i^-*) 

statuendo  brevitatis  caussa 

p ll(a  -f  6— .)) 0{ — 1 — s — t)  r,  li(«+t — !)!!(»  + 6 — |) 

U — D(«  — ft — *)II(6 — « — *)  ’ Il(2a-I)ll(l<-1) 

Ex  aequatione  104  autem  facile  deducitur 

F(l— 2i,  1 — 28,  1—  i — 6,^^)  = F(+  — a.i  — 6,  f — a— 6,  1 — x) 

= EF(  1 — a,  J — 6,  4,  *)  + GV*.F(l — <*.  1 — 6, 1,  *) 

statuendo  brevitatis  caussa 

„ _ H(t-«-t)ll(-4)  n _ nq-a- t)n(-|) 

— 11  (-»)!!(-«)  ’ — n(-|-a)ll(-t-<) 

Hinc  rursus  sequitur  per  aequationem  82 
F(1  — 2a,  1 — 26,1—1—6, 1=^?) 

= J5(l  — i)',+‘-»F(a,6,l-,*)  + Gv';r.(l  — *)«+*“*  F(«+f  6+1,  f,*} 

His  substitutis  colligitur  statuendo 

AC+DE  2,1+’*-'  = M,  BC+DG  2!l+5t-'  = N 

F(2i,  26,1  + 6 + 1-,  1±S^)  ==  MF(a,  6, 1,  x)  + iVy/fr.F(a  + f,  6 + 1, 1,  *) 

cuius  /arma  convenit  cum  aequatione  107.  Iam  possemus  quidem  e sola  natura 
functionis  II  derivare  M — A,  N = — B,  quum  per  aequ.  55,  56  facile  demon- 
stretur, esse 

q cmfa— 6)1:  DE  i»0*»*-'  J»ina"*ints  1 co*  ar  co» 

co»(a-f6)ic  ’ A co#(*+6)tr  * B co#(«HhG)it 
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sed  hoc  labore  ne  opus  quidem  est.  Patet  enim,  statuendo  x = 0,  fieri  debere 
M — F( 2a,  26,  a+6-f-  },  4]  = A 
differentiando  vero  illam  aequationem  prodit 

28+1,  «+6+f,  i±Jfr) 

= 2a83/f'(a+l,  6 + 1,  4,  x) 

+ i(a+i)(8+|)ATv'x.F(a+i,6+f.  l,x)  + iNx~l  F[a+\,  6+{,  |.  x) 
unde  statuendo  x — 0 prodit 

#=*  jS^f^+i.  2«+'. «+«+}.  1) 

n(o+g+t)n(-D 
II  a f I fi 

_ fl(,  + 6_j)n(_|)  r, 

— 11(1-1)11(6-1)  — 


57. 

E combinatione  aequationum  106,  107  habemus  itaque 
[t  OS]  2 A F{%  6,  4,  x) 

— F( 2a,  2 6,  a+6  + J,  — -'^>,)  + i‘’(2a,  26,  a + 6 + 4.  — ) 

[109]  2B\fx.F{a-\-i,  6+4,  x) 

= F{ 2a,  28,  a + 6 + 4.  '^f)_F{2a,  26,  a+6  + 4,  1±^) 

Mutando  in  aequatione  109  a in  a — f,  6 in  6 — f , facile  videbis,  inde  prodire 

[>>0]  l^LlA^x.F^l,  l.x) 

— F{ 2a  — 1.  26—1,  a+6  — 4.  '-±^)  — F{2 a — 1,  26—  i,a+6— 4, 
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Id  der  Handschrift  bildet  dic  Determinatio  seriei  nostrae  per  aequationem  dijficrentialem  etc.  dcn  zwci- 
ten  TheiI  einer  Abhandlung,  dio  dcn  Titcl  tuhrt , ‘Disquisitiones  generales  cirra  /unctiones  a serie  infinita 
1 — z *4*  etc.  pendentes  auctore  Csbolo  Fbiedebico  Gauss  societati  regiae  traditae  Noc.  ifiil.'  Der  e rete 

Thcil  Ut  nach  einer  weitern  AuafUhrung  dor  Einzelheiten  in  die  l&tl  Jan.  30  vcrdffontlichte  bekannte  Ab- 
bandlung  dbergegangen.  Dabei  alnd  aus  27  Artikel  37  geworden,  and  die  «3  numcrirten  Gletchungen  bU 
iu  ;«  vcrmchrt.  An  jene  schlie*sen  sich  die  Numraera  der  Artikel  und  Glcichungen  des  rweitcn  Thcils  in 
der  Handschrift  an , tur  Bcqucmlichkeit  des  Lceere  hat  man  sie  abrr  nach  dcnen  der  verOffcntlichten  Ab- 
handlung  sich  fortsetzen  lasaen  und  audi  auf  diesc  dic  vorkommcndcn  Citate  bezogen. 

Daa  Handexomplar  der  gedruckton  Abhandlung  Disqu.  gen,  circa  seriem  etc . enthfclt  ru  Art.  26  die 
Aufseicbnung 

+ ® 

Die  beste  Drfinition  ron  IT  iit  dati  fl  m = felm+'i)z e~*  dx 


ferner  dic  Gleicbung  is  auch  noch  in  dieser  Form 

[j»]  logiis  5=  {s  + +)log*— s + l loglit  + J.f  .P-»-  j.|  Q + *.  IH+AIH  etc. 

die  unmittelbar  aus  61,  62  und  37  abgclcitct  werden  kann. 

In  einem  Notizbuche  Ut  mit  Iliilfo  dor  Gleichung  r.*  unter  der  Eru:a’«chen  Form  der  Werth  von 
logll(io+t)  und  daraus  der  von  logllizu  «,7t7JU7&  — I7#is'*7"6»3*  und  II»  = + u,mois«  — 0,m»4V6i 
berechnet  (nach  dem  Jahre  1647). 

Der  Ali.  4«  Ut  hier  so  wiedergegeben , wie  er  nach  violfachen  Durchstrcichungen  von  Wortcn  und 
ganzcn  Sktzen  in  der  Handschrift  gelesen  werden  muss;  nach  Abaicht  des  Vcrfassere  dQrfton  aber  wohl 
noch  die  Worte  *«  solo  theoremate  binomiali’  fortsuloMen  sein. 

Samara. 
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GdllingUche  gelehrte  Anxeigen.  1 61 S Juli  l. 


Der  KOnigl.  Societat  ist  ilurck  Hrn.  Prof.  Gaiss  eine  handschriftliche  Ab- 
handlung  des  Hrn.  Prof.  Pfaff  in  Halle  vorgelegt,  iiberschriebcn : 

Methodiis  generalis , aequationes  differentiarum  partialium , nec  non  aequationes 
differentiales  vulgares,  utrasque  primi  ordinis , inter  quotcunque  variabiles, 
complete  integrandi. 

Die  Lehrc  von  den  partiellen  DifFerentialgleichungen  des  ersteu  Grades  ver- 
dankt  bekanntlich  Lagkange  zwei  wiclitige  Erweiterungen,  nemlicli  die  allgemcine 
Integration  derselben,  wenn  sie  entweder,  bei  einer  beliebigen  Anzahl  vcrander- 
licher  GrOsscn . die  jmrtiellen  Differentialquotienten  bloss  lineorisch  enthalten, 
oder  ohne  Einschrfinkung  in  Rtlcksicht  der  Form.  wenn  der  vcriinderlichen 
Grossen  nur  drei  sind.  Ueber  diese  beiden  Fklle  war  man  eigentlich  bisher  noch 
nicht  hinausgegangcn , und  das  von  Laorajtok  bei  den  partiellen  Differentialglei- 
chungen  dreier  verauderlieher  Grossen  angewaudte  Verfahren  wtirde  bei  einer 
grBssern  Anzahl  besondere  Schwierigkeiten  liaben.  Wir  haben  es  daher  ais  eine 
merkwflrdige  Bereicherung  der  Intcgralrechnung  anzusehen,  dass  es  dem  scharf- 
sinnigen  Verfasser  der  vorliegcudcn  Abhandlung  gelungen  ist,  die  allgemeine  In- 
tegration der  partiellen  Differentialgleichungen  des  ersten  Grades  fur  jede  Anzahl 
von  veranderlichen  Grossen  zu  tinden.  Er  liat  bei  dieser  Untersuchung  einen  ei- 
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genthflmlichen  Weg  gewfihlt , und  sie  an  einen  andern  nicUt  weniger  interessan- 
ten  Zweig  der  Integralreclmung  angeknilpft , nemlich  an  die  Lehre  von  den  ge- 
wbhnlichen  Differentialgleichungen  (des  crsten  Gradesj  zwischen  mchr  ais  zwei 
veranderlichen  Grossen , deren  wahre  Natur  bckanntlich  erst  Mokoe  uns  kennen 
gelehrt  Hat , obwohl  die  Integration  derselben  von  diesem  Geometer  nur  ftir  die 
einfachsten  Falle  vollendet  ist.  Von  dieser  Gattung  von  Differentialgleichungen 
giebt  Hr.  Pfafp  dic  allgemeine  Integration , und  dic  der  partiellen  Differential- 
glcichungen  crscheint  dann  nur  ais  ein  besonderer  Fall  von  jener.  Bei  diesen 
Untersuchungen  wird  die  allgemeine  Integration  der  Differentialgleichungen  von 
jedem  Grade  zwischen  zwei  veranderlichen  GrOssen  rorausgexetzt , welches  ganz 
in  der  Ordnung  ist,  eben  so  wie  man  in  den  hOhern  Theilen  der  Mathematik  die 
allgemeine  AuflOsnng  der  algebraisehen  Glcichungcn  postulirt. 

Wir  glauben  den  Frcunden  der  hOhern  Mathematik  einen  angenehmen 
Dienst  zu  erweisen , wenn  wir  sie  dureh  gegenwiirtige  Anzeige  ih  den  Besitz  die- 
ser schonen  F.rweiterung  der  Integralreclmung  setzen.  Freilich  wairde  ein  Aus- 
zug  aus  der  144  Quartseiten  starken  Abhandlung,  in  welchem  wir  dem  Vorfasser 
Schritt  fiir  Schritt  folgen  und  nichts  Wesentliches  flbergehen  wollten , die  Gren- 
zen  des  uns  vergOnnten  Raumes  weit  flberschreiten.  Wir  wollen  daher  versuchen, 
indem  wir  uns  bloss  an  die  Sache  halten , in  einer  etwas  veriinderten  Darstellung 
das  Wescntliche  so  herauszuhcben,  dass  Kenner  sich  dasselbe  vollkommen  an- 
eignen  kOnnen. 

Ais  die  Hauptopcration  des  ganzen  Geschfiflts  muss  angeschen  werden  die 
Reduetion  eines  Differentialajisdrucks 

Q ==  pdx -f-pd x'-\- y/'d x"-\-  ctc.  'M-r*”-1' 

wo  jeder  der  CoGfficienten  p.  p,  p”  u.  s.  w.  Function  der  veranderlichen  Grossen 
x,  x,  x"  u.  s.  w.  ist  auf  die  Form 

2 = X [q  dy + q'Ay+  fl"d/+  etc.  + y("-,)d<y("“,>] 

»o  dass  Ky.y',y" u.s.f.  Functioneu  von  *, x. x”u.  s.  w.  scicn,  hingegen  q, q,  ^"u.s.f. 
Functionen  von  y,  y,  y"  u.  s.  w.,  und  dass  die  Anzahl  der  letztern  veranderlichen 
Grossen  um  eine  kleinersei,  ais  die  Anzahl  der  veranderlichen  Grossen  x.  x',x“xls.{. 

Dicse  Verwaudluug,  welclic  wir  Kiirze  halber  mit  (I)  bezeichnen  wollen. 
beschrilnkt  sich  auf  den  Fall,  wo  n eine  gernde  Zahl  ist;  wir  werden  weiter  un- 
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ten  entwickeln,  wie  sie  ausgefflhrt  werden  mttsse,  und  sie,  um  dic  Ueborsicht 
nicht  zu  storen,  hier  einstweilen  voraussetzcn. 

In  dem  Fall.  wo  n eine  ungerade  Zahl  ist , wflrdc  die  Vcrwandlung  I nur 
unter  specicllen  Bedingungen  zvvischen  den  CoCfficienten  p,  p , p" . . . mOglich 
sein ; allgcmcin  abcr  lasst  sich  in  diesem  Falle  Q auf  die  Form 

dx  -(-  Xfy  dj/  + y'd/+  'fd/+  ctc.  +<?("_3)d/^) 

bringen.  Man  sche  nemlich  einstweilen  x in  Q ais  constant  an,  und  verwandle 
unter  dieser  Voraussetzung  nacb  (!) 

pd x-\- p" A x"-(- /Td x“-{-  ctc.  +//*-')  di'"-11 

wo  nunmehr  die  Anzahl  der  veranderlichen  Grossen  x”,  x”.  x”. . . gerade  sein 
wird,  in 

X (q dp -f- qdp'-\- q“dp’-\-  etc.  -(-(/"“^dyt"-5))  — XQ’ 


Ilier  werden  also  q,  q.  q " u. s.  w.  Functionen  von  p,  p,  p" a. s.  w.  sein,  diese  hin- 
gegen,  eben  so  wie  X,  Functionen  von  x,  x,  x",  x".  . . von  welchen  Grossen 
jedoch  dic  erste  x ais  constant  behandelt  werden  muss , um  aus  der  Entwicke- 
lung  von  XQ’ 


pd x+p”dx"+ pmdx“-\-  etc. 

zu  erhalten.  Das  Glied,  welclics  noch  hinzukommt,  wenn  bei  jener  Entwicklung 
aucli  x ais  veriindcrlich  betrachtct  wird,  ist 

= + + '/,air  + ctc')  *dx 


Man  liat  daher , uni  dic  obige  Form  zu  erhalten , nur 

P — P ~ X(j . ^ 4- q.  + q + etc.) 

zu  setzcn.  Diese  Vcrwandlung  von  Q in  j»*dx-)-XQ',  wclche  auf  ungerade  Wer- 
tlie  von  » beschrankt  ist,  wollen  wir  init  II  bezeichnen.  Offenbar  kanu  dicsclbc 
Rcduction  abcrmals  auf  Q'  angcwaudt  und 

ii'  — q'dp -f- X'(rdz -f- rdr-i-rdr"-)-  etc.  ^dr"-4)) 

= q'dp  -f*  /,'Q" 


30 
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geselzt  werden,  und  so  abermals  Q"=  r'd*+X“y"  bis  man  zuletzt  auf  einen 
Ausdruck  koramt,  der  bloss  Eine  veranderliche  GrrSsse  enthalt.  Dadurch  ist  also 
U auf  dic  Form 

p‘dx-l-Xy‘dy-t-XX'r‘dz-1-  etc. 
gebracht , oder  auf  die  Fonn 

Pdx-|-Qdy-f"-Kdz-f-  etc. 

wo  die  Anzahl  der  veranderlichen  Grossen  x,  y.  z u.s.  w.  = j (n  + l),  und  wodie 
sammtlichen  n GrSssen  y,  z u.  8.  w.  P,  Q,  R u.  s.w,  Functionen  von  x,  x',  x"u.  a.  w. 
scin  werden.  Diess  Keductionsverfahren  mag  durch  III  bezeichnet  werden. 

Wendet  man  diess  Verfahren  III  in  dem  Fall,  wo  ursprflnglich  eine  gerade 
Anzahl  veranderlicher  GrOssen  vorgegeben  war,  auf  den  durch  die  Reduction  I 
erhaltcnen  Ausdruck 

tf  dy  + ?'dy'+  ?"dy"+  etc. 

an , so  kommt  dadurch 

Q p d x -f- pd x’-(- p"  d x”-f-  etc.  ’*dx^"— in  dic  Form 

Qdy-|-  Rdz+  etc. 

so  dass  die  Anzahl  der  veranderlichen  Griissen  y,  z u.s.  w.  = ] n wird,  and  alie 
»»  Grossen  Q,  R u.  s.  f.  y,  z u.  s.  f.  Functionen  von  x,  x',  x " u.  s.  w.  werden. 
Diese  Reduction  werde  mit  IV  bezciclmet. 

Diese  allgemcine  Transformabilitat  der  Ilifferentialausdrflcke  nach  III  und 
IV  ist  ein  eben  so  neuer  ais  merkwttrdiger  Lehrsatz , der  sich  zwar  in  der  Ab- 
handlung  des  Hru  Pfaff  nicht  ausdrficklich  ausgesprochen  findet,  aber  sich  leicht 
aus  den  dortigen  Untersuchungen  folgern  lfisst. 

Ks  lasscn  sich  nun  daraus  die  AuflOsungen  der  im  Ringange  dieser  Anzeige 
erw&hnten  Aufgaben  mit  Leichtigkeit  ableiten. 

1)  Um  die  Differentialgleichung 

0 = pdx-\-  p'dx’-f-  p”dx"+  etc. 
oder  0 = y 
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zu  integriren,  wo  p,  p'.  p"  u.  s.  w.  gegebne  Functionen  der  « veriinderlichen 
GrSsaen  x,  x,  ar"u,  8.  w.  sind,  wird  man  , wenn  ttgeradc  ist  nauli  IV 

12  = Qdy  + ^dz-f-Sdu-)-  etc. 

macheu,  wo  Q,  y.  R,  z,S,u  u.  s.  w.  zusammen  » gegebne  Functionen  von  x,x',x" 
sein  werden.  Die  Differentialglcichung 

0 = Qdy-f-  Rdjr-f"'Sdu  + etc. 


wird  also  der  vorgegebnen  gleichgeltend  und  ihre  allgemeinstc  Integration  in  fol- 
gendem  System  von  } n Gleichungen  enthalten  sein ; 


0 = <p[y,  z,  u etc.). 


1 <!  ij  (y,  i,  m .. .)  1 df(y,  s,  u...) i dy(y,  a,  u . . .) 

Q dy  R ■ da  5'  du 


etc. 


wo  rp  eine  willkflrlichc  Function  vorstellt.  und  die  Differcntialquotientcn.  wie 
sich  von  selbst  versteht,  partielle  sind.  In  so  fern  vermittelst  der  Gleichung 
0 — cp  (y,  z,  u etc.)  die  Grosse  y sich  durch  die  flbrigen  bestimmen  liUst,  kann 
man  die  Auflosung  auch  durch  folgende  Gleichungen  darstellen : 

y = (Jife.M ) 

d^fs,  u ) R 

dfi  — Q 

d v (a,  u ) _ 

d u Q 

U.  8.  f. 

Genau  genommcn  wfire  indcssen  diese  AuflOsung  weniger  allgemein,  da  die  will- 
kdrliche  Function  tp  (y,  z.u ... .)  auch  solche  unter  sich  bcgreift,  in  welchen  y 
nicht  mit  vorkommt. 


. 2)  Zur  Integration  dcrselben  Differentialgleichung  in  dem  Falle,  wo  n un- 

gerade  ist,  wird  man  12  nach  III  in  folgende  Form  setzen 

Q ==  PAx-\-Q.<ly  I2dz-|-  etc. 

wo  P,  Q,  y,  R,  z u.s.  w.  zusammen  n gegebne  Functionen  von  x,  x,  x” u.  s.  w. 
sein  werden.  Die  allgcmeinste  Integration  der  Differentialgleichung  12  — 0 bc- 
ruhet  dann  auf  folgendem  System  von  f (n  + 1)  Gleichungen: 

n — mtr  u , \ i = i = 1 y « -.J  _ etc. 

R da 

30  * 
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3)  Dic  allgemcinc  Intcgration  ciner  gcgebnen  partiellen  Differentialgleichung 
des  crstcn  Grados,  d.  i.  ciner  endlichen  Glcichung  zwischen  den  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten 


dx 

dx' 


— p- 


u.s.f. 


utid  x,  x\  x",  x"  u.  s.  w.  (wo  i eine  erst  zu  bestimmendc  Function  der  m ver- 
iinderlichen  GrSsscn  x,  x",  x " u.  s.  w.  vorstellt)  ist  nichts  anders . ais  die  allge- 
meinc  Intcgration  der  gewiihnlichcn  Differentialgleichung 


0 = — d x -f- p'd  x’-(- p"d  x"-(- p~d x"-f-  etc. 


Da  ncmlich  vermOge  jcner  endlichen  Gleichung  eine  der  GrOsscn  p,p",p"\x.a.  w. 
z.  B.  p'  ais  Function  der  Ubrigen  u.s.  w.  und  x,  x',  x”,  x"  u.  s.  w.  darge- 

stellt  werdeu  kaun , so  ist  die  eben  angegebne  Differentialgleichung  ais  eine  zwi- 
schen  den  2 m veriinderlichen  Grossen  x.  x , x u.  s.  w.  p",  p"  u.  s.  w.  zu  betracli- 
ten,  in  welcher  dic  Diffcrentiale  dp",  dp"'u.  s.  w.  mit  dem  Cofifficienten  0 bc- 
liaftet  sind.  Um  also  dic  Intcgration  auszufdhren , wird  man  den  Differential- 
ausdruck 

— d x -|-p’d x'-\-  p"d x"-)-  p~d  x”’+  etc. 

auf  die  Form 

Qdp-p  JSds-t*  <Sdu-J-  etc. 

bringen,  wo  die  2 m GrOssen  Q,  y,  R,  s,  S,  u u.  s.  w.  bekanntc  Functionen  von 

x.  x',  x" p",  pm. . . . sein  werden.  Die  Integration  ist  sodann  in  demselben 

System  von  Gleichungen  wie  oben  (1)  enthaltcn,  und  wcnn  man  sich  aus  ihnen 
p“,  p“' u.  s.  w.  eliminirt  dcnkt,  bleibt  Eine  endliche  Gleichung  zwischen  x, x, x". x” 
etc.  zurilck.  Die  trirkliche  Elimination  kann  freilich  nur  ausgefulurt  werden.  in  so 
fern  fflr  f hestimmte  Functionen  angenommen  werdeu;  allcin  dieser Umstand  be- 
ruliet  auf  der  Natur  des  Problems  und  nicht  auf  der  Unvollkommenheit  der  Ana- 
lyse.  welche,  so  lange  sie  beim  Allgemeinen  stehen  bleibt,  dic  Auflosung  nur  in 
jener  Form  geben  kaun. 

Uebrigens  sicht  man  von  selbst , dass  auf  iihnliche  Art  dic  Integration  meh- 
rerer  neben  einander  bestehender  particller  Differentialgleichungen  in  unsrer  Ge- 
wnlt  ist. 

Es  bleibt  uns  jetzt  nichts  wciter  flbrig.  ais  nur  noch  eine  allgemeine  Me- 
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thodc  ftir  dic  obcn  mit  (I)  bczciclmctc  Transformatiou  anzugeben.  Was  f(ir 
Functionen  von  x,  x,  x“  u.  s.  w.  auch  immer  fflr  y,  y',  y”  u.  s.  w.  angenommen 
werdcu,  so  ist  klar,  dass,  wenigstens  allgcmein  zu  reden,  durch  Elimination  die 
Griissen  x,  x ",  x”u. s.w.  sich  aLs  Functionen  von  x,  y,  y',  y"u.  s.  w.  werden  dar- 
stellen  lassen,  dcrcn  Diffcrcntiation  n — 1 Gleichnngcn  hervorbringcn  wird: 

dx’  — £'dx  + <x’dy  +®’dy'  +Y'dy"  -J-  etc. 
dx”  = 4’d  x + «”d y -}-6"  dy'  -J-  yd y " -j-  ctc. 
dx"=  4'”dx+a"'dy + 6‘"dy'+f"dy"+  etc.  u.s.w. 

Hier  sind  also  die  Cogfficienten  £',  i",  i" u.  s.  w.  a ',  a",  a"’u.  s.w.  Functionen  von 
x,  y,  y',  y"  u.  s.  w. . und  in  dieser  Beziehung  werden  wir  ihre  partiellen  Differen- 
tialquotienten  nach  x durch  Fanschliessung  in  Klammem  untcrschcidcn : offcn- 
bar  kiinnen  jene  GrSssen  auch  ais  Functionen  von  x,  x',  x ”,  x”u.  s.  w.  angesehen 
werden,  in  welcher  Beziehung  wir  dcn  partiellen  Differentialquotienteu  nach  x 
ohne  Klammer  schreiben  wollen,  so  dass  ( — } wohl  von  — unterschieden  wer- 
den  muss.  Dasselbe  gilt  von  und  ~ u.s.w.  Damit  nun  U nach  Substitu- 
tion  jener  Werthe  von  dx',  dx”,  dx" u.s.w.  die  vorgeschriebene  Form  erhalte, 
muss  offenbar  erstlich  dx  herausfallen , also  folgende  Bedingungsgleichung  [1] 
Btatt  finden: 

0 — + etc. 


Femer  sollen  die  Coefficientcn  von  dy,  dy',  dy”  u.  s.  w.  nemlich 
p'a’  -f-  pV  -f-  etc.  — A 

pY+pY+pY+etc.  — c< 


die  Form  \q,  \q.  'kq'  u.s.w.  erhalten.  so  dass  q.q.q'  u.s.w.  bloss  Functionen 
von  y.  y',  y”u.  s.  w.  werden;  damit  diess  geschehe,  miissen  wir  sweitens  haben  [2] : 

a-(&)  = b *(ar)  = ?-(di)etc-  = vfe) 


Nun  ist  aber 


(£)=  p'&)+p’(£)+p"fir)+°*- 

+ «(^)  + «"(^;)  + a”(dT!)+etc- 
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Substituirt  man  hier 


und  subtrahirt 


/ tl  o' . _ . O»,  

'dx ' dy  ’ (dx  ' 


d* 


ar 

= J7T  * et c. 


dy 


d/>' 


‘dy 


d/»" 


dy 


+f  ■ jf  +/  - 57  + etc. 

welche  Qleichung  entsteht,  wenn  man  [1]  nacli  y difFerentiirt , so  wird 


lar)  = 


+“'-(H)+a'(if")+etc- 

dy  4 * dy  % dy  eU' 


Da  man  nun  femer  hat 

(3f) +«'-Sf+ 


dj» 


&+  etc- 


dy dz'<  “ '3F 


so  wird  nach  diesen  Substitutionen 

(iF)  = «^4- etc. 

werden , wo 

K = (1.0)  * 4-(l,2)C"4-(t.3)4"+  etc. 

*"=  (2,0)+ (2. 1)4'  * 4- (2.3)  4*4- etc. 

*“=  (3,0)4-(3,l)4'4*(3,2}4"—  * 4- etc. 


u.  s.  w.  wenn  man  KOrze  halber  allgemein 

dy<4 d£<Jl 

, Ax<t> 

durch  {|i,  v)  bezeichnet,  so  dass  allgemein  (ji,  fi)  — 0,  und  (-*,  (i)  = — (ja.  v)  wird. 
Ferner  sieht  man  leicht,  dass  auch 

(|f)  = W+kri’+irt"+  etc. 

(sf)  = K-\+k"i’+k~f  4-  etc. 


Digitized  by  Googte 


1'PAFP.  METHODUS  GENERALIS  AEQUATIONES  DIFFERENTIARUM  ETC. 


239 


u.  s.  w.  wird , und  dass  folglich  den  Gleichungen  [2]  werde  Genflge  gelcistet  wer- 
den,  wcnn  k' , k",  A“u.  s.  w.  resp.  den  Grosseu  p.  p”,  p" u.  s.  w.  proportional  wer- 
den.  Setzt  mnn  flbrigens  noch 

k=  * + (<U)4'+(0,2)4’+(0,3)4"+  etc. 

so  hat  man  die  identische  Gleichung 

0 = *+*'4'+*-4"+r4"+  etc. 


aus  welcher  mit  [1]  verbunden  leicht  gefolgert  wird,  dass  auch  k der  GrOsse  p 
proportional  sein  muss ; diese  letztere  Proportionalit&t  kann  die  Stelle  der  Glei- 
chung [1]  vertreten.  Mit  Ilillfe  der  n — 1 Gleichungen 


k ,r r ■ 

p ~ p p ‘ s-  w‘ 

konnen  nun  die  bisher  unbekannten  Functionen  4'.  4”.  4~  u.  a.  w.,  deren  Anzahl 
gleichfalls  n — 1 ist , bcstimmt  werden;  jedoch  zeigt  eine  n&kere  Betrachtung, 
dass  diese  Bestimmung  nur  fflr  gerade  Werthe  von  n ausftthrbar  ist;  filr  unge- 
rade  n wird  allemal . sobald  die  Grossen  4’.  4’.  4”  u.  s.  w.  bis  auf  eine  climinirt 
sind , diese  von  selbst  herausfallen  und  bloss  eine  Bedingungsyleichung  zwischen 
p , p,  p"  u.  8.  w.  flbrig  bleiben.  In  diesem  Umstande  liegt  der  Grund,  warum  die 
Verwandlung  (I)  auf  gerade  Werthe  von  n bcschrankt  werden  muss. 

Die  Bcdingungcn  der  Verwandlung  I sind  also  jetzt  darauf  zurflckgeftlhrt, 

* • • • • J _<  T ^ N ^ B 

dass  die  particllen  Differcntialquotientcn  (37)-  (jt)'  vrr)  u-8W>  in  80  fern 
x,  x" , *"u  s.  w.  ais  Functionen  von  x,  g.  g,  g”  u.s.w.  betrachtet  werden,  die  jetzt 
ais  bckannte  Functionen  von  x,  x\  x”u.  s.  w.  dargestellten  Werthe  i",  4”u.s.  w. 
erhalten.  Diess  lfisst  sich  auch  so  ausdrilcken:  In  so  fern  g,y'.g" u.s.w.  ais 
constant  und  also  x\  x”,  «“u.  s.  w.  bloss  ais  Functionen  der  veranderlichen  Griisse 
x betrachtet  werden , muss  folgenden  n — I Differentialgleichungcn  Genflge  ge- 
leistet  werden 


dx'=i'dx,  djf=£“dx,  dx“=  4"'dx,  u.s.w. 

oder  wenn  man  die  ursprflnglichen  Gleichungen  vorzieht,  aus  deren  Combination 
diese  eigentlich  entstanden  waren  , folgenden : 
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. dx'-(- . dx"-f-  — . dx“+  etc. 

p ' r ' r 1 

= <!4>.d,  * +0^.d^+^,dar-+etc 

p ' p ' p '■ 

— G^.dx+E^.dx’  * +(-^.dx'”4-  etc. 

p p ' p 

= u.  s.  w. 

Die  Integration  dieser  Gleicliungen  gehort  aber  in  das  Gebiet  der  gewiihn- 
liclien  Integralrechnung,  und  wird  hier  vorausgesetzt ; sie  wird,  allgemein  zu  re- 
dcn,  n — 1 von  cinander  unabhiingige  Constanten  entiialten  H,  IT . II",  II" u.  s,  w., 
die  ais  gegebne  Functionen  von  x\  x",, x’"  u.  s.  w.  erscheinen , so  dass  man  « — 1 
endliche  Glcichungen  crhalt 

II  — X,  H=X\  II"  = X",  u.s.w. 

wenn  X,  X',  X"  u.  s.  w.  diese  Functionen  vorstcllcn.  Es  crhcllt  also  aus  dieser 
Analyse,  dass  den  vorgescliriebcnen  Bedingungen  GcnOge  geleistet  sein  wird, 
wenn  man  eben  diese  Functionen  fflr  g,  y , y"  u.s.  w.  wShlt,  oder 

y—X,  y = X'.  /=  X',  n.s.w. 

setzt. 

Eine  Beinerkung  wollcn  wir  hicrnoch  bcifflgcn.  Wir  haben  mit  Vorbedacht 
gesetzt,  dass  dic  Intcgration,  allgemein  :u  reden,  n — 1 von  cinander  unabhangige 
Constanten  gcbe.  In  speciellen  F&llen  nemlicli,  d.  i.  wenn  die  Coefficienten 
p.  //,  p"  u.  s.  w.  so  beschaffen  sind,  dass  obige  n — 1 Differentialgleichungcn  nicht 
von  eiuander  unabhtingig  sind , sondem  eine  schon  aus  Combination  der  ttbrigcn 
abgeleitet  werden  kann,  gilt  diess  nicht  mehr:  hier  wird  auch  die  Bestimmung 
von  i\  £'"  u.  s.  w.  durch  Elimination  nicht  mehr  ausfilhrbar  sein.  Dieser  Fall 
mflsstc  eigentlich  ais  Ausnahme  besonders  behandelt  werden ; wir  begniigen  uns 
indessen  hier  um  so  mehr  mit  einer  kurzen  Andeutung , wie  man  sich  dabei  ver- 
halten  kiinue,  da  der  Verf.  ihn  nicht  bcrtihrt  hat.  Man  braucht  nemlich  an  die 
Stelle  der  cinen  von  obigen  Differentialgleichungen,  die  schon  in  den  andern  eut- 
halten  ist,  uur  irgcnd  eine  audere  willkarliche  in  diesen  noch  nicht  enthaltene 
linearischc  Gleichung  zwischen  d.r,  dx\  dx" u.  s.  w.  zu  setzen,  um  das  vorige  an- 
wenden  zu  konueu.  Am  bequemsten  wird  es  immer  sein,  eines  von  diesen  Diffc- 
rentialien  =0  zu  setzen,  oder  eine  von  den  vemnderlichen  Grtissen  x.x.x"  u.s.w. 
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ais  constant  zu  bchaudelu , z.  B.  x,  wenn  nicht  zuiallig  dx  = 0 schon  aus  den 
vorhandcncn  Gleichungen  folgt.  In  diesem  Fall  wird  eine  von  den  Intcgralglei- 
chungen  sein 

77  = x 

und  wenn  man  g — x setzt,  so  lasst  sich  zeigen,  dass  in  dem  verwandelten  Aus- 
drucke  von  !J  allemal  von  selbst  q = 0 wird. 


BEMERKUNGEN  OBEU  EOGARITHMENTAFELN. 

Monntliche  Cormponden* , lieriumg.  vom  Freih.  t.  Zach.  l sol  Nov. 


2. 

Zu  dem  S.  497  des  vorigen  Hcftcs  gegebenen  Verzeichniss  aller  Druckfch- 
lor  der  Stereotype-Ausgabe  der  C'ALLCT’schen  logarithm.  Tafeln  hat  I)r.  Gauss  die 
Gflte  gehabt,  noch  folgende  Errata  nnzuzcigcn : 

Log.  Sin.  de  Seconde  en  Seconde  4°  15'  5"  sinB. 8690096  lies  8.8700096 

4 15  6 sinS. 8690379  — 8.8700379 
Log.  Sin.  de  10  en  10  Secondes  Are  21°  27'  20"  lies  21°  27'  30". 

FAr  33°  unten  statt  59  I)cg.  lies  56  Deg.  (nur  in  cinigen  Abdrucken). 


GoUingisdie  ffttlehrtc  Antcigen.  t*fl  Mai  ir». 


Logaritlmische  Tafeln  /Ur  die  Zahlen , Sinus  imd  Tangenten,  neu  geordnet 
von  Mohitz  von  1’iussk,  ordentlichem  Professor  der  Mathematik  :u  Leipzig.  80  Sei- 
ten  in  Octav.  Ecipzig.  In  Commission  bei  P.  J.  Besson. 

Diesc  Tafeln  enthalten  dasselbc . was  die  beliebten  kleinen  Tafeln  von  La- 
lakde  haben,  nemlich  die  I.ogarithmen  aller  Zahlen  bis  1 0000,  und  die  Logarith- 
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meu  der  Silius  und  Taugenten  filr  alie  einzelnen  Minuten  des  Quadranten;  alles 
auf  ftlnf  Decimalen.  Allein  Ilr.  v.  Pkasse  hat  dieses  bei  einem  nicht  viel  grtissern 
Format  auf  den  dritten  Tlieil  der  Seitenzahl  reducirt,  indem  er  die  bei  dcn  grdssern 
Tafeln  (tbliche  Einrichtung  anwandte,  immcr  jc  zchn  Logarithmcn  in  Eine  Zeile, 
und  die  ersten  Ziffera  nur  Einmal  anzusetzen,  wobei  aber  allc  Differenzen  haben 
wegbleiben  mflsscn.  Es  schcint  also  hicrdurch  an  Bequemlichkeit  wieder  verlo- 
ren  zu  gehen,  was  au  Kflrze  gewonncn  wird.  Da  indessen  hierflber  nur  nach 
wirklichem  Gebrauehe  geurtheilt  werden  kanu,  so  hat  Rec. , der  sich  an  die  klei- 
nen  I,ALAHDE'schen  Tafeln  gewShnt  hat,  diese  eine  Zeitlang  bei  Seite  gelegt , und 
sich  der  vorliegenden  zu  bedienen  versucht.  Er  hat  gefunden,  dass  jene  kleinen 
Unbequemliclikeiten  von  dem  Vortheile,  vici  weniger  blfittem  zu  mflsscn,  bei  den 
Logarithmen  der  Zahlcn,  die  hier  auf  31,  bei  Lalaxde  auf  111  Seiten  stehen, 
merklich  flberwogen  werden,  und  er  bedicnt  sich  daher  dieser  neuen  Tafeln  gem. 
Nicht  so  hat  er  es  bei  den  trigonometrischen  Tafeln  gefunden,  die  hier  40,  bei 
Lalande  90  Seiten  einnehmen,  besonders  desswegen,  weil  bei  Ilrn.  v.  Pkasse  die 
Bogen  von  0 bis  90  Grad  fortlaufen,  und  daher  die  Sinus  und  Tangenten  von  den 
Cosinus  und  Cotangenten  getrennt  sind.  Diess  ist  um  so  beschwerlicher,  da  die 
Fiiile  so  Bchr  hautig  sind , wo  man  z.  B.  von  einem  Bogen  den  Sinus  und  Cosinus 
zugleich  ntithig  hat,  oder  wo  man,  ohne  den  Bogen  selbst  zu  brauchen,  aus  dem 
Sinus  oder  der  Tangente  den  Cosinus  verlangt.  Hier  wflrdc  er  also  allemal  dic 
LALANDE’schcn  Tafeln  vorziehen,  und  er  hfltte  gewflnscht,  dass  Hr.  v.  Pkasse  lie- 
ber  jede  Seite  noch  einmal  in  der  Mitte  durch  eine  Horizontallinie  getheilt  hiitte, 
um  jene  unangenehme  Trennung  zu  vermeiden,  wobei  die  Zusammendrangung  in 
den  kleinen  Uaum  doch  hStte  Statt  findeu  konnen. 

Ausserdem  unterscheiden  sich  diese  Tafeln  noch  dadurch,  dass  allemal  dic 
lctztc  Ziffer  eines  jeden  Logarithmen , wenn  sie  vergrflssert  worden  ist,  mit  einer 
andern  Schrift  gesetzt  ist.  Ilr.  v.  P.  glaubt  dadurch  grOssere  Gcnauigkeit  bei  den 
Rechnuugen  befBrdem  zu  konnen.  Allein  da  man  doch  meistens  in  der  Ausflbung 
nur  mit  Logarithmen  zu  rechncn  hat,  dic  interpolirt  werden  mflssen,  so  kann 
man  nicht  ohne  Beschwerde  auf  jenen  Umstand  Rucksicht  nehmcn , und  so  oft 
man  glaubt,  dass  die  nur  auf  eine  halbe  Einlieit  in  der  fflnften  Deciraale  zuver- 
l&ssigen  Logarithmen  nicht  genug  genaue  Resultate  geben  kOnnen , so  thut  man 
besser,  grossere  Tafeln  mit  sechs  oder  sieben  Decimalen  anzuwenden.  Rec.  kann 
daher  diese  Einrichtung.  die,  allgemein  zu  reden,  allerdings  die  Genauigkeit  der 
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Rechnung  zu  verdoppeln  dienen  konn,  nicht  fttr  schr  ntltzlich  anerkennen,  zumal 
da  die  Cursivzahlen  neben  den  andern  dem  Auge  unangenehm,  und  hin  und  wie- 
der  nicht  scharf  genug  sind.  Sonst  ist  der  Druck  nett;  nur  werden  diejenigen, 
die  dergleichen  Tafeln  viel  brauchen , starkeres  Papier  wdnschen. 


Gutlingi«che  gelehrtt*  Anieigen.  mi  Decembtr  i». 


Tables  logarithmiques  pour  /es  nombres , /es  sinus  et  les  tangentes,  dispostes 
dans  un  noutel  ordre  par  M.  de  Prabsk  , professeur  des  mathematiques  h Berlin  (zu 
Leipzig)  corrigtes  et  pricidees  d' une  introductiun  traduite  de  Tallemand  et  accotn- 
pagnee  de  notes  et  dun  avertissement  par  M.  II  adma  1814.  Paris.  80  Seitcn.  Preis 
Ein  Frank. 

Ein  neuer  Abdruck  der  gcschmeidigen  vox  PRASSEschcn  Tafeln.  welche  wir 
in  diesen  Blattern  1811  Mai  25]  angezcigt  habcn.  Unscr  dortiges  Urtheil  flber 
die  von  dem  franzflsischen  Herausgeber  unverSndert  beibehaltene  Anordnung  der 
Tafeln  habcn  wir  durch  einen  drei  Jahre  langer  fortgesetzten  Gebrauch  derselbon 
in  allen  Stflcken  bestatigt  gefunden.  In  Ansehung  der  Sclionheit  des  Drucks  und 
Papiers  scheint  uns  die  Franzbsische  Ausgabe  der  Deutschcn  elier  nachzustehen; 
docli  sind  mehrere  Druckfchler  der  lctztern  hier  bcrichtigt.  Wenn  man  (lbrigens 
bei  einem  Werke  dicser  Art,  das  der  verstorbene  vox  Prasse  gewiss  nicht  Gewin- 
nes  halber,  sondern  zum  Dienste  der  Wissenschaft  auf  seine  Kosten  unternahm, 
auch  nicht  weiter  untcrsuclien  will.  in  wie  fern  Ilr.  IIaula  zu  eiuem  neuen  Ab- 
drucke  berechtigt  wnr , so  kann  man  doch  nicht  umhin , sich  zu  wundern , dass 
derselbe , aus  Besorgniss  scinerseits  wieder  nachgcdruckt  zu  werden , die  einzel- 
ueu  Exemplare  mit  seinem  Namcnszuge  bezeichnet  hat,  und  die  Nachdrucker  ge- 
richtlich  zu  belangen  droht. 


31 
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Monatliche  ('orrespondent,  herau*g.  vom  Freih.  v.  Zicu.  1 st  2.  Not. 


Tafel  zur  beiptemem  Berechnung  des  Logarithmen  der  Summe  oder  Differen: 
zweier  GrSssen , welche  selbst  nur  durch  ihre  Logarithmen  gegeben  sind.  Von  Ilerm 
Prof  Gauss. 

Je  weiter  sicli  bestundig  die  Geschfifte  der  rechnenden  Astronomen  ansdch- 
nen,  desto  wichtiger  wird  ihnen  jede,  wenn  aucli  an  sich  nur  kleine  Erleichte- 
rung derselbcn.  Dic  Monatliche.  Cvrrespondenz  hat  sich  hicrin  schon  vicltaltige 
Verdienste  envorben,  indcni  sic  mancherlci  Tafcln  aufgcnommen  hat,  dercn  klei- 
ner  Umfang  nicht  vcrstattcte,  sie  besonders  hcrauszugebcn.  Ich  lege  daher  geru 
in  derselben  eine  kleine  Tafel  nieder , die  freilich  nicht  eigentlicli  astronomisch 
ist,  aber  besonders  docli  den  rechnenden  Astronotneu  willkommen  sein  wird,  und 
die  etwa  in  Zukunft  selir  zweckmassig  mit  einem  neuen  Abdruck  der  klcincn  La 
I,ANDE’8chcn  Tafeln  verbunden  wcrden  kdnnte.  Das  Ge.schiift , was  sie  crleich- 
teru  soli,  kommt  bei  astronomischcn  Rechnungcn  allc  Augcnblick  vor;  es  erfor- 
dcrt  sonst  ein  dreimaliges , oder  wenn  man  cinc  lcichte  Verwandlung  amvendet. 
doch  notlnvendig  ein  zweimaliges  Aufschlagen  in  den  Logarithmen- Tafeln,  was 
hier  auf  ein  einziges  gebracht  wird.  Die  Idee  dazu  hat  Leonklli,  so  viel  ich  weiss, 
zuerst  angegeben ; allein  seine  Meinung  war,  eine  solche  Tafel  fflr  Rcchnungen 
mit  1 4 Decimalen  zu  construircn , und  gernde  dies  kann  ich  nicht  zweckmJlssig 
tinden.  Sic  wQrdc  bei  ciner  solclicn  Ausdchnung  eincn  grossen  Folioband  filllen, 
ihre  Berechnung  wttrde  eine  ungeheucre  Arbeit  und  Zeit  erfordern,  und  sie  wflrde 
fast  nie  von  Nutzen,  und  immer  nur  von  wenig  Nutzen  sein,  da  so  scharfe.Rech- 
nungen  so  selten  — in  der  eigentlichen  practischen  Astronomie  nie  — vorkom- 
men  , dass  die  verhaltnissmiissig  doch  nur  kleine  Erleichterung  die  Construction, 
ja  nicht  einmal  den  Ankauf  eincr  solchen  Tafel  belohnen  wflrde.  Ich  habe  diese 
Tafel  zu  meiuem  eigeneu  Gebraucli  fflr  Rechnungen  mit  5 Decimalen . die  in  der 
Ausflbung  die  haufigsten  sind,  schon  vor  vielen  Jahren  construirt,  und  die,  wenn 
auch  jedesmal  kleine,  doch  wenn  sie  viele  Tausendmale  wiederkehrt,  sehr  erhcb- 
liche  Erleichterung,  liat  mir  dic  darauf  gewandte  Mflhe  bcrcits  reichlich  ersetzt. 
Es  ware  zu  wflnschen,  dass  jemand  sich  der  Arbeit  unterzflge,  eine  ahnliche  Ta- 
fel in  10  oder  100  uial  so  grosser  Ausdehnung  fflr  Rechnungen  mit  7 Decimalen  zu 
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construircn.  die  ais  ein  sehr  schiitzbares  Supplement  den  gcwOlmlicheii  Lognrith- 
men-Tafeln  beigeftlgt  werden  konnte. 

Die  Einrichtung  der  aus  drei  Columnon  bestehenden  Tafol  ist  sehr  einfach. 
Die  erste  Columne  A gelit  von  0 bis  2 durch  alie  Tausendtheile,  von  da  bis  3, 4 
durch  alie  Hunderttheile , und  von  3,  Ibis  5,0  durch  alie  Zehnthcile;  mit  5,0 
kann  die  Tafel  fflr  5 Decimalen  ais  geschlossen  angesehen  werden , da  die  zweite 
Columne  fttr  dicscn  und  fflr  grossere  Werthe  von  A verschwindet.  und  die  Zah- 
len  der  drilten  Columne  dcncn  der  erstcn  gleich  werden.  Setzt  man  eine  Zakl 
der  ersten  Columne  A = log m , so  ist  in  der  zweiten  Columne  B — log ( I — f-  ' i 
und  in  der  dritten  Columne  C = logft-f-"»).  so  dass  immer  C = A-\-B.  Man 
kann  also  auch  die  Zahleu  der  drei  Columnen  ais  die  doppclten  Logarithmcn  der 
Tangcntcn,  Cosccanten  und  Secanten  der  Winkcl  von  45®  bis  90®  betrachten. 
Dic  Anwendung  davon  ist  nun  folgende : 

I.  Ama  den  Logarithmen  su-eier  GrSssen  a,  b den  Logarithmcn  der  Summe 

zu  finden. 

Es  sei  loga  der  grUssere  Logarithm. , man  gche  mit  loga — logi  in  die 
Columne  A ein,  und  nehme  daneben  entweder  aus  der  zweiten  Columne  B,  oder 
aus  der  dritten  Columne  C.  Man  hat  dann 

log  [a  + b)  — loga  + ZJ 
oder  log(a+*)  — logi-f-  C 

II.  Aus  den  Logarithmcn  ztreier  Gr/lssen  a,  b den  Logarithmen  der  Differens 

su  finden. 

Erstens,  ist  die  Differenz  der  Logarithmen  loga  — logi  grosser  ais  0,301 03, 
so  suche  man  dicsclbe  in  C,  wodurcli  man  hat 

log  (a  — i)  = loga  — B 
oder  log(a — 5)  — logi-j-A 

Zireitens , ist  loga 
durch  wird 

oder 


— logi  kleiner  ais  0,30103,  so  suche  man  es  in  B,  wo- 

log  (a  — i)  = loga  — C 
log(a — 5)  = logi  — A 
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Es  gibt  dalier  bei  jeder  Aufgabe  zwei  AuflOsungsarten ; man  thut  aber  wohl, 
sich  an  eine  bestimmte  zu  gewohnen,  um  sich  den  Gebrauch  der  Tafel  desto  leich- 
ter  mechanisch  zu  machen.  Mir  ist  dies  bei  der  jedesmal  zuerst  angesetzten  Ma- 
nier  am  bequemstcn  gefallen. 


Beixpiele : 

I.  Aus  loga  = 0,36173  und  logi  = 0,23045  dcn  Logarithmcn  der  Summe 
zufinden,  sucht  man  0,13128  in  A,  wobei  man  findet 

£ 0,24033  C 0,37161 

loga 0,36173  logi 0,23045 

log  («  + &)•■  0,60206  0,60206 

II.  Aus  loga  = 0,89042.  und  logi  ==  0,24797  den  Logarithm.  der  Dif- 
ferenz  zu  finden.  Da  loga  — logi  = 0,64215  grOsser  ais  0,30103,  so  sucht 
man  es  in  der  Columne  C,  woneben  man  findet 

B 0,1  1227  A 0,53018 

loga 0,89042  logi 0,24797 

log(a  — i}.  . 0,77815  ”077  7 8171 

III.  Aus  loga  = 0,25042,  logi  = 0,19033  den  Logarithmen  der  Diffc- 
renz  zu  finden.  Hier  gibt  loga  — logi  = 0,06009  in  B aufgesucht 

C 0.8S871  A 0,82862 

loga 0,25042  logi 0,19033 

logfa  — i).  . 9,36171  ~ 9,3617 1 


Gottinginche  gelehrte  Antcigen.  I»n  October  4. 


AbgekUrzte  Logarithmisch-  Trigonometrische  Tafeln.  mit  netum  Zusiltzen  zur 
AJtkiirzung  und  Erleichterung  trigonometrischer  Kec/mungen , herausgegeben  voti  Jon. 
PaSQUich.  Director  der  KSnigl.  Ofner  Stemwarte.  Leipzig.  In  der  Weidmannschcn 
Uuehhandlung  1817.  XXXII  und  228  Seiten  in  Octav.  (Auch  mit  Lateini- 
schem  Titel.) 
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Kleinere  logarithmischc  Tafcln,  init  filnf  Decimalcn,  sind  bci  dcnjcnigen. 
die  viel  mit  Zahlenrechnungen  zu  verkehren  haben,  besonders  bei  den  Astrono- 
mcn,  sehr  beliebt,  weil  in  derThat  die  Falle,  wo  sie  ausreichen.  haufig.  ja  die  haufi- 
geren,  sind.  und  durch  ein  bequemes  Format  und  eine  massige  Grosse  die  Arbeit 
sehr  erleichtert  wird.  Die  kleincn  netten  LALANnkschen  und  die  PiusaEschen 
Tafeln  sind  in  Jcdermanns  Hfinden ; bci  letztern  ist  das  Zusamraendrangen  in  ei- 
nen  kleinen  Raum  so  weit  wie  mSglich  getrieben , zum  Theil  aber  allerdings  auf 
Kosten  der  Bequemliclikeit.  Die  Herausgabe  der  vorliegenden  auch  nur  auf  filnf 
Stollen  gehenden  Tafeln  ist,  wie  in  der  Vorrede  berichtet  wird,  durch  den  von 
Gaubs  in  der  monatlichen  Correspondenz  1812  geausserten  Wunsch  veranlasst, 
dass  die  daselbst  zuerst  abgedruckte  Tafel  zur  bequemen  Berechnung  der  I>oga- 
rithmen  der  Summen  und  Differcnzen  einer  neuen  Ausgabe  der  LALANDE'schen  Ta- 
feln cinverleibt  werden  mdehte.  Der  neue  Abdruck  dieser  Hfilfstafel  in  gegen- 
wfirtigcr  Sammlung  wird  denjenigen  angenehm  sein,  denen  der  crste  Abdruck 
nicht  zu  Gebotc  stand , oder  denen  der  Gebrauch  derselben  in  der  M.  C.  zu  be- 
schwerlich  war.  Ausserdem  zeichnct  sicli  diese  Sammlung  noch  durch  eine  neue 
von  Hrn.  Pasqcich  berechnete  den  trigonometrischen  Tafeln  beigeftigte  Hillfsta- 
fel  aus , dereu  wir  unten  mit  mehrem  erwahnen  werden. 

Die  Logarithmen  der  Zahlen  gehen,  wie  bei  Lalande  und  von  Puasse  bis 
10000,  und  sind,  so  wie  bei  jenen,  hier  in  ihrer  natilrlichen  Ordnung  gedruckt. 
Docli  vermisst  man  ungern  ein  Paar  Erleichterungsmittel,  welchc  bci  den  Lalan- 
DE’schen  Tafeln  Statt  finden ; es  sind  ncmlich  theils  die  Differenzen  nicht  beige- 
fflgt , theils  die  unterstcn  Logarithmen  jeder  Spuite  oben  in  der  n&chstfolgendcn 
nicht  wiederholt.  Iu  den  PiussEschen  Tafeln  findet  man  zwar  diese  Bequemlich- 
keit  auch  nicht , allein  dort  werden  sie  durch  den  kleinen  Raum  der  Tafel  mehr 
ais  ersetzt,  da  jene  auf  24  Seiten  eben  dassclbe  liefem.  was  bei  Pasquich  auf  56 
Seiten  eines  betrachtlich  grossern  Formats  steht.  Dies  scheinen  zwar  nur  Klei- 
nigkciten , und  sie  sind  cs  auch  f(ir  alie , dic  nur  dann  und  wann  einmal  ljoga- 
rithmen  aufzuschlagen  haben,  aber  nicht  fdr  solche,  die  Logarithmen-Tafeln  be- 
stSndig  zur  Hand  haben  mOssen. 

In  den  trigonometrischen  Tafeln  enthalt  immer  jede  Seite  zur  linken  die 
Logarithmen  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und  Cotangenten,  und  zwar  so, 
dass  je  drei  Seiten  zwei  Grade  fassen.  Diese  Einrichtung,  welche  durch  das  ge- 
wahlte  Format  und  die  Schrift  herbeigefQhrt  wurde,  scheintuns  etwas  unbequem; 
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wir  hfitten  entwcder  ein  klcineres  Format,  immer  mit  einem  halben  Grad  auf  der 
Seite , oder  ein  ctwas  weniges  langcres  mit  kleinerer  Schrift . so  dass  ein  ganzer 
Grad  auf  die  Seite  gekommen  wfire  (wie  in  Siiebvtns  Tafeln)  vorgezogen.  Vron  die- 
sen  Logarithmen  sind  immer  nur  die  vier,  drei  oder  zwei  letzten  Ziffern,  so  langc 
die  vorgehcnden  ungeSndert  bleibeu , abgedruckt , wodurcli  dem  Copiisten , dem 
Setzer  und  dem  Corrector  die  Arbeit  erleichtert  wurde , und  die  Tafeln  ein  rein- 
licheres  Ansehen  erhalten:  dem  ungeachtet  konnen  wir  diesc  Einrichtung  bei 
Tafeln,  die  zum  Uiglichen  Gebrauch  bestimmt  sind,  nicht  unbcdingt  billigen,  da 
das  Auge  immer  die,  wenn  auch  nur  klcinc  , Miihe  hat,  in  der  Columne  erst  in 
die  Hflhe  zu  gehen , und  die  (lbrigen  Zitfern  zu  iinden.  Die  Differenzen  der  Lo- 
garithmen  findet  man  hier  sogleich  mit  60  dividirt;  eine  Einrichtung,  welche  auch 
in  einigen  audern  Tafeln  gewuhlt  ist.  in  der  Absiclit,  das  Interpoliren  zu  erleich- 
tem.  Ob  diese  Erlcichterung  wirklich  Statt  findet,  oder  nicht,  wird  von  der  Ge- 
wdhnung  des  Uechners  abhiingcn.  Rcc.  findet  in  dieser  Beziehung  die  Laulvde- 
■schen  Tafeln,  wo  die  ganzeu  Differenzen  angcsetzt  sind,  wenigstens  nicht  unbe- 
quemer.  Bei  der  Kleinheit  der  Zalilen,  mit  denen  zu  operiren  ist,  macht  ein 
etwas  geubtcr  Rechner  die  zum  Behuf  des  Interpolirens  nOthigen  Operationen 
leicht  im  Kopfe,  und  findet  fast  immer  diesen  oder  jenen  T.ocal-Vortheil  zu  be- 
nutzen  Gelegenheit.  Dabei  hat  man  noch  die  angenehme  Gewissheit,  sein  Inter- 
polations- Resultat  so  scharf  zu  erhalten,  ais  es  mOglich  ist;  bei  der  von  Hrn.  1’as- 
quiCH  gew&hlten  Einrichtung  hingegen  ist.  allgemein  zu  reden , der  Fehler  des 
'Interpolirens  etwas  grOsser , welches  indessen  ausfdlirlicher  zu  entwickeln  hier 
nicht  der  Ort  ist. 

Die  Seite  zur  rechten  enthalt  bei  dcn  trigonomctrischen  Tafeln  die  Quadrate 
der  Sinus , Cosinus , Tangenten  und  Cotangenten , welche  zur  Erleichterung  des 
Interpolirens  dienen  sollen , wenn  man  aus  dem  Logarithmen  eines  Sinus,  Cosi- 
nus , einer  Tangente  oder  Cotaugente  den  Logarithmen  einer  der  drei  andcrn  tri- 
gouometrischen  Functionen  verlangt,  ohne  den  Bogen  selbst  nothig  zu  haben. 
Diese  Operation  kommt  allerdings  iiusserst  hiiufig  vor,  und  das  gewbhnliche  Ver- 
fahren  erfordert  beim  lnterpolireu  eine  Mulfiplication  uud  eine  Division , wo  uiit 
Hrn.  1’asquich's  liillfstafel  eine  Multiplicution  uusreicht.  Es  ist  uemlich,  filr  das 
Interpoliren  hinreichend  genau , 
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A log  cos  9 = — tang  9’.  A log  sin  9 

A log  tang  9 = — A log  cotang  9 = ( I -f-  tang  9*) . A log  sin  9 
A log  sin  9 — — cotang  9’ . A log  cos  9 

A log  tang  9 = — A log  cotang  9 — — ( 1 -f-  cotang  9’) . A log  cos  9 
A log  sin  9 = cos  9* . A log  tang  9 — — cos  9’ . A log  cotang  9 
Alogcos9  = — sin  9’ . A log  tang  9 = sin  9*.  A log  cotang  9 

fnzwischen  muss  Ree.  geatelien,  dass  cr  dem  ungeachtet  das  gewohnliche  Verfah- 
ren  zum  Interpoliren  nicht  bloss  eben  so  bequem , sondem  sogar  bcquemer  fin- 
det. Theils  wird  es  immer  erst  einige  Mflhe  kosten . sich  die  obigen  sechs  For- 
meln  so  mechanisch  zu  machen , dass  man  sie  ohne  alles  Besinnen  oder  ohne  ein 
besonderes  Blatt  neben  sich  zu  legen , richtig  anwendet ; theils  ist  es  beschwer- 
lich,  den  Multiplications-Factor  erst  auf  der  andern  Seite  aufzusuchen,  oder  viel- 
mehr  zusammen  zu  suclien,  da  die  oben  erwalmte  Trennung  der  ersten  und  letz- 
ten  ZifFem  auch  hier  beim  Abdruck  gewfthlt  ist;  cndlich  hat  man  bei  dem  ge- 
wohnlichen Vcrfahren  es  immer  nur  mit  kleinen  Zahlen  zu  thun,  mit  denen  man 
leicht  im  Kopf  rechnet,  da  hingegen  die  Quadrate  in  Pasquich^  Tafeln  mit  fdnf 
Decimalen  angesetzt  sind,  die  man  freilicli  nicht  alie  braucht,  aber  die  gerade  des- 
wegen,  wie  jeder  erfahrne  Rechner  weiss,  storend  sind.  Ausserdem  kfinnen  wir 
hier  nicht  unerwahnt  lassen,  dass  das  gewOhnlichc  Verfahren,  allgemein  zu  reden, 
schSrfer  ist,  ais  diese  ktinstlichere  Interpolation  (die  Grflnde  dieser  Behauptung, 
von  der  man  viclleicht  bei  einer  weniger  genauen  Prttfung  gerade  das  Gegentheil 
glauben  kOunte,  wQrden  fdr  diesen  Ort  zu  weitlSuftig  sein).  Wir  begnflgen  uns 
das  Gesagte  bloss  durch  ein  Beispiel  zu  erliiutern.  Soli  zu  log  C0S9  = 9,92479 
der  log  tang  9 gesucht  werden,  so  findet  man  den  Proportionaltheil  aus  Pas- 
QincifsTafel  durch  die  Bereclinung  von  4 x (1 4- 2,4 170)=  13,668  oderam  nfich- 
sten  = t4,  also  log  tang9  = 9.80850 , wfihrend  die  gcwOhnliche  Methode  den 
Proportionaltheil  eben  so  bequem  durch  die  Entwicklung  von  — 1 2f , am 

nachsten  =12,  und  den  gesuchten  Logarithraen  = 9,80848  gibt.  In  diesem 
Beispiele  ist  auch  dos  Resultat  der  gewohnlichen  Methode  das  scharfere ; in  an- 
dern Ffillen  kann  auch  das  umgekchrte  Verhfiltniss  Statt  finden,  aber  im  Durch- 
schnitt  wird  der  Vortheil  in  dieser  Beziehung  auf  Seiten  des  gewohnlichen  Ver- 
fahrens  sein.  Uebrigens  wollen  wir  nicht  in  Abrede  stellen,  dass  dieser  Theil 
der  Tafel,  wenn  auch  das  Interpoliren  nicht  dadurch  gewinut,  doch  zuweilen  fdr 
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andere  Zwecke  angenehm  sein  kOnne ; allein  die  Bequemlichkeit  logarithmischer 
Handtafeln,  die  man  zum  taglichen  Gebraueh  bestimmt,  verliert  natttrlich  in  dem- 
selben  Verhfiltniss,  ais  ihr  Umfang  vergrossert  wird.  Wir  bemerken  noch,  dass 
in  dem  ersten  Grade  die  trigonometrischen  Logurithmen  von  10  zu  10  Secunden 
bis  56  Minuten,  und  in  den  vier  letzten  Minutcn  von  20  zu  20  Secunden  ange- 
setzt  sind. 

Dic  Gaussische  Tafel  fur  die  Logarithmcn  der  Summen  und  Differenzen  ist 
ganz  unver&ndert  abgedruckt  lnconscqucnt  scheint  es  uus  aber  zu  sein , wenn 
der  Verf.  in  der  Einleitung  den  Nutzen  einer  iihnlichen  Tafel  mit  sieben  Decima- 
len  in  Zweifel  zieht.  Ist  anders  eine  solcbe  Tafel  zweckmiissig  eingerichtct,  so  ist 
ihr  Nutzen  bei  scharfen  Keehnungen  gerade  eben  so  gross.  ais  der  Nutzen  der 
hier  wieder  abgedrucktcn  Tafeln  bei  Rechnungcn  mit  fflnf  Decimalen : bei  den 
kleinem  Tafeln , eben  so  wie  bei  den  gTdssem , wird  der  dadurch  zu  erhaltende 
Zeitgewinn  nat&rlich  nur  solclien  Personen  fOhlbar , die  viel  zu  rechnen  haben. 
Wir  haben  jetzt  bald  die  Erscheinung  einer  solchen  grossern  Tafel,  von  einer  ge- 
schickten  Hand  berechnet , zu  erwarten. 


Gcttingucho  jjfclchrtc  Anicigen.  1 SI  o Januar  30. 


[E.  A.  Mattoiessen.]  Tafel  zur  bequemem  Berechnung  dee  Logarithmen  der 
Summe  oder  Differenz  zweier  GrtSssen,  welche  selbst  nur  durch  ihre  Logarithmen  ge- 
geben  sind  Altona  1818.  Bei  J.  F.  Hammerich.  Einleitung  33  S.  Die  Tafeln 
2 1 2 S.  in  Quart.  (Titel  und  Einleitung  auch  in  lateinischer  Sprache.) 

Bei  etwas  ausgedehnten  Rechnungcn  ist  jede  Abkfirzung  schatzbar;  auch 
solche  Httlfsmittel,  die  bei  einer  cinmaligen  Anwendung  nur  einen  kleinen  Vor- 
theil  gewahren , werden  durch  oft  wiederkehrende  Benutzung  wichtig.  Ein  sol- 
ches  Erleichterungsmittel  ist  eine  im  Jahr  1 81 2 in  der  monatlichon  Correspondenz 
zuerst  gegebene  Htllfstafel,  um  aus  den  Logarithmen  zweier  Grdssen  unmittelb&r 
die  Logarithmen  ihrer  Summe  oder  Differenz  abzuleiten : man  erreicht  dadurch 
mit  Einem  Aufschlagen.  wozu  man  sonst  ein  dreimaliges  oder  wenigstens  zweima- 
liges  nOthig  hfitte.  Im  Besitz  einer  solchen  Tafel  wird  man  mit  Vortheil  monche 
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Formeln  in  ihrer  ursprflnglichen  Gestalt  beibehalten  konnen , denen  man  sonst 
wohl,  durch  Einfflhrung  von  Hillfswinkeln,  eine  zur  Rechnung  bequeraere  Form 
zu  gebcn  sucht.  Die  erwShnte  Tafel  war  nur  fttr  Rechnungen  mit  flinf  Decimalen 
bestimmt:  eben  weil  solche  Rechnungen  am  htufigsten  vorkommen,  lag  dies  Be- 
dflrfniss  am  nkchsten.  Der  bei  Bekanntmachung  derselben  gcausscrtc  Wunsch, 
dass  jemand  sich  der  Mflhe  unterziehen  mochte,  eine  Shnliche  Tafel  in  grflsscmi 
Umfange  und  mit  siebcn  Decimalen  zu  berechnen , hat  die  vorliegenden  Tufeln 
veranlasst , deren  Verfasser,  Hr.  Mathiessen,  sich  durch  diese  mQhsame  Arbeit 
ein  Recht  auf  den  Dank  aller  derer  erworbcn  hat,  die  viel  mit  logarithmischen 
Rechnungen  zu  thun  haben.  Die  Vorrede  gibt  Nachricht  von  der  Methode,  de- 
ren sich  der  Verfasser  zur  Berechnnng  bedient  hat,  und  von  sciner  lobeuswertheu 
Sorgfalt,  die  Tafel  auch  in  der  lctztcn  ZifFer  durchgehends  zuvcrlfissig  zu  macheu. 
Bei  Tafeln  dieser  Art  ist  auch  die  aussere  Einrichtung  keinesweges  gleichgfiltig. 
Der  Verf.  hatte  anfangs  eine  Anordnung  ini  Sinn,  deren  Zweck  war,  die  Tafel  in 
den  moglich  kleinsten  Raum  zusammcnzudrangen.  Allein  da  die  ganze  Bcstim- 
mung  der  Tafel  nur  dahin  gcht,  die  Rechnungen  zn  erleichtem,  so  wflrde  jene 
ganz  verfelilt  werden,  wenn  die  Anordnung  der  Tafel  zu  kdnstlich  ware.  und  eine 
beschwerliche  Aufmerksamkeit  erforderte.  Der  Verf.  entschloss  sich  daher  bei 
reiferer  Ueberlegung  mit  Recht,  jene  wenn  gleich  sinnreiche  Anordnung  bei  Seite 
zu  setzen , und  statt  derselben  eine  einfachere  zu  wiihlen , obgleich  der  Umfang 
des  Bandes  dadurch  betrachtlich  vergrbssert  wurde.  Vielleicht  wird  mancher, 
der  die  Tafeln  gebraucht,  mit  uns  wdnschen,  dass  der  Verf.  hierin  lieber  noch 
etwas  weiter  gegangeu  wftre , und  die  Columne  B und  C jede  vollstSndig  hatte 
abdrucken  lassen,  deren  vier  letzte,  beiden  gemeinschaftliche,  Ziifern  nur  einmal 
dastehen.  Der  Ueberblick  wflrde  dadurch  noch  bequemer  geworden  sein,  und 
das  Format  wflre  auch  dadurch  nicht  vergrflssert,  wenn  etwas  kleinere  Schrift  ge- 
wflhlt  wflre,  welches  ohne  Nachtheil,  vielleicht  selbst  mit  Vortheil  fflr  das  gefSl- 
lige  Ansehen,  hiitte  geschehen  kflnnen.  Auch  die  fast  zu  strenge  Oekonomie  mit 
den  Ziffern,  wo  in  der  Regel  nur  die  vierte  abgedruckt  ist,  so  lange  die  vorher- 
gehenden  ungeandert  bleiben,  und  mit  den  Proportio u al theilen , die  immer  nur 
Einmal  angesetzt  sind,  und  also  zuweilen  ein  Zurflck-  oder  Vorausblattern  nothig 
machen,  thut  der  Bequemlichkeit  einigen  Eintrag.  Endlich  hatten  wirgewflnscht, 
dass  der  letzte  Theil  der  Tafel  S.  2 1 2 in  einer  zehnmal  grosscrn  Ausdehnung  ge- 
geben  ware,  um  die  zweiten  Differenzen  unmerklich  zu  machen;  es  ware  dazu 
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nur  Eine  Seite  mehr  erforderlich  gewesen.  Alie  diese  Bemerkungen , die  zum 
Theil  mit  auf  individueller  GewShnung  beruhen  mOgen.  sollen  das  Verdienstliche 
dieser  Arbeit  keinesweges  schni&lern , welches  gewiss  von  allen  anerkannt  wird, 
die  von  dersclben  Gebrauch  zu  machen  Gelegenheit  nehmen  werden. 


Astronomischi*  X&chrichlen , her«u*g.  ▼.  ScntutACiiKX.  Nr.  24.  Beil&ge  2.  1H22  l)ec. 


Gauss  an  Schcxacheb. 

Gdttingen  111].  Nov.  24. 

Den  von  Herrn  Professor  Encke  geausserten  Wunsch  I/Ogarithmcntafeln  mit 

6 Ziffern  betreffend , habe  ich  schon  ofters  gehegt , und  Sie  werden  sieh  gewiss 
viclfiiltigen  Dank  erwerbcn,  wenn  Sie  solche  veranlassten.  AUes,  was  Herr  Encke 
Qber  das  Aeusserc  und  Innerc  sagt,  unterschreibe  ich  ais  meine  eigene  Mcinung, 
nur  die  Proportionaltkeile  seheinen  mir  flbcrflflssig,  und  alles  Ucborflflssige  scha- 
det  dem  leichten  flbersichtlichen  (iebrauch.  Bci  solchen  Dingcn  httngt  freilich 
manches  von  individueller  Gcwohnung  ab ; indessen  wenn  einige.  die  Gebrauch 
von  Tafeln  machen,  anders  gewdhnt  sind  ais  ich,  so  sind  doch  auch  wohl  andere 
eben  so  gewOhnt;  und  daher  bertlhre  ich  noch  cincn  Umstand,  nemlich  dic  Ab- 
andcrung  der  4**“  Ziffer  fUr  die  Logarithmentafeln.  Sie  kenncn  die  Einrichtung, 
die  in  dieser  Beziehung  in  ( ’allet's  Tafeln  gemacht  ist,  und  einige  haben  dies  ais 
eine  Verbesserung  betraclitet.  Ich  gestehe,  dass  ich  der  entgcgengesetzten  Mei- 
nung  bin , und  die  regelm&sstgc  Abtheilung  von  5 zu  5 Zeilen  durch  horizontale 
Striche,  wie  sie  in  Suebwins  und  andem  Tafeln  ist.  filr  etwas,  bei  haufigem  Ge- 
brauche  riel  wesentlicheres  und  bequemeres  halte , daher  ich  rnich  der  Callet'- 
schen  Logarithmen  auch  niemals  bedienen  mag,  Bei  meiner  vieljalirigen  Praxis 
weiss  ich  auch  nicht  einen  einzigen  Fall,  wo  der  Gebrauch  der  SnaawiNschen  Ta- 
feln mich  bei  der  4ten  Ziffer  zu  einem  Rechnungsfehler  verleitet  hfttte,  daher  ich 
auch  auf  die  Stemchen  bei  Veoa  und  andem  Tafeln  gar  keinen  Werth  lege , und 
des  bessera  Papiers  und  der  schOnern  Ziffem  wegen,  mich  lieber  an  die  Shrkwin’- 
schen  halte.  Wer  auf  solche  Wamungszeichen  einen  Werth  setzt,  kann  sich 
leicht  in  seinem  Exemplare  an  den  betreffenden  Stellen  rothe  oder  grflne  Punkte 
machen.  — 
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Gdttingiiche  ^clehrte  Anzeigen.  1S2H  Januar  1 6. 


Table  of  logarithms  of  the  natural  numbers , from  1 to  108000,  fry  ( haw.es 
Babbaok.  Stereotyped.  London.  Printed  for  J.  Mattman.  1817.  202  S.  gr.  8. 

Dieser  ncue  Abdruck  der  Logarithmentafeln  zeichnet  sich  vor  andem  durch 
eine  gellissentlichere  Beachtung  kleiner  Nebenumst&nde  aus.  Wer  nur  von  Zeit 
zu  Zeit  einmal  veranlasst  wird,  einige  Logarithmen  in  den  Tafcln  aufzusuchen, 
verlangt  von  ihnen  hauptsachlich  nur  mogliek  grosstc  Correctheit.  Allcin  fflr  an- 
dere,  denen  die  Tafcln  ein  tfigliches  Arbeitsgerfith  sind,  bleiben  auch  die  gering- 
fOgigstcn  Umstfinde , die  auf  die  Bequemlichkeit  des  Gebrauchs  EinflusB  haben 
kdnnen , niclit  niehr  gleichgultig.  Farbe . Starke  und  Schonheit  des  1’apiers ; 
Format;  Grosse,  Scharfe  und  gefalligcr  Schnitt  der  Typen:  Beschaffenlieit  der 
Druckerschw&rze ; Anordnung  der  Zahlen,  um  das  was  man  sucht  ohne  Krniu- 
dung  des  Auges  schnell  und  sicher  zu  finden ; Vorhandensein  von  allem,  was  man 
braucht,  aber  auch  Abwesenheit  von  allem.  was  man  nicht  braucken  mag,  und 
was  sonst  die  leichte  Uebersicht  nur  stflren  wflrde,  alie  diese  Umstande  erhalten 
eine  gewisse  Wichtigkeit  bei  einem  Gesch&fte , welches  man  tfiglich  hundert  mal 
wiederholt.  Freilich  hfingt  dabei  manches  von  der  lndividualitut  des  Rechnenden 
und  von  seiner  Gcwohnheit  ab,  so  dass  nicht  wohl  Eine  Ausgabe  alleu  am  besten 
gefallen  kanu;  dem  Kurzsichtigen  ist  ein  grosses  Format  beschwerlich , und  er 
zieht  kleinere  Typen  vor,  wahrend  es  sich  bei  dem  Weitsichtigen  nmgekehrt  ver- 
hitlt;  der  wenigcr  gedbtc  Rechner  legt  einenWerth  auf  diesen  oder  jenenZusatz, 
welchen  der  geflbtere,  der  mehrere  Theile  der  Operationen  ohne  Anstrengung  im 
Kopf  mucht,  lieber  wegwflnscht,  weil  alles  UebertiQssige  nur  stdrend  wirkt.  lu- 
zwischen  gibt  es  doch  auch  allgenicingfiltige  Regeln.  Der  Ilerausgeber  der  vor- 
liegenden  Tafeln  hat  in  der  Vorrede  ein  Dutzend  solcher  Vorschriften  zusanimen- 
gestcllt.  die  er  aus  der  Vergleichung  vieler  Logarithmentafeln  abgeleitet  hat,  und 
die  meistens  sogleich  von  selbst  einleuchten . obwohl  einige  davon  nur  unter  Ein- 
schrfiukungen  anzuerkennen  sein  mOchten. 

Was  die  gegenwiirtige  Ausgabe  der  Logarithmentafeln  am  meisten  von  an- 
dern  unterschcidet , ist,  dass  sic  auf  farbiges  (gelbes)  Papier  abgedruckt  ist:  man 
gewohnt  sich  daran  bald,  und  findet  es,  besonders  zum  Gebrauchc  bei  l.icht,  an- 
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genehmer  ais  weisses.  Die  Anordnung  ist  im  Weseutlicheu  die  gewfihuliche. 
Nach  eincm  Wechsel  der  dritten  Ziffer  ist  fflr  die  flbrigen  Logaritlirnen  in  dersel- 
ben  Zeile  die  vierte  Ziffer  mit  andern  Typen,  etwa  halb  so  gross  wie  die  flbrigen, 
gesetzt.  Fflr  Ref.,  der  flberhaupt  auf  solche  Warnungszeichen  wenig  Werth  setzt, 
habeu  diese  Typen,  aucb  nach  einetn  Gebrauch  von  ein  paar  Monaten,  noch  nicht 
das  fremdartig  Storende  verloren,  und  er  wflrde  den  in  Veoa’s  Tafel  gebrauchten 
Sternchen,  oder  den  Punkten,  die  in  die  bessgm  Exemplare  von  Taylob’s  Tafeln 
eingedruckt  sind,  den  Vorzug  geben.  Sternchen  hat  der  Herausgeber  desswegen 
niclit  gebrauchen  wollen , weil  sonst  die  Columnea  zu  breit  geworden,  und  dann 
fur  die  Verwandlung  der  Zahlen,  ais  Secunden  betrachtet,  in  Grade,  Minuten 
und  Secunden  kein  liaura  geblieben  ware.  Referent  wflrde  diese  Verwandlungs- 
columne  (eben  so  eingerichtet,  wie  man  sie  aus  Callet’s  Tafeln  kennt)  gern  ent- 
behrt  habcn;  ein  geflbtcr  Recliner  wird  nicht,  einer  so  leicht  selbst  im  Kopfe  zu 
machendeu  Verwandlung  wegen , crst  die  Tafeln  aufbl&ttern ; zweckmilssig  ist  es 
aber,  dass  der  Herausgeber  diese  Columnen  wenigstens  durch  eine  starke  Linie 
von  der  Logaritlirnen  tafel  geschieden  liat.  Endlich  ist  der  Fall  wo  die  letzte  Zif- 
fer eine  VergrOsserung  erlitten  hat,  (weil  der  weiter  fortlaufende  Ixigarithm  nls 
achte  Ziffer  5 oder  eine  grdssere  gehabt  haben  ■wflrde)  durch  einen  unter  diese  sie- 
bente  Ziffer  gesetzten  1’unkt  ausgezeichnet;  diese  Einriclitung  ist  wenigstens  bes- 
ser,  ais  die  von  Pbassb  gewahlte,  durch  Typen  von  anderer  Forra;  doch  behalten 
auch  so  einige  Ziffern  noch  etwas  unangenehm  Fremdartiges , was  nach  unserer 
schon  bei  Anzeige  der  PiussEschen  Tafeln  in  diesen  Hliittcrn  [1811  Mai  25]  er- 
wiilmten  Ansicht  durch  den  Nutzen  nicht  aufgewogen  wird. 

Uebrigens  lassen  Typen  und  Papier  bei  dieser  Ausgabe  der  Logarith menta- 
feln  nichts  zu  wflnschen  flbrig,  und  auf  die  Correctlieit  ist  die  ausgezeichnetste 
Sorgfalt  verwandt.  Bei  einer  Ausgabe , wo  auf  die  kleinen  die  Bcquemlichkeit 
des  Gebrauchs  angelienden  Umstande  so  viel  Sorgfalt  verwandt  ist,  fiillt  die  spar- 
liche  Ansetzung  der  Proportionaltheile  auf;  hfluiig  muss  man . um  diejenigen  zu 
finden,  die  man  eben  braucht,  voraus-  oder  zurflckblfittern. 


Digitized  by  Google 


HaSSLER.  tabulae  looabitiimicae  etc. 


255 


Qftttingnche  gelelirte  Anmgeu.  I S3I  Miri  st. 


Tabulae  logarithmicae  et  trigonometricae  notis  septem  deeimalibus  expressae. 
In  forma  minima.  Purgatae  ab  erroribus  praecedentium  tabularum  cura  F.  K.  Hass- 
ler.  New  York.  G.  C.  und  II.  Carvili. 

Diese  transatlantische  Ausgabe  der  Logarithmentafeln  zeichnet  sich  durch 
eine  ganz  vorzttgliche  Nettigkeit  des  stereotypiscli  ausgefOhrten  Drucks  aus.  Sie 
enthalt,  durehgehends  auf  sieben  Decimalstellen , die  Logarithmen  der  Zahlen 
bis  1 00000,  die  I.ogarithmen  der  Sinus,  Tangenten,  Cosinus  und  Cotangcntcn 
im  ersten  Grade  durch  alie  Secunden , in  den  bciden  folgenden  von  zehn  zu  zehn 
Secunden.  und  filr  olle  fibrigcn  Grade  des  Quadranten  von  dreissig  zu  dreissig 
Secunden.  Ausserdem  die  natflrlichen  Sinus  und  Tangenten  durehgehends  von 
dreissig  zu  dreissig  Secunden.  Und  diess  alles  in  dem  Itaum  von  312  Seiten  in 
klein  Octav  oder  gross  Duodez.  Eine  solche  Zusammcndriingung  war  freilich  nur 
durch  sehr  kleine  Typen  zu  erreichen,  wclche,  bei  aller  SchSnheit,  doch  wohl 
fQr  die  meisten  nicht  kurzsichtigen  Augen  zum  tSglicheu  Gebrauch  fast  zu  klein 
sein  mOchten.  Auf  die  Corrcctheit  scheint  eine  ganz  besondere  Sorgfalt  gewandt 
.zu  sein , wenigstens  ist  uns  bei  dem  eine  Xeitlang  versuchten  haufigen  Gebrauch 
gar  kein  Druckfehler  aufgestossen. 


Vsoa  und  HfLftBB.  Hammlung  mathematUoher  Tofeln.  i M0. 


Auflfsung  quadratischer  Gleichungen  in  der  Form,  dass  nicht  die  Coefficienten 
der  Gleickung  selbst,  sondem  deren  Logarithmen  gegeben  sind , und  dass  man  auch 
nicht  ihre  Wurzeln  selbst  ( oder  eine  derselben),  sondem  vielmehr  deren  Logarithmen 
zu  anderweitiger  Benutzung  nSthig  hat. 

Die  AusfBhrung  dieses  Geschafts , bloss  mit  HOlfc  der  gewiihnlichen  Loga- 
rithmentafeln, erfordert  nothwcndig  ein  vierfaches  Aufschlagcn  in  denselben;  man 
reicht  mit  einem  zweifachen  Aufschlagen  aus,  wenn  man  entweder  die  trigonome- 
trischen  Logarithmentafeln  oder  die  Tafeln  fflr  Logarithmen  von  Summen  und 
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Diffcrenzen  benutzt;  man  reicht  mit  ei  nem  eiufachcn  Aufschlagen  aus,  wcnn  letz- 

terc  Tafel,  wie  hier,  durch  die  Zusatzcolumnen  IJ,  E und  F erweitert  ist. 

Die  vierte  Columne,  D,  enthalt  B-\-C,  dieftlnfte,  E , enthalt  A C, 

diesechste,  F,  enthalt  B — A.  Nchmenwiran,  dass  die  Zahlen  selbst,  denen 

die  Logarithmen  A,  B,  C zugehflren,  beziehungsweise  a,  b,  c sind,  so  enthicltc 

also  die  vierte  Columne  die  Logarithmen  von  bc,  die  fflnfte  die  von  ac.  die 

seehste  die  von  — . 

0 

Es  mag  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  die  Logarithmen  in 
der  sechsten  Columne  F,  welche  his  zu  A = 0,208  positiv  sind,  von  A = 0,209 
an  negativ  werden  (S.  640);  es  ist  ziemlich  gleichgflltig , ob  sie  in  dieser  negati- 
veu  Form  oder,  wie  hier,  durch  ihre  Complemente  angesetzt  werden;  also  konnte 
z.B.  fiBr  A = 0,367  unter  F stehen  — 0.211S0  oder,  wie  hier,  9,78820. 

Fur  die  Anwendung  dieser  Zusatzcolumnen  auf  die  Auflosung  der  quadra- 
tischen  Gleichung 

pxx  + qx  + r = 0 

selbst  mflssen  vier  verschiedene  Falle  unterschieden  werden , nemlich 

I.  p und  r haben  gleiche  Zeichen  und  ist  nicht  kleiner  ais  4 ; 

II.  p und  r haben  gleiche  Zeichen  und  ist  kleiner  ais  4 ; 

III.  p und  r haben  cntgegengesetzte  Zeichen  und  — ^ ist  grosser  ais  2; 

IV.  p und  r haben  entgegengesetzte  Zeichen  und  — ist  kleiner  ais  2. 

Der  Fall,  wo  — = 2 ist.  kann  sowohl  zu  III.  ais  zu  IV.  gezfihlt  werden. 
Im  Falle  II.  sind  die  Wurzeln  imaginar,  in  den  fibrigen  erlialt  man  jede  der 
beiden  Wurzeln  auf  eine  doppelte  Art.  Durch  folgendes  Schema  ist  alles  leicht 
zu  flbersehen,  wobei 


gesetzt  ist,  theils  zur  Abkflrzung,  theils  weil  die  Itechnung  wirklich  in  dieser 
Forni  am  bequomsten  gefahrt  wird. 


I. 

+i 
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II 

II 
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— J — ~9C 
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Die  Beweise  der  Vorschriften  wird  aich  jeder  leicht  selbst  entwickeln  kon- 
nen.  Ein  Beispiel  des  Gebrauclis  mag  zum  Ueberfluss  noch  hergesetzt  werdcn. 

Es  sci  gegebcn  log p — 0,69697 

log  q = 0,84510 
log  r = 0,77815n 
Also  log  h = 0,14613 
logp  = 9,93305  n 
log(—  |)  = 9,78692 

Man  sieht  sogleich,  dass  hier  der  Fall  IV.  statt  findet  und  also  9,78692  in 
der  sechsten  Oolumne  unter  £ — A oder  F zu  suchen  sein  wird.  Was  von  der 
Tafttl  (S.  643)  hier  nothig  wfire  ist  nur  Folgendes: 

A B B—AoterF 

0,367  0,15520  j 9,78820 

0.368  0,15489  j 9,78689 

ZuF=  9,7  8692  gehOrt  also 

A = 0,36798  = logo,  woraus  log ~ = 9,778 1 5 , log^a  = 0,30 1 03  n oder 
B — 0,15490  = logi,  woraus  log ( — £)  = 9, 77815,  log( — hb)  = 0,30103n. 

Ajtronomi*che  Nachricht«n.  Nr.  i$st.  Mai  J. 


Einige  Benerkungen  zu  Vjsoa’s  Thesaurus  Logarithmorum , von  Hem 
Geheimen  Ilofrath  Gacss. 

Der  Thesaurus  Logarithmorum  von  Vkqa  ist  bekanntlich  scinem  grSssten 
Theile  nach  ein  neuer  Abdruck  der  grdssem  Vi,AOQ'8chen  Logorithmcntafeln.  In 
der  Vorrede  ffihrt  Veoa  eine  nicht  unbetriichtliche  Anzahl  von  Fehlern  im  Origi- 
nal  an.  die  er  verbessert  hat,  mit  dem  Zusatz,  dass  er  ausser  diesen  noch  eine 
sehr  grosse  Menge  von  Unrichtigkeiten  an  der  letzten  Ziffer  der  Lognrithmen  be- 
richtigt  habe , zu  dem  Be trage  von  einer,  zwei,  drei,  vier  Einheiten.  Mit  glei- 
chcr  Sorgfalt  seien  auch  die  neu  hinzugekommenen  Tafeln  (namentlich  also  die  in 
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den  beiden  ersten  Graden  fflr  alie  einzelnen  Secunden  angegebenen  Logarithmen 
der  trigonometrischen  Grbssen)  berechnet,  geprfift  und  berichtigt.  Veoa  scheint 
non  mit  der  Hoffuuug  sich  geschmeichelt  /u  haben,  dass  aut’  dicae  Weise  seine 
Tafeln  fast  fehlerfrei  geworden  seien , und  verapricht,  um  zu  vollkommen  fehler- 
freien  Tafeln  zu  gelangen,  fflr  die  erste  Anzcige  jedcs  etwa  noch  stcheu  gebliebe- 
nen  Fehlers,  der  zu  falscher  Rcchnung  Aulass  geben  kflnnc  (pro  sphalmatibus  cal- 
culum turbantibus)  eine  Prftmie  von  einem  Ducaten  zu  bezahlen.  Ob  diese  vom 
I’1*”  October  1794  datirte  Ausgelobung  jernals  Folge  gebabt  liat,  ist  mir  nicht 
bekannt. 

Es  ist  mir  zweifelhaft,  ob  Veoa  sich  ganz  klar  gemacht  habe,  was  fflr  Feh- 
ler  aU  mflglicher  Weise  zu  falschen  Rechnungen  Anlass  gebcnd  bctrachtet  wer- 
den  sollten.  Fflr  alie  Tafeln,  welchc  bestimmt  sind,  theoretisch  feststehende 
irrationale  GrSssen  darzustellcn , gilt  bekanntlich  der  Grundsatz,  dass  die  Tabu- 
largrOsse  dem  wahren  Werthe  allemal  so  nahe  kommen  soli , ais  bei  der  gewahl- 
ten  Anzahl  von  Decimalstellen  mflglich  ist,  und  es  darf  folglich  die  Abweichung 
niemals  mehr  ais  eine  halbe  Einheit  der  letzten  Decimale  betragen.  Joder  Ver- 
stoss  gegen  diese  strenge  Norm  ist  ein  Fehler , der  mflglichcrweise  einen  sich  auf 
die  strenge  Uebereinstimmung  verlassendcn  Rechner  zu  einem  unrichtigen  Resul- 
tate verleiten  kann.  Lflsst  man  diese  strenge  Anslegung  fahren , und  mischt  in 
sein  Urtheil  eine  Rucksicht  auf  Erheblichkeit  der  Unrichtigkeit  ein , so  verirrt 
sich  die  Entschcidung  in  diu  Gebiet  der  Willkuhr.  Der  schon  vorhin  erwahnte 
Umstand.  dass  Veoa  sclbst  von  Correctioncn  an  den  VLACQschcn  Tafeln  spricht, 
die  nur  eine  Einheit  in  der  letzten  Stelle  betrugen,  und  dass  er  vollkommene  Feh- 
lerfreiheit  wie  sein  Ziel  bezeichuet,  scheint  allerdings  darauf  hinzudeuten,  dass 
er  die  strenge  Auslegung  im  Simie  gehabt.  Auch  habe  ich  den  ersten  Theil  des 
Thesaurus,  der  die  Logarithmen  der  laufenden  ganzen  Zahlen  enthalt,  bei  sehr 
vielen  gelegeutlich  gemachten  Vergleichungen  mit  mehrstelligen  Bestimmungen 
immer  sehr  correct  gefunden. 

Es  sind  seit  jener  Zeit  bei  mehrern  audern  logaritlmiischen  Tafeln , in  der 
Abeicht  ihre  Correctheit  zu  vervollstfindigen , ahnliche  Ausbietungen  von  Preisen 
fflr  die  erste  Anzcige  von  Fehlern  in  den  Zahlen  gemacht:  ich  weiss  jedoch  nicht, 
ob  dieselben  einen  Erfolg  gemacht  haben , mit  Ausnahme  des  bei  Tauchnitz  in 
Leipzig  1847  von  Kohlek  herausgegebenen  logarithmisch-trigonometrischeu  Hand- 
buchs.  Der  Verleger  dieser  Tafeln  versprach  bei  dem  ersten  Erscheinen,  fflr  die  erste 
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binnen  einer  gesetzten  Frist  eingesandte  Anzeige  eines  jeden  Fehlers,  welcher 
falsche  Resultate  veranlassen  kOnne,  einen  I.ouisdor  zu  bezahlen.  und  nach  ei- 
nem gedruckten  Bericht  vom  I.  Juli  1848  ist  diese  Prfimie  ftlr  vier  zur  Anzeige 
gebrachte  Fehler  wirklich  ausgezalilt.  Was  nun  dabei  eine  ehrende  Erwaknung 
verdient,  ist  der  Umstand,  dass  dem  einen  dieser  Fehler  jene  Qualification  nur 
unter  Anerkennung  obiger  strengen  Auslegung  zugesprochen  werden  konnte.  Es 
war  nemlich  der  Logarithm  von  103000,  welcher,  auf  12  Stellen  genau, 

= 5,012837224705 

ist , in  den  ersten  Abdrflcken  mit  acht  Ziffern 

= 5,01283723 

angesetzt.  wahrend  die  principm&ssig  abgekflrzte  Zahl  5,01283722  ist.  Es  ist 
zu  wflnschen,  dass  in  kdnftig  vorkommenden  ahnlichen  Ffillen , diese  Entschei- 
dung  ais  Priicedenz  respectirt  werde. 

Bekannte  sich  Vega  zu  derselben  strengen  Auslegung.  so  hatte  es  ihm  leicht 
gehen  mbgen.  wie  dem  Konig  Shiram . dcssen  Kornkammern  nicht  ausreichten, 
dem  Erlinder  des  Schachspiels  die  ihm  zugesagte  Belohnung  zu  gewahren. 

Dass  die  von  Vbga  ausgebotene  Belohnung,  unter  jener  Voraussetzung.  ihm 
theuer  zu  stehen  kommen  konnte,  lasst  sich  schon,  ohne  alles  Nachrechncn,  aus 
einem  Umstande  erkennen , der  leicht  zu  best&tigen,  jedoch  meines  Wisscns  an- 
derwcit  noch  nirgcnds  zur  Sprache  gebracht  ist.  Dieser  Umstand  besteht  darin, 
dass  in  der  Tafel  filr  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  GrOssen  die  Zahlen 
der  Sinuscolumne  fast  ohne  Ausnahme  *)  der  Summe  der  Zahlen  der  Cosinusco- 
lumnc  und  der  Tangentencolumne  genau  gleich  sind.  Da  alie  diese  Zahlen  nur 
abgekflrztc  Werthe  der  irrationalcn  genauen  Grbssen  sind , so  ist  klar , dass  bei 
streng  richtiger  AbkQrzung  jene  Gleichheit  nicht  Statt  findcn  wird , in  allen  den 
Fallen,  wo  die  Abweichungen  von  den  genauen  Werthen  in  der  zweiten  und  drit- 
ten  Columne  gleiche  Zeichen  haben,  und  ihre  Summe  mehr  ais  eine  halbe  Ein- 
heit  der  letzten  Decimale  betrfigt.  Man  (Ibersieht  leicht.  dass  bei  einer  grossen 


*}  Ich  habe  grotae  Strecken  der  Tafel  in  dieser  Bexiehung  prflfen  laeaen : allein  unter  Tauaonden  von 
Fillcn  Ut  nur  eine  cinxi  ge  Auraahme  gefunden,  nemlich  bei  dem  Bogen  Ich  kann  jedoch  diese 

Auanahine,  sowie  etwaiuge  audere,  wenn  dergl.  noch  hic  und  da  vorkommen  solitem,  nur  einem  Veraehen, 
und  nicht  einem  Vorsaiac  tuschreiben. 
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Menge  von  Fallen  dieser  Ausnahmefall  durchschnittlich  cinmal  untcr  vieren  vor- 
kommcn  wixd , was  sicli  bei  wirklicher  Abzalilung  in  solchen  siebenziffrigen  Ta- 
feln , wo  auf  die  Richtigkcit  der  lctztcn  Ziffer  mit  Sorgfalt  gehalten  ist,  bestiitigt 
findet.  (Es  hat  z.  B.  einc  solche  Abzfihlung  in  den  erw&hnten  KbHLER  schen  Ta- 
feln  an  den  900  einzelnen  Miuutcu  von  30°o'  bis  44°59'  genau  225  solcher  Falle 
ergeben , welche  vollkommene  Ucbereinstimmung  allerdings  fur  zufiillig  zu  hal- 
tcn  ist}.  Vega’s  Thesaurus  enthfilt  die  Logarithmen  der  Sinus,  (.'osinus  und  Tan- 
gcntcn  von  226S0  Bogen.  Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  alie  Zahleu  in 
zweicn  diescr  Columnen  scharf  nach  dem  1’rincip  abgekiirzt  seien.  wird  man,  mit 
einer  geringcn  Unsicherheit  im  Mehr  oder  Weniger,  in  der  dritten  Columne  5670 
Logarithmen  erwartcn  dflrfcn,  dic  um  einc  Einheit  unrichtig  angesetzt  sind.  Fflr 
den  Preis  von  so  vielen  Ducatcn  wilrden  wohl  befkhigtc  Personen  zur  vollstandi- 
gen  Neurechnung  bereit  gewesen  sein. 

Welche  zwei  Columnen  die  uisprunglichen  sind,  wird  man  aus  der  Ver- 
gleichung  mit  anderweitigen  auf  mehr  ala  zehn  Stellen  zuverliissigen  Bestimmun- 
gen  erkennen  kOnnen , schon  au  wenigen  Bcigen  und  mit  Gewissheit,  wenn  die 
Voraussetzung  der  strengcn  Richtigkcit  der  ursprttnglichen  t'olumnen  zutrifft,  im 
entgegengesetzten  Fall  aber  an  einer  etwas  bctr&chtlichern  Menge  wenigstens  mit 
flbenviegender  Walirscheinlichkeit. 

F.iniges  hiezu  dienliche  findet  man  schon  fertig  vor  ani  Schluss  der  Deci- 
maltafeln,  welche  IIobket  und  Iuelee  1799  geliefert  liaben,  und  die  zwar  nurmit 
sieben  ZifFem  abgedruckt  sind , aber  in  der  Ilandschrift  auf  doppelt  so  viele  vol- 
lendet  warcn.  Es  wcrdcn  dasclbst  135  fehlerhafte  Logarithmen  des  VEOA  sehen 
Thesaurus  angezeigt,  von  dencn  127,  um  genau  gesetzmiissig  zu  werden,  einer 
Correction  von  einer  Einheit  in  der  zehnten  Stelle  bedttrfen,  10  einer  C orrection  von 
zwei  Eiiihcitcn,  und  cine  drei  Einheiten.  Von  den  127  fallen  49  auf  Sinus,  35 
auf  (.'osinus  und  43  auf  Tangcnten;  die  iibrigen  1 1 Correctionen  . von  2 oder  3 
Einheiten , beziehen  sich  blos  auf  Tangcnten.  Dic  betreffcnden  BOgen  sind  die 
mit  27  Minuten  messbareu , und  dic  nicht  mit  angefdhrten  sind  diejenigen , wo 
die  Ixigarithnien  keiner  Correctionen  bedurften.  Es  hfitteu  tlbrigens  diese  Ver- 
gleichungen  auch  ohne  die  IIoBEBT-lDEXEE’schen  handschriftliclien  Tafeln  gemacht 
werden  kOunen,  da  die  allgemein  verbreiteten  CALLET’schen  Tafeln  dic  Logarith- 
meu  der  Sinus  und  Cosinus  auf  I 4 ZifFem  ftlr  alie  Tausendtheile  des  Quadranteu 
enthalten.  Wenn  man  aus  diesen  auch  noch  das  Niithige  fttr  alie  Bogen  unter 
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zwei  Grad  entlehnt,  die  durch  5'24"  aber  nicht  durch  27'  messbar  sind,  so  ge- 
wiunt  man  die  Vergleichung  VEOA’8cher  Logarithmen  von  118  Bogen  mit  schiir- 
fcrn  Bestimmungen,  wovon  die  Resultate  in  folgendein  Abriss  (I)  zusammenge- 
stellt  sind: 


Sin. 

Cos. 

Tang. 

0 

65 

75 

54 

1 

53 

43 

53 

2 

10 

3 t 

Die  Bedeutung  dieser  Zahlen . z.  B.  der  in  der  letzten  Columne  ist , dass  unter 
118  Tangenten-Logaxithmcn  54  richtig  angesetzt  sind,  53  eincr  Correction  von 
einer  Einheit  in  der  zehnten  Stelle  beddrfen , 1 0 einer  Correction  von  zwei  Ein- 
heiten , und  einer  der  Correction  von  drei  Einlieiten.  Es  folgt  hieraus  schon  ent- 
schieden,  dass  keine  Columne  der  VeoAschen  Tafel  durchaus  richtig  angesetzt 
ist,  und  mit  (Iberwiegeiider  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Tangcnten-Logarithmen 
die  abgeleiteten  sind,  durch  die  einfache  Subtraction  der  Zahlen  der  Cosinusco- 
lumne  von  denen  der  Sinuscolumne. 

Die  Verfasser  der  erwabnten  Decimaltafeln  hfitten  dbrigens  doppelt  so  viele 
Vergleichungen  aus  ihrer  Handschrift  geben  kbnnen.  Man  kann  sich  aber  eine 
uoch  viel  grbssere  Ausbeute  verschaffen , wenn  man  die  hbchst  schatzbare  Tafel 
von  Brioo’s  (in  der  nach  dessen  Tode  von  Gelubrasd  1633  herausgegebenen  Tri- 
gonometria  Britannica)  benntzt,  welche  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Cosinus 
ftlr  alie  llunderttheile  der  gewOhnlicheu  Urade  auf  1 4 Zilfern  liefert , und  aus 
welcher  Callet  die  oben  erwahnten  Zahlen  entlehnt  hat.  Sie  euthult  das  Mate- 
rial,  um  Vboa’s  Tafeln  bei  1060  Bfigen,  also  zusammen  3180  Logarithmen,  prfi- 
fen  zu  kbnnen.  Ich  selbst  habe  mich  jedoch  darauf  bcschrankt,  diese  Prllfung 
au  81  Bbgen  oder  an  243  Logarithmen,  von  14°0'  bis  I8°0'  vorzunehmen.  wovon 
das  Resultat  hier  folgt  (II) : 


Sin. 

Cos. 

Tang. 

0 

29 

56 

36 

1 

52 

25 

42 

2 

3 
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Wirft  man  die  Gruppen  (I)  und  (II)  zusammen.  so  jedoch,  dass  man  die 
beiden  gemeinschaftlichen  B6gen  nur  einmal  in  Rechnung  bringt.  so  erhfilt  man 
fttr  190  Bfigen  folgende  Ausbcute  (III): 


Sin. 

Cos. 

Tang. 

0 

89 

126 

87 

1 

101 

64 

90 

2 

12 

3 1 

Will  man  diese  Zahlen  zu  einer  Absch&tzung  des  Verhfiltnisses  zwischen  den 
richtigen  und  unrichtigen  Logarithraen  anwenden , so  muss  man  erst  noch  einen 
kleinen  Abzug  machen.  Es  ist  in  (I)  der  Logarithm  des  Sinus  von  4 5°  zweimal 
gez&hlt,  nemlich  zugleich  aucli  ais  logcos45#;  es  ist  ferner  in  der  Tangentenco- 
lumne  auch  der  Logarithm  der  Tangente  von  45*  mitgezahlt.  der  doch  rational 
ist.  Dasselbe  gilt  von  (III)  und  man  muss  daher,  zu  obigem  Zweck,  das  Resul- 
tat davon  so  aussprechen,  dass  unter  568  geprfiften  irrationale»  I>ogarithinen  301 
sich  ais  richtig,  und  267  ais  unrichtig  ausgewiesen  haben.  Dflrfte  man  dies  Yer- 
hfiltniss  ais  durchschnittlich  zutreffend  betrachten . so  wflrden  unter  den  68038 
irrationale»  Logarithmen  des  VKoVschen  Tliesaurus  (indem  man,  wie  billig,  die 
Cotangenten  nicht  mitzahlt)  nach  der  Wahrscheinlichkeit  etwa  31983  fehlevhaftc 
anzunehmen  sein. 

Wahrscheinlich  ist  aber  diese  Zahl  noch  bedeutend  zu  klein.  Ich  finde  in 
meinen  Papieren  die  vor  l&ngerer  Zeit  und  zu  andern  Zwecken  auf  1 4 Ziffem  ge- 
machte  Berechnung  der  trigonometrischen  l^ogarithmen  fllr  ein  paar  Gruppen  von 
Bbgen,  dic  nicht  sprungsweise,  sondern  in  denselben  Intervallen  wie  die  Vega’- 
schenTafeln.  fortschreiten , woraus  wenigstens  hervorgeht,  dass  obiges  Resultat 
(III)  noch  keinen  richtigen  Maassstab  fQr  die  1'ngenauigkeit  dieser  Tafeln  ahgibt. 
Wahrend  bei  jenen  190  B<5gen  kein  einziger  Fall  vorkommt.  wo  der  Logarithm 
eiues  Sinus  oder  eines  Cosinus  um  mehr  ais  eine  Einheit  verbessert  werden  mdsste, 
sind  solche  Falle  gar  nicht  selten  bei  denjenigen  Bfigen,  die  nicht  in  der  Trigono- 
metria  Britannica  vorkommen,  und  wo  also  das  zur  Vergleichung  notliige  erst 
durch  besondere  Rechnung  herbeigeschafft  werden  muss.  Ich  flige  daher  die  Re- 
sultate jener  Rechnungen  hier  bei , da  sie  dazu  dienen  ktinnen , unserer  Vorstel- 
lung  von  dem  Grade  der  Ungenauigkeit  der  Zahlen  in  Veoas  Thesaurus  eine  fe- 
stere  Haltung  zu  geben. 
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Die  Vergleichung  der  Zahlen  im  Thesaurus  bei  den  21  Bogen  von  15*38*20" 
bis  I5°4l'40"  mit  den  sch&rfer  berechneten  hat  ergeben  (IV): 


0 

1 

2 

3 

4 


Sin.  Cos.  Tang. 

4 12  1 

9 8 8 

6 1 6 

2 4 

2 


Die  F&ile , wo  die  grbssten  Abweichungen  vorkommcn , sind : 

15°40'20",  wo  die  Correctionen  +3,  — 1. +4 
15  41  30.  wo  folgende  +3,  0,  -{-4 

an  die  Logarithmen  des  Sinus . des  Cosinus  uud  der  Tangente  angebracht  wer- 
den  miUsen. 

Ebenso  hat  die  Vergleichung  der  VEOAschen  Zahlen  bei  den  93  Bdgen,  von 
I®  19*52"  bis  1*21*24'  mit  scharfcrer  Rechnung  folgende  ergeben  (V): 


Sin. 

Cos. 

Tang. 

0 

38 

30 

17 

1 

39 

56 

41 

2 

15 

7 

22 

3 

1 

11 

4 

2 

Die grOssten  Abweichungen  finden  Statt  bei  den  Bdgen  1*20*10"  und  1°20'15"; 
und  die  nSthigen  Correctionen  betragen  bei  ersterm  — 2,  — J—  I . — 4,  bei  dem  an- 
dem  — 2. +2, — 4. 

Dic  Gruppen  IV  und  V haben  nicht  gleichen  Ursprung . da  die  Zahlen  des 
Thesaurus  zu  derGruppelV  ausVLAO<j’sTrigonometria  Artificialis  genommen  sind, 
die  andern  hingegen  zu  den  neu  hinzugekommenen  gehoren,  welche  unter  V' eoas 
Ijeitung  und  Aufsicht  von  dem  Lieutenant  Doefhuhd  berechnet  sind.  Nach  obi- 
gen  Abrissen  erscheinen  die  letztem  wie  etwas  weniger  ungenau  ais  die  erstern, 
wiewohl  die  Gruppe  IV  zu  wenig  zahlreich  ist,  um  ein  sicheres  Urtheil  zu  begriln- 
den.  Jedenfalls  folgt  aus  dem  Zusammenwerfen  beider  Gruppen  eine  Sch&tzung 


264 


ANZEIGE. 


ftir  die  Totalungenauigkeit  der  Tafeln , die  eher  etwas  zu  gflnstig  sein  wird,  ais 
umgekehrt.  Aus  dieser  Vereinigung  folgt,  fur  114  BSgen  (VI): 


0 Q o 

Sin. 

Cos. 

O N / 

Tang. 

0 

42 

42 

18 

1 

48 

64 

49 

2 

21 

8 

28 

3 

3 

15 

4 

4 

Es  sind  also  hier  unter  342  1/Ogarithmen 

nur  102, 

die  keiner  Verbesserung  be- 

dttrfcn,  gegcn  240  ungenaue.  Nach  diesem  Verhiiltniss  wilrde  man  unter  den 
68038  irrationalen  Logarithmen  47746  ungenaue  erwarten  konnen. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Abweichungen  findet  sich  ftlr  dic  Sinus  1 59, 
fur  die  Cosinus  96,  ftir  die  Tangentcn  360.  Ais  mittlcrn  Fchler  mag  man  also 
annehmen  fiir  die  Sinus  1,18,  fur  die  Cosinus  0,92,  fOr  die  Tangenten  1,78. 
Man  kann  hienacli  nicht  zweifeln,  dass  die  Tangenten-Logarithmen  die  abgeleite- 
ten  sind. 

Dass  die  Zahlen  der  Cosinuscolumne  weniger  ungenau  sind , ais  die  der  Si- 
nuscolumne,  rflhrt  wold  oline  Zweifel  wenigstens  theilweise,  daher,  dass  bei  den 
erstern  die  zur  Ausfiillung  erforderlichen  Interpolationsmcthoden  einfacher  aus- 
fallcn,  mOglichcrweise  kOnnen  indess  noch  andere  Ursachcu  mitgewirkt  haben, 
worflber  sich  nur  unsicherc  Vermuthungen  aufstellen  lassen  wflrden. 
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THEOIUA  INTERPOLATIONIS 

METHODO  NOVA  TRACTATA. 


I. 

Problema.  Invenire  summam  seriei 

a"  , bH 

. «* , + 

' (c  — a)(c— 4)  («— d)  (c  — «)  ..  . *>  ( J — a) ii—  4)  ( J — c)  (d  — *)  . . . 

+ + etc' 

ubi  a.  b.  c,  d,  e sunt  m quantitates  diversae,  atque  n numerus  integer  quicunque 
positivus,  negativus  sive  etiam  0. 

Solutio.  Faciendo  brevitatis  caussa 

i 

(«  — *)(«  — €){«  — «)•  ..  ° 

I - 

(e— «)(«— *)(»— rf)(c-«). . . 'f 

^ — - ^ gtc. 

(*-«)  (J- 6)(d-  c)  (d-  <) . . . ~~  * 

ita  ut  summa  quaesita,  quam  per  8”  denotabimus  fiat  — ota"-(-f'i"+7c" -+-&f +etc.; 
manifestum  est.  si  ,r  exprimat  quantitatem  indeterminatam,  ex  evolutione  ag- 
gregati 

34 


Digitized  by  Google 


266 


NAC1II.ASS. 


I 

1 — A x 


P = 

l — ax 


-I 1 1 * 

■ 1 — cz  ' I — 


dx 


etc. 


in  seriem  secundum  potestates  ipsius  x ascendentem,  prodire 
S,-|-5,*+S,m+iS,/+  etc,  in  infin. 


Statuatur  (1 — ax)(t — ba r)(l — cx)(l — dx)...  — Q,  eritque  Q functio 
integra  indeterminatae  x,  ad  ordinem  n»t’*m  ascendens;  PQ  autem  fiet  functio 
integra  ordinis  m — lto  puta  = 

a(  1 — bx)(l  — cx)  (1 — dx) . . . 

+ t>(l- — ax)(l — ex)(1 — dx) 

+ 7(1  — ax)(l  — 6x)(l— -dx) . . . 

-4- S (1 — ax)(l — fex)(1 — ex)  . . . 

-f-  etc. 

Qua  propius  considerata,  patebit,  per  substitutionem  x = — omnes  partes  prae- 
ter primam  evanescere,  hanc  vero  abire  in 

«(»—■=■)(»— 

Simili  modo  per  substitutionem  x = ^ evanescent  omnes  partes  praeter  se- 
cundam, quae  fit  = Perinde  per  substitutiones  x = !• , x = ^ etc. 

transit  PQ  in  etc.  Ilinc  vero  sequitur,  PQ — x"*-1  per  omnes  has  sub- 

stitutiones valorem  0 obtinere,  quod  fieri  nequit,  nisi  fuerit  identice  — 0 , sive 
PQ  .=  x*-1 ; alioquin  enim  aequatio  PQ  — x"1-1  = 0,  quae  non  maioris  quam 

m — l11  ordinis  est.  »1  radices  diversas  i,  — , ~ . . . haberet. 

a'  b e d 

Iam  sit 


Q — : t — Ax-\-Bxx — Cx’-(-X>x‘ — etc. 


nempe  A summa  quantitatum  a,b,c,d...\  B summa  productorum  e binis; 
C summa  productorum  e ternis  etc. , patetque , quum  ex  evolutione  fractionis 

y»-t 

-q-  = P prodire  debeat 

S’4-S1x-)-S,xx-}-S1x*-}-  etc. 

primo:  esse  debere  tia  — 0,  S’  = 0,  <8*  — 0 etc.  usque  ad  — 0 *),  tunc 

*)  Ilaecoe  solutionis  pars  iam  ab  ili.  Etruno  tradita  aut.  per  methodum  a nostra  aliquantum  discre- 
pantem. In*i.  Cale.  Inixyr.  T.  II  pag.  4 32. 
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vero  fieri  S"*-1  = J,  Sm  = A,  tandemque  terminos  ulteriores  tamquam  mem- 
bra seriei  recurrentis  per  legem  sequentem  determinari : 

Sm  —A 

8"+' = ASm  — BSm~t  — AA—B 

—BSm+CSn~'  = Ai-2BA-\-C 
etc. 

Facile  quidem  hinc  colligitur  Sm+1  esse  = aa-\-bb-\-ccA~  . . . B sive  sum- 
mam quadratorum  cum  summa  omnium  productorum  e binis  diversis  quantitatum 
a,  b,  c,  d . . sed  quo  clarius  pcrspiciatur,  quonam  modo  termini  sequentes  ex 
elementis  a,  b,  c,  d . . . formentur,  observamus  ^ esse  productum  e seriebus 

l-|-ajr-f-naj:0r-f-a,j^-)-  etc. 

1— }—  bbxx  -J-  6’.rs-(-  etc 
1 c x — (-  ccxx  — f-  c*  x?  — }—  etc. 

1— f-rf-r— — J— f—  etc. 
etc. 

Hoc  vero  productum  est  = Ea>'6,*cv. . . ubi  exponentibus  X.p.v... 

omnes  valores  integri  a 0 usque  in  infin.  tribuendi  omnibusque  quibus  fieri  potest 
modis  combinandi  sunt.  Quocirca  ut  in  serie,  in  quam  4 evolvitur,  eius  ter- 
mini. qui  continet  coffficientcm  obtineamus,  numerum  n+1  — m omni- 

bus quibus  fieri  potest  modis  in  « partes  integras  X-f-p+v-f-..  (inter  quas  etiam 
pars  0 admittitur)  discerpere  oportet,  omnibus  quoque  permutationibus  harum 
partium  permissis;  atque  tunc  singula  producta  0*  6** c" , . . in  summam  colligere, 
quae  erit  cogfficiens  quaesitus , simulquc  = Sn.  Levi  attentione  adhibita  pate- 
bit, huic  regulae  prorsus  aequivalere  sequentem ; Ex  nt  quantitatibus  a,b,c,d... 
omnes  combinationes  n — (—  I — <n  elementorum  colligendae,  admissis  repetitioni- 
bus, et  singulae  tamquam  producta  considerandae,  quorum  aggregatum  erit  — S". 
Quare  erit  ut  supra  S"**"1  summa  omnium  productorum  e binis  quantitatum 
a.  b,  c,  d . . . tum  diversis  tum  identicis;  S”***  summa  omnium  productorum  e 
ternis  diversis  seu  identicis  etc. 

Nihil  iam  superest,  nisi  ut  summam  progressionis  nostrae  pro  valoribus  ne- 
gativis ipsius  n definire  doceamus.  Ad  quem  finem  partem  primam  summae  8~n, 
I,uta  ««b  hanc  formam  ponemus 
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4-  ■ 

— abcd . 


m-^-n—2 


ubi  signum  superius  vel  inferius  adoptandum  est,  prout  m impar  est  vel  par,  si- 
milisque  transformatio  etiam  ad  partes  reliquas  applicari  poterit.  Quamobrem  si 
per  characterem  T designetur  expressio,  quae  perinde  ex  y,  7,  j ■ • oritur, 
ut  S ex  a,  b.  c,  d...,  manifesto  fiet  = — . Hoc  itaque  modo  hic 

casus  ad  praecedentem  reductus  est,  fitque 


8-*=  + 


7 + I+7  + 7 + - 


abcd. . . 


S-s  aequalis  producto  ex  Hh  rjrj — in  summam  omnium  productorum  e binis 
quantitatum  j . ^ j . . . diversis  aut  identicis  etc. 


2. 

Applicabimus  disquisitionem  praecedentem  ad  eum  casum,  ubi  quantitati- 
bus a,  b,  c,  d valores  imaginarii  tribuuntur:  hac  ratione  ad  quasdam  insignes  re- 
lationes perfacile  perveniemus , quae  alia  methodo  tractatae  maiores  difficultates 
obiicerent.  Sit  E basis  logarithmorum  naturalium,  i quantitas  imaginaria  — t; 
consideremus  loco  quantitatum  realium  a,  b,  c...  imaginarias  E‘a,  E *,  E‘c,  E'd... 
et  E~ **,  E~'b.  E-**,  E~'d .. .,  statuamusque 

E*“ 

(£<•  — £*)(£ *—£**)[£*•  — £*)  . . . 

, _ 

“T  (£«  _ £ u.)  (£*•_£*)(£»_:  £ . . . 

E*** 

+ {E*~-S*){E*-  £^j(£u-£k) . . . + etc-  = 8 , atque 
E- “ 

(«-“  — E-*) — E-**):. . 



.»-*) .. . 

_i __  , B'mt l etc  — T” 
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Designando  itaque  multitudinem  quantitatum  a.  b,  c,  d . . . per  m.  erunt 
S#,  S\  8*.  . . 8m~*,  nec  non  T*,  T1,  T*  . . . Tm~'  omnes  = 0;  porro 

S"-'  s r"*1  = t ; Sm  summa  quantitatum  JS'“.  Eik,  £'*,  Eu ; «"+' 

summa  productorum  omnium  c binis  diversis  seu  identicis;  S"*+*  summa  pro- 
ductorum e ternis  etc.;  et  perinde  valores  summarum  Tm.  T",+1.  2”"+*  etc.  e 
quantitatibus  E~' ",  f?-'4,  25~,c,  E~'d . . . formandi  erunt. 

Iam  quum  constet,  esse  E**-{-E~' “ — 2 cos  a1,  E'x — 22~ ' “ — 2 i sin  x,  fa- 
cile perspicietur,  valorem  expressionis  1 [S*  + T"),  qui  pro  « = 0,  t,  2 ...m  — 2 
fit  = 0,  pro  n = m — 1 autem  = 1,  pro  n — m fieri 

= cosa-f-cost-j-cosc-f-cosd .... 

similiterque fieri  7'ln+1)  summam  cosinuum  omnium  angulorum,  qui  oriun- 

tur addendo  binos  ex  his  a,b,c,d..  diversos  seu  identicos ; | {S"*+,-|-  2’m+I)  summam 
cosinuum  omnium  angulorum,  qui  oriuntur  addendo  ex  iisdem  ternos  etc.  Perinde 

erit  — — s — = 0 pro  n = 0,  — I;  porro  ^=sino-f-sm6  + smc-)-sind-f-.. 

41  , A’"44’1 ... 

pro  n = m;  et  similiter  — ; ent  summa  sinuum  omnium  angulorum,  qui 

# **  t ^ Sm** T«4I 

oriuntur  addendo  ex  his  a,  b,  c,  d...  binos  diversos  seu  identicos;  . 

summa  sinuum  omnium  angulorum,  qui  oriuntur  ex  iisdem,  ternos  combinando  etc. 
Summarum  S ",  Tn  partes  nunc  propius  considerabimus.  Est 

— £»■(«+«) (£  1*(— ‘) _ E f'*—))  _ 2iEi{l‘+l)siaHa—b) 

perinde 

E*  — E*  = 2i£,i(‘+*Jsin f(o  — c)  etc. 

Quamobrem  in  8H  partis  primae  denominator  fit 

= (2 » )M“ 1 JS  * ,'(‘+c+‘t — + (m_  ’ ),)  sin  i (a  — 6)  sin  +(a  - e)  sin  f (a  - d) . . . 

statuendoque  a — {—  6 — J—  c —4—  rf  — f— . . . = * , haec  pars  ipsa 

(li)"**'  lia  t(a  — A)*in  j (a—  c)«n  }(a — d)..  . 

Simili  modo  habetur 

= — 2»£_*’T“+‘)sini(fl-A) 
unde  tandem  pars  prima  summae  T"  provenit 
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(2  sin  )(a  — 6) sin  J (a  — f)sin  j(a  — d). . . 


ubi  signum  superius  vel  inferius  valet,  prout  m impar  est  vel  par.  Quam  cum 
parte  prima  summae  Sn  addendo,  sive  ab  eadem  subtrahendo,  concludimus  fieri 
primo  pro  valore  impari  ipsius  m partem  primam  summae  j-  [Sn  -+-  Tn) 

co»((»+l— tw)n—  f) 

(H')""'»in  f(a  — 4)«inj  (a  — c)*in  } (a  — i). . . 


partem  primam  summae 


s*-r 

57 


sin  ((fi  + l — f m)a — |s)  _ 

(2  i )**“*  sin  | (a  — 6) «in  i {a  — e)  sin  f (a  — d ) 


secundo  pro  valore  pari  ipsius  m partem  primam  summae  1 T "j 

sin((n-H — s) 

2"*“*  i'**’  sin  J (a  — b)  sin  £ (a  — c)  sin  \ {a  — <i) . .. 

S"  — Tm 

partem  prunam  summae  — ^ — 

= — co»((w-H  — jm)g  — 4«) 

2**“' » ain } (o  — b)  «in  | (a  — c)  «n  f (a  — ) . . . 

t sm  — TH  • 

Manifesto  partes  sequentes  expressionum  |(S"+  Tn ),  — — primae  prorsus 
analogae  erunt,  atque  inde  per  solam  commutationem  characteris  a cum  b,c,d... 
orientur,  lam  designando  per  k angulum  arbitrarium  ponendoque  b+1  — |tn =X, 
adiumento  formularum 


co»  (\a-\-k)  = cost^-j-l®)008^0 — J*)  — sin  (£-}-}*)  sin  (X  a — 
sin  (X  a A)  = cos  (£+ + sl  sin  (Xa  — Js)  + sin  [k-\-  } s)  cos  (X  a — } s) 


haud  difficile  perveniemus  ad  Bummationem  serierum  sequentium 


ctx(Xfl  4-  k) 

sin  j (a — b)  sin  | (a — c)*in  | (a — d) . . . 

. cos  ().  b -k-  k) 

' «it»  | (A — «j*in  l (6— c)  *»n  [ {b  — d ) . . . 

. cot  (X 1 4-  k) 

' *in$(c — a) sin | (e — b)%u\\ic  — d).,  . 

_j cot(kd+k)  _____  , . _ r/k 

' a)tin$(«f— 6)«o  J (d — c)...  ' 

atque 
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sin  ().  a -f-  A) 

un  f (a  — 6)  «in  £ (a  — c)  sin  } (« — d) . . . 

i wnft.M-*) 

•”  «in ^ (6  — a)sin^(fr — rjsinf  (6— d)  . . . 

i nn(Ke  + k) 

' sin  | (c — a)  sin  | (r  — b)  sin  $ (c  — </).. . 
i «in (kd+k)  i . 

— «JninKd— 4)«inf(ii— c) . . . ' 

Casus  primus , si  m est  impar. 

In  hoc  casu  X debet  esse  non  numerus  integer  sed  fractione  ] affectus  sive 
numeri  imparis  semissis.  Ad  valores  negativos  ipsius  X non  opus  est  respicere, 
quum  habeatur  cos  ( — Xa-f-A)  = cos  (Xa — A)  atque  sin( — Xn+A)  — — sin(Xa — A), 
adeoque  summatio  pro  valore  negativo  e summatione  pro  opposito  positivo  per  so- 
lam mutationem  ipsius  A in  — A sponte  demanat:  haec  observatio  manifesto 
etiam  in  casu  sequenti  valebit.  Iam  patet  facile,  pro  n = 0,  1,  . . . m — 2,  sive 
pro  X = — — | m-f- 2,  . . , | m — t,  sive  ut  valores  negativos  omittamus, 
pro  X — f , f,  } . . . f m — 1 fieri  tum  77*  — 0,  tum  F*  = 0;  porra 

V **  = (2i)m— 1 cos(l*4-A),  F*"  = (2 1)"-1  sin  (|«4- A) 

= (2i)m— 1 j cos  {4  « — J— A:  — a)  ~ cos  A’— f-  6)  — cos  (+*-+-  A:  — j—  c) 

-t-cos(A*  + A-f-d)+  etc.j 

F,m+'  = (2i)m_1  |sin(fr+A-|-a)4-sin(^s-|-A-)-ft)-|-8in(ls4-A-|-c) 

+ sin  (I*+A+rf)-|-  etc.f 

jjim+2  vei  yim+7  aequalem  producto  ex  (2i)m~l  in  summam  cosinuum  vel  sinuum 

omnium  angulorum,  qui  oriuntur  addendo  fs+A  cum  binis  angulorum  a.b.c.d 

diversis  seu  identicis;  t/*’n+ 1 vel  F*"*3  aequalem  producto  ex  (Ji)"- 1 in 
summam  cosinuum  vel  sinuum  omnium  angulorum,  qui  oriuntur  addendo  I«-)-A 
cum  ternis  ex  iisdem  etc.  Ceterum  vix  opus  erit  admonere,  potestatem  quanti- 
tatis imaginariae  » cum  exponente  pariter  pari  fieri  = — |—  1 , cum  impariter 
pari  — — 1. 

Casus  secundus , si  m est  par. 

In  hoc  casu  X debet  esse  numerus  integer,  fitque  pro  X = 0, 1, 2. . . |m  — 1 
tum  17*  = 0,  tum  F*  = 0.  Porro  erit 
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U*m  = (**+*), 

V1”  «_t— •<— «eo«(*#+*); 

jjlm+i  __  jM  1 3 jgin  A'-f-a)+siu(fA  — J — A — J — 6}  — sin  (-J-x  -j-A-)-e) 

+ sin(^s-(-Ar-|-rf) -|-  etc.j 

FJm+l  = — 2m— li"— 1 |cos(|«  + A:4-fl)+c08(+*+*_hfr)-^cos(i,+  ^'+<:) 

4-cos(j-«4-Ar+rf)-(-  etc.j 

U*m+',  F*m+3  ctc.  aequalis  producto  ex  2m— 1 i”1-3  in  summam  sinuum  omnium 
angulorum,  qui  oriuntur  addendo  f *-(-Xr  cum  binis,  ternis  etc.  angulorum  a.b.c  — 
diversis  seu  identicis;  F‘"+1,  Ulm+1  etc.  aequalis  producto  ex  — S*"-’ »"-1 
in  summam  cosinuum  omnium  angulorum,  qui  oriuntur  addendo  i a 4- A*  cum 
binis , ternis  etc.  eorundem  angulorum. 


3. 

Sit  X functio  indeterminatae  x huius  formae 

a-)-dx+7't?*4~^J;S+  etc. 

qttae  non  excurrat  in  infinitum,  sed  abrumpatur,  neque  ultra  terminum,  qui  con- 
tinet j"-1  egrediatur,  ita  ut  multitudo  coefficientium  non  sit  maior  quam  m. 
Tunc  si  pro  m valoribus  diversis  ipsius  x,  puta  a.  b,  c,  d...  valores  correspon- 
dentcs  ipsius  X sunt  cogniti,  puta  = A,  B.  C,  D...  ex  his  valor  ipsius  X va- 
lori  alicui  alii  ipsius  x respondens  sequenti  modo  concinne  eruetur.  Sit  t va- 
lor novus  ipsius  x,  atque  T valor  respondens  ipsius  X,  ita  ut  sequentes  m -f- 1 
aequationes  lorum  habeant 

A = a-f- fia+ya  a • • • 

B = et  — fJ  fc  — |—  y 6 ft  — ^ fr’  + . . . 

D = + . ... 

etc. 

T=  a+6f+  y«  + ^<s+  • • • 
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Multiplicentur  hae  aequationes  resp.  per 

i 

(•-4)(d-d)(«-<). 

1 

...(•-0 

(6— «)(*  — e)(A— rf) . 

i 

...(4-<) 

(e— «)(*— *)(<?— d). 

t .* 

...(c-0 

(d-d)(rf-4)(d-«r).. 

etc. 

i 

((_a)(<-4)(<-«).... 

prodeatque  inde  per  productorum  additionem 

A 

(a  — 4)  (a  — c)  (d  — d)  . 

■ •(■— 0 

1 B 

' (4— d)(4— c){4 — d)  . . 

.(4-0 

N 

» (e  — a)  (e— 6)(c  — 4). 

0 

i n 

1 (d-a)(d~b)(d-r)  . 

etc. 

■ •(«*— 0 

1 T 

1 (i — d)(/ — 4)(r — c)(t- 

-d)... 

Tunc  ex  art.  I,  ubi  m idem  denotabat,  quod  hic  nobis  est  nt-f-1 , facile  conclu- 
detur, fieri  H'"=0;  quamobrem  multiplicando  per  (f — a) (f — b)(l — c).,.  prodit 


C«— »)  («— c)t«— J)  - • 

' («_4)(a-r)(«-<l).. 

■ (<— «)(<— cH<— <*)■ . 

I (<—)(<-4)  «-<).. 

(«— “)  (<•— *)(«— d)  ■ . 
, (<-d)(t-4)((-c).. 

-4-  etc. 


A 

B 

C 

D 


4. 

Formula  in  art.  praec.  inventa,  ita  comparata  est,  ut  sponte  sine  omni  cal- 
culo pateat,  si  pro  t quantitatum  a,b,e,d..  aliqua  in  illa  substituatur,  valorem 
respondentem  A,  B,  C,  D . . inde  prodire.  Neque  hoc  solo  respectu  sese  commen- 
dat : certo  enim  ad  usum  practicum  longe  commodissima  est,  saltem  quoties  uni- 

35 
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cus  tantum  valor  ipsius  X e valoribus  datis  computandus  est.  Quando  plures 
sunt  eruendi,  transformatio  sequens  formulae  nostrae  nonnunquam  praeferri 
poterit 

T=A+(t-a){+i+£i) 

+ (<  a)  [t  + (i_0)(s_,)+  («—«)(«— 4)) 

+ (/  a){t  b)  (f  c) ((a_4)(a_e)(a_jj  + (4_a)(4_c)(t— rf) 


etc. 


j £ i a \ 

r (e  — .)  (<•  - i)(f-  J)  ‘ (<f—  a)(rf — ij  (</—  c)  f 


(quae  ex  formula  art.  3 facillime  derivatur,  si  in  hac  multitudo  quantitatum 
a,  b,  c,  d . . . ab  una  a ad  duas  a,  b,  inde  ad  tres  a,  b,  c etc.  successive  increscere 
concipitur  et  quisque  valor  ipsius  T hoc  modo  oriens  a sequenti  subtrahitur). 
Ponantur  coPfficicntes 

+ (,—»)(«_«)+  (*_«)(»_»)  + (C_a)(e_4)etc-  = A<  A etc. 

porro  designetur  per  B',  B"  etc.  id,  quod  fit  ex  A',  A"  etc.  si  pro  a,  b,  e... 
rcsp.  scribitur  b.  c,  d...  atque  pro  A,  B,  C...  resp.  B,  C,  D...;  similiter  de- 
signetur per  C,  C etc.  id  quod  fit  ex  A',  A" etc.,  si  pro  a,b,c...  resp. -substi- 
tuitur c.d, «...  et  pro  A,B,C...  resp.  C,D,E...  et  sic  porro.  Tunc  habebimus 


i'  -A  — B 

A = T-T* 

/V  ^ — & 

C—ii 

4"  — A—S' 

cn  = c~  D 

a — c 9 

c — « 

.m A"-B" 

Jj'"  — BT—C" 

C — D' 

L - 

a — d 9 

t-*  • 

etc. 

atque 

T=  A+A'(t—  a)  + A*(t— «){/— b)+Am[t— a)(t-b){t— c)+  . . 

Multitudo  quantitatum  A'.  B',  C'etc.  hic  computandarum  erit  m — t,  multitudo 
quantitatum  A ",  B",  C"  etc.  erit  m — 2 et  sic  porro. 


5. 

Sequens  quoque  mutatio  formulae  art.  3 non  sine  fructu  in  usum  vocari 
poterit.  Sit  X functio  integra  arbitraria  indeterminatae  x,  neque  tamen  alterioris 
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quam  m — l11  ordinis;  atque  21,  39.  5,  2) 2 eius  valores  pro  x = a,  b,  c,  d. . . t 

resp.  Tunc  per  art.  1 erit 


(a  — 4)(e  — «)(«  — d). 
_1_  _ ® _ 

• •(«-*) 

l (4  — a)(4-e)(4  — d).  , 

. _ e 

..(4-1) 

1 (c— a)(r  — 4)(c— J)., 
, » 

,.(e-<) 

1 (<J-a)(d~4)(d-e).. 
+ etc. 

4-  1 

.(J-0 

(/-  a)(<  -4)  (!-*)(<- i)... 


Hinc  facile  deducitur 

r = St 

(t-4)«  -»)(«-<)., 
(a  — 6)  ( a — e)  (<i  — <f) . , 

■ 

-r  (*_«)(*_,)  (i-i).. 

(<-a)  (1-4)  (t-d).. 
' (r  — a)(c  — *>(«■  — d).  . 
■ (<-a);<-4)(1-t).. 
"«"(rf-fl)  (</-*)(<*-«).. 

+ etc. 


(A-Z) 
(B — ®) 
(C — 6) 
{D  — ®) 


Quodsi  functio  S ita  eligitur,  ut  valores  functionis  X hi  A.  B,  C,  D . . . prope 
per  illam  repraesententur,  hoc  lucramur,  ut  coGfficientes  etc. 

per  quantitates  parvas  multiplicandi  sint.  Potest  etiam  pro  X quantitas  constans 
assumi,  e.  g.  una  ex  his  A,  B,  C,  D in  quo  casu  pars  una  e valore  ipsius 
T excidet.  Aut  ita  determinari  potest  3E,  ut  duae  pluresve  harum  quantitatum 
per  l repraesententur,  in  quo  casu  totidem  partes  ex  T excident. 


6. 

Quae  praecedunt,  suppositioni  innituntur,  functionem  X ultra  potestatem 
xm— ' non  egredi,  sive  differentiam  m1*™  una  cum  superioribus  evanescere,  in 
quo  casu  methodus  interpolationis  rigorose  vera  est.  Si  vero  illa  suppositio  locum 
non  habet , interpolatio  eo  tantummodo  tendit , ut  loco  functionis  X functio  si tri- 
plicissima eruatur , per  quam  valoribus  propositis  A,  B,  C,  D ...  satisfiat,  lam 
ut  errorem , qui  a neglectis  differentiis  superioribus  nascitur,  diiudicare  possimus, 

35* 
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sint  termini  in  X post  potestatem  jd"~'  hi  nxm-j-'jxm+1  + etc.  Erit  itaque  in  art.  3 
non  1T=0,  sed  ut  ex  art.  1 sequitur,  W=  p+v(a+4+c-)-(i-h--'+fl  + etc- 
Hinc  valori  ipsius  T illic  tradito  adhuc  adiici  debet 

(t—a)(t—b)(t—c)(t — d) . ..  X |(i+v(a+6+c-|-rf-t-...-H)+  etc.) 

7. 

Casus  in  praxi  maxime  frequens  est,  ubi  a,  b,  c,  d . . . progressionem  arith- 
meticam constituunt.  Ponendo  intervallum  =1,  ita  ut  sit  b = a-f-l,  c = a-\~  i 
etc. , formula  art.  4 fit 

T — A 

+ (*—«)(*—*) 

+(,_!)(, _2)(£=*5±4) 

-H<—  i)(«—  a)(t— 3)(J~*e+*J~,<) 

+ etc. 

sive 

T = A + A'[t -l)-f  A’(t- l)(r—  2}  + (f-  2) (t- 3)  -I-  . . 

ubi  A',  A",  A'"  etc.  computantur  per  algorithmum  sequentem 

A' — B — A,  B' = C—B.  C'  = D—C  etc. 

2 A’=B'—A,  1B"=  C' — B\  2 C"  = D—  C etc. 

ZAm=B"—A",  32?”=  C’ — B",  3 C”=  D"—  (T  etc. 

etc. , quae  formula  cum.  vulgata  interpolationis  formula  per  differentias  omnino 
convenit. 

8. 

•Si  pro  satis  multis  valoribus  ipsius  x in  serie  arithmetica  progredientibus 
a,  n-f-l,  a-f-2  . . . valores  respondentes  functionis  X cogniti  sunt,  ut  seriem  m 
valorum  successivorum  ipsius  x ad  lubitura  eligere  liceat  ad  computum  ipsius  T: 
quaestio  oritur,  quosnam  valores  ad  hunc  finem  praeferre  maxime  praestet,  siqui- 
dem plures  quam  m adhibere  sive  ultra  differentiam  m — I*""  egredi  nolimus? 
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Manifesto  hoc  ita  est  decidendum,  ut  error  a differentia  mu  ordinis  oriundus  fiat 
quam  minimus;  hic  vero  error  fit 

= (t-a){t-a-\)(t-a-2) .... 

\ 

si  adhibentur  termini  ad  x = a,  a + 1,  a+2,...a+m — 1 pertinentes,  vel 

— (f_a_i)(t_a— 2)(<— a — 3)....  (<— a — m)t-v  A- - 

si  adhibentur  termini  ad  x = a+1,  a+  2,  a+3, . . . a + m pertinentes,  vel 

= (»  — a + l){<— a)(f  — a — 1)  • • • (f  — a — m + 2)r;--A;  - 

si  adhibentur  termini  ad  x = a — l,a,  a+l,...a+M — 2 pertinentes,  designando 
per  A differentiam  ordinis  m'\  quae  siquidem  ad  differentias  superiorum  ordinum 
non  respicitur,  hic  tamquam  constans  considerari  potest  Quodsi  igitur  m termini 
ad  x — a,  a+1,  a + 2, . . . a + r» — '1  pertinentes  maxime  idonei  sunt,  ex  illis 
tribus  expressionibus  prima  debet  esse  minima  adeoque  sine  respectu  signi  t — a< 
vel  saltem  non  >( — a — m,  necnon  t — a+l>  vel  saltem  non  — a — w-f-l. 
Ex  conditione  priore  facile  deducitur,  t — a — m esse  debere  quantitatem  negati- 
vam inter  — } m et  — oo  sitam,  unde  t — o iaccbit  inter  + Jm  et  — oo;  ex 
conditione  posteriore  autem  erit  t — a + 1 quantitas  positiva  atque  inter  f m et 
+ oo  sita;  quare  t — a iacebit  inter  fm — I et  ±m.  Hinc  sequitur,  si  m fue- 
rit numerus  par.  valores  ad  interpolationem  adhibendos  ita  eligendos  esse,  ut 
prior  semis8is  ab  una  parte,  posterior  ab  altera  termini  quaesiti  iaceant;  si  autem 
m fuerit  impar,  termini  ii  sunt  eligendi,  quorum  medius  quaesito  iaceat  quam 
proximus.  Quoties  in  hoc  casu  f est  exacte  medius  inter  duos  valores  consecu- 
tivos  ipsius  x,  respectu  erroris  a neglecta  differentia  mu  ordinis  generaliter  lo- 
quendo nihil  intererit,  Bive  terminus  quaesito  praecedens  sive  sequens  pro  medio 
adhibendorum  adoptetur. 


9. 

Exempla.  I.  Invenire  oporteat  log.  sin24°30',  si  logarithmi  sinuum  per  sin- 
gulos gradus  habentur , ita  ut  differentiae  quartae  et  superiores  negligantur.  In 
hoc  itaque  casu  secundum  praecepta  art.  praec.  adhibebimus  logarithmos  sinuum 
arcuum  23°,  24°,  25°,  26°,  quibus  per  A,  B,  C,  D designatis  provenit  per  for- 
mulam art.  3 logarithmus  quaesitus 
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— — C — A^ 

colus  valor  numericus  ex 

A = 9,5918780 
B = 9,0093133  • 

C = 9,6259483 
D=  9.6418420 

eruitur  9,6177271.5;  tabulae  dant  9,6177270. 

Quodsi  hic  loco  log.  sin  23°,  logarithmum  sin  27°=  £ = 9,6570468  ad- 
hibuissemus. formula 

+ AB+1I C — A®+  A-E 

dedisset  9,6177267.375. 

Formula  art.  praec.  pro  hoc  casu  dat  errorem  ex  neglecta  differentia  quarta 
A oriundum  = , A , si  A,  B,  C , D,  contra  = — , } s A , si  B,  C,  D,  E ad- 
hibentur; qui  error  valori  calculato  adiiciendus  est.  In  exemplo  nostro  habetur 
A — — 0,0000066;  correctio  hinc  calculata  utrumque  coraputum  cum  tabulis 
conciliat 

II.  Sit  tempus  novilunii  16  Junii  1806  e longitudinibus  solis  et  lunae  pro 
singulis  diebus  computandum,  iia  ut  differentiarum  usque  ad  quartam  incl.  ratio 
habeatur.  Habentur  in  ephemeridibus  Parisiensibus  pro  meridie  vero  loci  se- 
quentes 


1806  Junii  1 4 

longit.  «olis 

82°  39'  12' 

longit.  lunae 

53*  19' 15’ 

15 

83  36  30 

67  29  4 3 

16 

84  33  48 

81  59  52 

17 

85  31  7 

96  44  9 

18 

86  28  24 

1 1 1 35  30 

Sunt  hic  valores  dati  ipsius  x differentiae  inter  longitudinem  solis  et  lunae,  va- 
lores  respondentes  ipsius  X tempora,  quae  inde  a meridie  16  Junii  numerabun- 
tur; quaeriturquc  vulor  ipsius  X valori  x — 0 respondens.  Fit  igitur 
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= —29° 

1 9'57" 

= 

105596” 

A = — 2 

= — 16 

6 47 

= 

5S007 

B — — 1 

= — 2 

33  56 

= 

9236 

C=  0 

= + n 

13  2 

= + 

40382 

D = +l 

t/) 

+ 

II 

7 6 

= + 

90426 

E=  +2 

t = 0 


Hinc  computatur 


(t-b)H  c)  (l  — d)  (t  .) 
(o  — i)  (o  — e)  (a  — d)  (a  — .) 


+ 0,0149084 


(«-.)(«-<)  («-rflft-,)  _ 

(<-,)«- i)  _ 

(c — a)  (e  — 6)(c  — d){t— #) 

«_,)«_»)«  _,)  (<_,)  _ 

(d-«)(rf-4)(rf-r)(rf-,;  ^ 

(<-«)  (<->)(<-«•)  (<-J)  _ 
(•—«+  — 4)  (»—  c)  («■  — rf) 


— 0.1 050660 
+ 0,9624567 
+ 0,1434435 

— 0,0157429 


His  coCfficientibus  *)  per  — 2,  — 1,  0,  1,  2 resp.  multiplicatis,  productorum  summa 
fit  =+0,1872069;  quare  novilunium  erit  16  Junii,  4h29'34"7  temp.  ver. 
Paris,  sive  4h‘29'4t"4  temp.  med. ; Connaissance  des  tems  habet  4h27'42". 


10. 

Sit  X functio  arcus  indeterminati  x huius  formae 

a + acosx+cfcos  2x+a'”cos  3x+  etc. 

+ i>'sinx+l>"sin2x+fi'”siu3x+  etc. 

quae  non  excurrat  in  infinitum,  sed  cum  cos  mx  et  sinmx  abrumpatur,  ita 
ut  multitudo  codfiicienlium  (incognitorum)  sit  2«+l.  Pro  totidem  valoribus  di- 
versis ipsius  x,  puta  a,  b,  c.  d etc.  dati  sint  valores  respondentes  functionis  X, 
puta  A,  B , C,  D . . . (Ceterum  valores  ipsius  x,  quorum  differentia  est  periphe- 
ria  integra  sive  eius  multiplum,  manifesto  hic  pro  diversis  haberi  nequeunt).  Ex 
his  datis  quaeritur  formula  pro  valore  T,  quem  functio  X pro  quocunque  alio 
valore  ipsius  x,  puta  t nanciscitur.  Habentur  itaque  2m+2  aequationes 

*)  Confirmationi  calculi  inservit  observatio  ex  ari.  i uno  negotio  derivanda,  summam  harum  ooefficien* 
tium  osse  debere  — t. 
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A = o+a'co8a  + a"cos2a  + a"'cos3a+  etc. 

4-6'sina-|-f>''sin2a-|-f>"'sin3a4-  etc. 
B = a+a'co8  64"a"cos  2 6+a”'cos3i-|-  etc. 
-j- fi ' sin  6 -)- 6 "sin  2 A -(-fi"  sin  3 6 -f-  etc. 

C = a-f-  a' cos  c + a' cos  2 c 4- a'”  cos  3 e -f-  etc. 

-j-6'sinc  + 6"sin2c  + 6'"8in3c+  etc. 
D = a -f-a'cosrf+a'cos 2rf-f-a”cos 3rf-j-  etc. 
-j-6'sinrf-|-6"8in2d-|-tj'"8in3(/-}-  etc. 
etc. 

T = a + a'cos  t-(-a"cos2 f+a”C08  3 f + etc. 

+ 6’ sin /+ 6”sin  2t-f-8'"sin  3t-f-  etc. 
Multiplicando  has  aequationes  resp.  per 


•in  | (a  — 6}  «in  4 (a — e)  «in 4 {a  — rf) . . 

1 

. . sin  4 (« — ( ) 

tin|  (4— a) «in  4 (5  — e)sin  f (6—  d) . . 

1 

. . sin  J (6  — #) 

«in  4(c — a)  sin  J (e — &)«in  | («—  t/). . 

1 

. . un|  (c — 1) 

•in  | (<f — a) sin  | (ti — 4) «in 4 (d — c). . . 

etc.  % 

1 

. .*in|  (d — t ) 

sin  4 (i — a)  «in  4 (t  — - b)  sin  4 (f  — c)  sin 
cte  prodeat 

A 

K<-d|... 

sin  4 (a  — 4)  sin  4 {a  — c)  «in  4(0  — d) .. 

1 - B 

. .sin  4(0  — f) 

1 sin  | (6 — a)  sin  4 (6  — c}sin  j (b  — J)  . . 

, C 

. . sin  | (4 — t) 

1 «in4(c — a)  «in  4 (0  — b)  sin  4 (c  — rf).. 

1 0 

. . «in  | (e  — t ) 

* sin  4 (d  — a)  sin  4 [d — b)  sin  4 (d  — e)  . . 

4~  etc. 

_!_ T 

. . sin  4 (ii — i) 

= W 
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Tunc  ex  art.  2,  ubi  m idem  erat,  quod  hic  est  adeoque  casus  se- 

cundus locum  habet,  lit  W = 0;  quamobrem  multiplicando  per 

sin  — a)sin^(t — ft)sin  J(f  — c)sin4-(t — d)  . . . 

prodit 

rp — c)sinf(<  — d)....  . 

«ii»  ) (a  — b)  sin  | ( a — cjsinf  (a  — «T) .... 

■ «n  | ( t — n)win  » (t  — c)  tin  |(<  — d). . . . 

' *in  | — a)  sin  J {6 — e)iin  { (6 — d). . . . 

. tin  j (<  — fl)»inf  d) g 

‘ sin  ) (r  — a}  sin  J (<•  — b)  sin  $ (e — d) ... . 

• 

. *m  | (I — a)  sin  J (t  — i)  sin  } (t  — c) . . . . jy 
' sin  f (d  — «jsin  1 1 d — 6}sin  | (d—  c)  . • . . 

etc. 

Quum  haec  formula  indefinite  pro  valore  quocunque  ipsius  t locum  habeat , ma- 
nifestum est,  si  producta  sinuum  in  numeratoribus  iu  cosinus  sinusque  arcuum 
multiplicium  evolvantur,  id  quod  provenit  cum 

a+of  cos* -|- a”  cos  2*4-0”  cos  3 *-}-  etc. 

-J-  6'sin*-|-  6"sin  2 *-(-  fi^sin  3 *-j-  etc. 

identiam  esse  debere,  unde  coSfficientes  a,  a’,  6',  a,  6"  etc.  innotescent.  Cete- 
rum formula  pro  T , ut  hic  exhibita  est,  ita  est  comparata,  ut  sponte  et  sine  cal- 
culo pateat , substitutis  pro  < resp.  a,  b,  e,  d etc.  valoribus  propositis  A,  B,  C,  D 
etc.  probe  satisfieri. 


1 1. 

Si  multitudo  valorum  datorum  A,  B,  C,  D etc.  unitate  minor  esset,  quam 
supposuimus,  puta  = 2m,  lii  non  sufficient  ad  determinationem  2m-f-t  cogf- 
ficientium  incognitorum,  nisi  inter  eos  relatio  aliqua  cognita  fuerit.  In  boc  ita- 
que casu  expressio  generalis  pro  T aliter  exhiberi  nequit , nisi  ita , ut  constan- 
tem incognitam  implicet.  Ratiocinia  art.  praec.  hic  adhiberi  non  possunt,  quo- 
niam summatio  W — 0,  ex  art.  2 petita,  suppositioni  innixa  est,  multitudinem 
quantitatum  A,  B ..  . T esse  parem.  Formula  quidem  in  art.  praec.  pro  T in- 
venta valoribus  A.  B etc.  generaliter  satisfacit,  sive  horum  multitudo  par  sit 
sive  impur:  sed  levi  attentione  perspicitur,  ex  evolutione  productorum  e sinubus 
prodire,  in  nostro  casu,  expressionem  propositae  non  similem,  sed  huius  formae 

36 
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3cos4/-)-2('cos  cos  J / + etc. 

-4-$lsin4t-4-®'sin|  /-f-STsinf f+  etc. 

Quamobrem  pro  hoc  casu  viam  aliam  ingredi  oportebit. 

Multiplicetur  X per  cos^x+A),  proditque,  si  termini  ultimi  in  X sta- 
tuuntur am  cos  m x -j-  6™  sin  »n  x 

acos(jx-)-A)+|a'cos(f  x-{-A)-|- J a"cos(f  x-4-A)-f-  ....  * 

-4-  4 am  cos  ( (w  + i)  x 4-  k) 

a'cos(fx — A)+4-a"cos(4x— ‘AJ-f-lofcosOM — A)~H  ■••• 

4 am  cos  ((» — 4)  x — A) 

-\-  46'sin(fx-(-Ar)-4-46"sin{fa:-4-A:)-4- 

-4-  i 6™  sin  ((m  + J}x-f-  A) 

+ 4 6 'sin (4* — A)+  i6"sin(fx — A)-)~4l>''sin(4x — A) -4- . ... 

-}-  } f)"  sin  ((«  — 4)x — A) 

Iam  si  in  hac  expressione  pro  x successive  substituitur  a,  b,  c,  d ....t , quod 
inde  provenit  resp.  per 

t 


•in  4 («  — b)  «in  J (a  — c)  sin  | (a  — d) . 

1 

■in  | (b  — a)  sin  4 (6  — e)  sin  f ib  — d) . 

1 

...  sin  | (6—  t) 

■in  | (c  — a)  sin  4 {c  — b)  nin  J (e  — d) , 
1 

. ..  sin  4 (•  — t) 

■in  f (d—  a)  «in  4 (d  — 6)  sin  ) ( d — e) . 

...  «inHrf—  t) 

etc. 

i 

*in  4 {<  — a)  «in  4 (1  — A)  »in  4 (<  — r)  «in  | (t  — d) . . . . 

multiplicator,  productorumque  aggregatum  — IV  ponitur:  ex  iis,  quae  in  art.  2. 
(in  casu  priori,  ubi  m idem  erat,  quod  hic  est  tradidimus,  facile  sequi- 

tur. haberi 

W — 4(2»)*"amcos(4;a+6-(-c-|-ri-|-  . . . +/}  + *) 

-4-  4(2«)*"g"sin(4((i  + 6-4-c-4-d-4- . . . -4 -<)  + *) 

Ex  altera  vero  parte  erit 
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A cos(4  A) 

_4_ 

•in  4(0 — A)  «in  4 (a  — r) sin  | (a  — J)., 
J9co«(4  A-+-  k) 

. * . «ia  4 {•  — 4 ) 

i 

4- 

«in  K* — a)  aia  4(4  — e) »in 4 (4  — d) . . 

Cco«f4r  + *) 

. . tin  4(4 — l) 

i 

-4- 

«inl(r  — a)»in  J(c— A)  *:n  4 (c — J)  . , 
D co*  (|  r/ -f  k) 

»in*{e  — *) 

co*  r|  a i-  a; 

«in  J(d— a)iinl (ii— 4)  «in  4 (4  — e) ....  nn  t(<— t) 
+ etc. 


tcotii  t + k) 

— a)  sin  ! ((  — 4)sin  |((-()iinj(I- d) . . . . 


Quodsi  iam  quantitatem  k,  quae  prorsus  arbitraria  est,  = — ^ t ponimus, 
summam  autem  «4-6  + c+ii+ .. . = s (exclusa  t),  prodit,  multiplicando  per 
sin  | [t — o)  sin  } ( t — b)  sin  | (t — e}  sin  J-  '* — d) 


«in  } (<—- 6)  «in|(< — e)  «in  K<  — d ) .« . 
«in  f (a — A)  sin  J (a  — e)  sin  | (o  — d) . . . 

. sin  4 {<  — a)  «in  } (f — e)  «in  | (I  — <*)♦»  « 

' sin  | (A — a)*in  |(A — tf)«in  J ( 6 — d).  .♦ 

. «in  f (<  — a)  «in  \ (#  — A)  sin  4(1  — d) . . . . 
' sin  4(c — a)  sin | (e — A) «in  4 {e  — d) . . . , 
■ sin  ^ (i  — o)  «in  I (<  — &)  *»n  | (*  — e) . 

’ «in — «)*in  A)«in  J {d  — e) . . . 


/1  cos  f (/ — a) 
iicos  |(r—  b) 
Ceos  ^ (t — c) 
Z)co8  { (t — rf) 


■f*  etc. 


-+-  2**— (/ — o)sin|  (/ — fc)sin$(f — c)sin^(f — d) . . . 
X |amcos^»+6",sin 


Circa  hanc  formulam  quasdam  adhuc  annotationes  adiicimus 


I.  Est  »,m  — +•,  vel  — I,  prout  m par  est  vel  impar. 

II.  Quum  formula  indefinite  pro  quovis  valore  ipsius  t valeat , necessario, 
evolutis  sinuum  productis  in  sinus  et  cosinus  arcuum  multiplicium , cum  formula 
pro  X.  si  pro  x scribitur  t,  identica  erit,  i.  e.  cum 

a-f-ff,cosf+ot”co*2,+  etc. 
fi’sin  (5"sin  2 <-f-  etc. 

III.  Determinantur  itaque  omnes  coSfficientes  a,  a,  6',  a",  6'  etc.  per  quan- 
titates cognitas,  atque  unicam  incognitam  a^cos  fi^sinfs,  quamobrem,  si 
qua  inter  illos  relatio  insuper  datur,  omnes  ex  asse  facile  poterunt  assignari. 

' 36* 
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IV.  Quodsi  autem  tantummodo  expressio  eiusdem  formae  ut 

a-f-acosf-f-ofcosS/-}"  etc. 

-|-6'sinf-{-6"sin2f-(-  etc. 

quaeritur  (sive  cum  hac  identica  sit,  sive  non),  per  quam  valores  propositi 
A.  B.C.D  etc.  repraesententur,  si  pro  t resp.  a.b.c.d  e tc.  substituitur:  quantitas 
am cos  $ s-f-  6”sin  j s ex  incognita  arbitraria  evadit,  quam  si  placet  etiam  = 0 
statuere  licebit;  reveraque  formula  nostra  pro  T ita  comparata  est,  ut  absque 
calculo  sponte  pateat , bacce  eam  proprietate  praeditam  esse. 


12. 

Operae  pretium  erit,  transformationem  ei  analogam  , quam  in  art.  4 expli- 
cavimus. etiam  ad  formulas  art.  10  et  art.  praec.,  si  ibi  amcos}  s-f-6”sin|*  = 0 
ponitur,  applicare,  quo  pacto  hos  duos  casus  diversos  sub  formula  unica  compre- 
hendere licebit.  Crescat  itaque  multitudo  quantitatum  a,  b,  c,  d . . . successive 
ab  una  a , ad  duas  a,  b,  deinde  ad  tres  a,  b,  c etc. : evolvatur  alternis  vicibus 
per  artt.  1 0 et  II  valor,  quem  t pro  singulis  his  suppositionibus  nanciscitur,  tan- 
dem quisque  valor  a proxime  sequente  subtrahatur,  sequenti  modo: 

A 

a ™ i (<  — i + 

■»>(<  — ♦)  »inj(t— <•)  ■ m\[f  — a)«jnj(<—  «)  g , bb|(1--«)  «in  t(/  — 4)  ,, 

liD)(l  i)lin|l>’  >)  * un  1 (4  — o)  | (6  — r)  lin  | (t  — a)  »in  J(r  — i) 

etc. 


Hic  differentia  inter  valorem  primum  et  secundum  fit 

= sinjff — a) cos  1 (I — b)  -f-  ■ ,5 — ,1 

Differentia  inter  valorem  secundum  et  tertium 

_ Sin  J (t  a)  sin  J-  (<  — >>)  | «jnj (, _ 4)  ii* (■-«)  + 357 iiTH«:-«)iin}(c-4) f 

Quae  operatio  si  ultia  continuatur , facile  emergit  lex  generalis.  .Scilicet  sta- 
tuendo 
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A'  = 


+ 


B 


sin  i (a — 6)  * »in|<6 — a\ 

A coi»  f {«  — «) 


A"'  — 


i Bco*\(b  — e)  , C 

sin  | (a  — 6)rinf  (a  — c)  ‘ sin  J (6  — a)  sin  £ (b  — c)  • sin|(r  — a|sin  — b) 
A , B 


_ , 1 ; _ B B 5 

sin  J (a  — 6)  sin  | (a — f)*in^(a  -d)  1 sin  |(A  — «)sin  — e)sin  d) 

D 


+ , 


a|(c — a)sinj(« — A)«inf(r  d) 
A co«  | (a — .) 


fi- 
di 1 «in  1 fd — ii  1 sin  1 (d 


«in  J (d  — u)sin  f (d  A)  «in  | («d  — c> 


«inf  (a  — A)  sin  i (a  — rjsin  }(a  — d)  sin  i (a  «1 
B ros  i (6 — .) 


«in  } (6  — a)  cinf  (A  — r)  «in  |(6  — d)«in  b(b  — «) 
, Ceos  j (c  - «) 

' «int(c  — «)«int(c  A|«in|(r  — d)«in((c  — •) 


■ J?co«i(d  — .) 

' «in  J(d  — «)  «in  i (d  - A)  «in  t (d—  c)«in  f (d  — «) 

_i * 

' «in  j («  — a)  «in  |(«  — A)«in|(«—  c)«in  t(#  — d) 


etc.  fiet 


T — A 4- A'  sin4-(/ — a)co«+(f — b) 

4-  A"  sinf  (t — alsin  }-(< — 6) 

A” sin  J (I — a) sin 4 (t  — i) sin f (f — c)cos^(f — d) 

-f-  A^sin  J (f — a)  sin  f (d — b)  sinf(f — e)  sin  { {t — d) 

4- A’  sin  J (< — d)  sin  { (f — 6)  sin  |(f  — e)  sin  4(f — d)  sin  4-  (/ — e)  cos  i { t — f) 
4-  A”  sin  4 [t  — a)  sin  4 (f — b)  sin  4 It — c)sini(f  — d)  si  n 4 (f — e)  sin  4 (f — f) 
4-  etc. 


quae  progressio  cui  totidem  terminos  continuanda  est.  quot  valores  functionis  X 
dati  sunt. 

Coefficientes  A',  A".  A",  A""etc.  etiam  per  algorithmum  sequentem  com- 
putari possunt.  Designetur  per  B',  B ",  B ",  B""  etc.  id  quod  illi  resp.  fiunt,  si 

a.  A,  b,  B,  c,  C,  d,  D etc. 

resp.  mutantur  in 

b , B,  c,  C,  d,  D , e,  E etc. 

Porro  transeant 

A',  A”.  A".  A”  etc.  in  C',  C *,  C",  CT  etc.  vel  in  D,  JT,  D",  D”  etc.  etc. 


si 


Digitized  by  Google 


286 


NACHLA8S. 


res jj  mutantur  in 
vel  in 


Tunc  erit 


a. 

A, 

b. 

B. 

C. 

c. 

d. 

D 

etc. 

c» 

C, 

d. 

D, 

e. 

E, 

f ; 

F 

etc. 

d. 

D, 

e, 

E. 

f 

F. 

9 • 

G 

etc. 

etc. 


A'  = 


n' J — C 

»in4(4  — e)’ 


A~=m 
A""  — 


A—B 
■ini  (a — 6)  ’ 
yt'coiii(a  — i 
•“((«- 

■d“oo«t(a  — f)  + .4'«n4(a-~c)  — B 


A'co«||i- f)  — B' 

sin  | [a  — c)  1 


lin  ) ! a — d } 

A’”  eo*  4 (a — •)  — B " 
siu  1 (a  — e)  * 

A"“ eos  | (a  — •)  + A '*in } 'a  — «) — £“" 

A sin»  (a—/)  ’ 

A,eoH(a—  g)  — JF 

etc. 


rin  | (n  - g) 


C' 


C—D 


etc. 


tint(e  — d) 
n*»  i?'co*  | (b  — ct)—  C' 
11  — «fn4(4 — d) 


etc. 


jn«  __  B”co,t(t-</)  + jr>iBi(i~J)-C" 
sin  4 (4 — «) 

IT'  = etc. 

*in  |(4  — f) 

j?  J""coa4(4-/)  + J~.ili4(4-/)-C’~ 
«1*4(4 — g) 

b - = etc 

•in  t(a — A) 


Lex  formationis  hic  satis  obvia  est,  si  modo  observetur,  numeratores  in  valori- 
bus  pro  A",  AT,  AT,  A' , A"  etc.  (valor  pro  A'  ab  hac  regula  excipiendus  est) 
alternis  vicibus  e duabus  vel  tribus  partibus  constare. 


13. 

Theorema.  Si  X est  functio  arcus  x formae  ( F ) 

a 4- « cos  x 4- «"cos  2*  4- a1”  cos  3*4“  etc, 

-f-6'sinx-f-6"sin  2*4- 6“sin  3*+  etc. 

vel  huius  formae  (G) 

ycosfx4-/cos  Jx4-7*cos  Jx4“  etc. 

-t-8sin  fx4'^  s*nfx4-^”sin  !x4-  etc. 

positoque  x — a,  valor  functionis  X Jit  —0:  erit  X divisibilis  per  .unf  [x — a), 
quotiens  que  in  casu  priore  formae  G,  in  posteriore  formae  B. 

Demonstratio.  Casus  prior.  Si  in  functione  X pro  quavis  parte  cosnx 
substituitur  costi* — cosna,  pro  quavis  parte  sin  n * autem  sino* — sin  na. 
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denique  pro  a.  a — a sive  0,  manifestum  est,  partes  determinatas  hoc  modo  ad- 
iunctas , mutuo  se  tollere  adeoque  functionem  X hoc  modo  non  variari.  Singu- 
lae vero  partes  ipsius  X nunc  per  sin  j (x — a)  divisibiles  erunt,  puta 


eos  n x — cos  « a 
■in  4 (*—  a) 


— 2 sin  ((»  — |)  A'-}-  £ a) 

— 2sin((n^|).r-|-f  a) 

— 2 sin  ((n  — f ) jt  — f-  Ja) 

— etc. 


— 2 sin  ((**-+•(»— |)a) 

.««-jiB».  + 2 cog  « _ +)  + j 

mt|(x  — a)  1 ''  " 1 * ' 

+ 2 cos  ((n  — x -f  j a) 

-f-  2cos((«  — f)j? — fa) 

+ etc. 

+ 2cos(|jr4-(n— *)a) 

Uterque  cotffficiens  manifesto  ad  forjnam  G reduci  potest,  quamobrem  etiam  tota 
X per  sin|(jr — a)  divisibilis,  quotiensque  ad  formam  G reducibilis  est.  Q,  E.  D. 

Casus  posterior.  Si  in  functione  X pro  quavis  parte  cos  na?  (desig- 
nante inm  n non  ut  ante  integrum , sed  integri  imparis  semissem)  substituitur 
cosnx — cos  } (x — ai  cos  na,  pro  quavis  parte  sinnx  autem  sinnx — cos  f (a- — alsinnu. 
manifestum  est,  partes,  quae  hoc  modo  functioni  X accedunt,  mutuo  se  tollere, 
adeoque'  X non  variari.  Singulae  autem  partes  ipsius  X nunc  per  sini{.r — a) 
divisibiles  erunt , puta 

= _2sin((n-4)*+4a) 
un  | (jc  — a)  " *'  1 2 * 

— 2sin((n  — |)x+fa) 

— 28in  ((» — j)j-(-{o) 

— etc.  . 

— 2sin(x-|-(n — tja) 

— sinna 

— = +2cos((n-l)x+i«) 

-)-2cos((n—  !)*  + $«) 

-f-2cos  ((n — f)x-|-fa) 

+ etc. 

+ 2cos(x-(-(* — 1)«) 

-(-  cos  na 
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ut  per  multiplicationem  facile  confirmatur.  Uterque  quotiens  est  formae  F.  Quam- 
obreru  functio  tota  X per  sin ^ (x — a)  divisibilis,  quotiensque  ad  formam  F 
reducibilis  erit.  Q.  E.  D. 


14. 

Theorema.  Si /unctio  X formae  F vel  G pro  pluribus  caloribus  diversis  *) 
ipsius  x,  puta  a,  b.  c,  d etc.  jit  = 0,  per  productum 

sin£(x — a)sh\±[x—  fr)sin  J{» — c)sin$(x — d)  .... 

divisibilis , quotiensque  vel  eiusdem  formae  erit  ut  X vel  diversae,  prout  multitudo 
va/orum  a,  b,  c,  d . . par  est  vel  impar. 

Demonstr.  Ponatur  X — X'sin  $-{x — a),  sitque  M valor  ipsius  X'  pro 
x = 4.  Hinc  3f  sin  J(6 — a)  erit  valor  ipsius  X pro  x — b,  qui  quum  esse  de- 
beat = 0,  necessario  erit  M — 0.  Quare  X’  divisibilis  erit  per  sin  ^(x — 6) 
et  simili  ratione  quotiens  hinc  oriundus  per  sin  £(x — c),  et  sic  porro.  Quare  X 
divisibilis  erit  per  productum 

sin^(x — a)sin£(x — 6) sin  j(x — c)siu|(x — d) ...  Q.  E.  D. 

Altera  theorematis  pars  tam  obvia  est,  ut  demonstratione  opus  non  sit. 

Ceterum  aeque  obvium  est  theorema  iuversum,  si  X per  productum 

sin  J (x  — u}siu  $(x — b)  sin  J(x — c)sin  J (x — d) .... 

divisibilis  sit , ipsius  valorem  fieri  = 0 . si  ipsi  x aliquis  valorum  a.  b,  c,  d etc. 
tribuatur. 

15. 

Ex  theoremate  praec.  sequitur,  si  functionis  X,  formae  F,  valores  pro 
x = a,  4,  e,  d etc.  resp.  sint  A,  B,  C,  D etc..  quamvis  aliam  similem  functionem 
arcus  x,  quae  iisdem  valoribus  satisfaciat,  sub  formula  X-f-P  F contentam  esse 
debere,  ubi  per  P designamus  productum 

sin  £(x  — a)  sin  £(x — 6}siu}(x — c)sin  £ [x  — d)  etc. 

per  F autem  functionem  indefinitam  arcus  x,  quae  sit  vel  formae  F vel  formae 

*)  Adieclu  vadem  reulriclione , quam  in  ari.  i»  exhibuirou*. 
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G,  prout  multitudo  valorum  a,  b,  e,  d ctc. , quam  per  p designabimus,  par  est 
vel  impar.  lam  observamus: 

I.  In  artt.  10,  tl.  I 2 eruere  docuimus  functionem  X ordinis  m,!  (i. e ultra 
cosjna-  et  sin mx  non  progredientem';,  quae  p valoribus  propositis  A.  B,  C,  Detc. 
satisfaciat,  ita  ut  m sit  = £p — ^ , vel  £p,  prout  p impar  est  vel  par.  Pro- 
ductum P manifesto  est  ordinis  4 pu.  Quando  itaque  p impar  est,  adcoquc  1’  vel 
ordinis  vel  altioris.  erit  P Y ordinis  ad  minimum  i 9 + i"  ndcoque  ordinis  al- 
tioris  quam  X.  unde  colligitur,  functiones  alias  quam  X,  quae  iisdem  valoribus 
propositis  satisfaciant , non  dari . nisi  ordinis  altioris.  Quando  vero  p est  par. 
PY  tunc  tantummodo  fit  ordinis  Jpu,  si  pro  I’  accipitur  quantitas  definita; 
quare  in  hoc  casu  infinite  multae  quidem  functiones  similis  formae  et  ordinis  ut 
X dantur,  quae  iisdem  valoribus  satisfaciuut,  omnes  autem  sub  forma  X -f- h P 
comprehensae  erunt,  designante  h quantitatem  definitam.  Eaedem  conclusiones 
ex  methodo,  per  quam  in  artt.  10, 1 1 functionem  X derivavimus,  sponte  sequuntur. 

II.  Vice  versa  autem , si  quae  functio  X'  aliunde  innotuisset,  quae  omni- 
bus quidem  valoribus  propusitis  .4,  B,  C.  D etc.  satisfacit,  sed  ad  altiorcm  quam 
opus  est  ordinem  ascendit,  functionem  Y ita  determinare  licebit,  ut  2C-{-PY 
adordinem  Jp — Alum  vel  $.ptum  (prout  p impar  est  vel  par)  deprimatur.  Sint 
termini  summi  in  X',  Kcoanx-\-Lsinnx\  in  P,  kcos  J px-f-/sin  aecipian- 
turque  pro  terminis  summis  in  1'  hi 

f>  — — -lu+TT  co*("  ~ r !*>+--* A+ir  sin(»  — }p)x 

Hinc  calculo  facto  invenietur,  coCfficientes  ipsorum  cos n .r  et  sinn.r  in  X.'-\-PY 
fieri  = 0,  siquidem  fuerit  n>  J p;  similique  modo  ex  terminis  summis  functio- 
nis evolutae  X'-j- Pp  (qui  erunt  ordinis  n — lu)  definientur  termini  proxime 
inferiores  in  Y (ordinis  n — Jp — lu).  Haec  operatio  cousque  repetenda  erit, 
donec  X'-f-  P Y depressa  sit  ad  ordinem  non  altiorem  quam  ] p,  adeoque  ad 
ordinem  Jp — }tunl,  quando  p impar  est,  ad  ordinem  j p,um,  quando  p par  est. 
Ulterius  hanc  depressionem  non  ] hi  tere , nullo  negotio  perspicitur. 

III.  In  casu  itaque  priore  (quando  p impar  est)  hoc  modo  necessario  ad  ean- 
dem functionem  X perveniemus,  quam  per  methodum  supra  traditam  e valori- 
bus datis  A.  B,  C.  D etc.  eruissemus.  In  casu  ]X>steriore  autem  methodus  modo 
exposita  suppeditat  functionem,  quae  quidem  eiusdem  ordinis  erit,  cuius  est 
functio,  per  methodum  art.  12,  sive  per  methodum  art.  II,  si  terminus  ultimus 
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= 0 ponitur , oriunda,  attamen  ab  hac  diversa  esse  potest.  Sit  functio  illa  X", 
haec  X”;  adeoque  Xm=  X"-f -kP.  designante  h quantitatem  definitam.  Po- 
namus terminos  summos  in  X”  esse  X’cos  {-p.jr-|- 2y'sin  f pj;;  in  X'”  autem 
X"ros 4 px-(-Z.”sin  j p,z , ita  ut  sit  K" = K'-phk,  L"  = 1J -\-hl,  Iam  non  dif- 
ficile est,  ex  art.  1 1 vel  ex  art.  1 2 demonstrare,  si  aggregatum  n — f— 6 — |-c— |— tf— )—  etc. 
designetur  per  s,  esse  A'”  cos  -f-  A"  sin  f s = 0 , unde  deducitur 


K'a>n{s  -4- 
Aom(<  -f  /«in  4» 

Kl-Lk  . t 
r : , t->T‘  «H  1 * 

a:  co*  } * +•  < *in  J * * 


K’l  — L’k 
k cos  } * + i «in  1 a 


COS  \ s 


Haud  difficilius  demonstratur,  esse 


L .00*4* 

K m |^r  • 


+ «n|i 

j»*-» 


ubi  siguuin  superius  valet,  quando  fp  est  par,  inferius,  quando  est  impar. 
Quare  in  valoribus  modo  traditis  pro  K * et  U denominator  fit  = + adeoque 

K”-=  (K'  sinis  — A'cosfs)sin|s 

U — — (X'sinf*  — Z/cosfsJcos^-s 


16. 

Hactenus  tales  functioneB  consideravimus,  in  quibus  tum  coeinus  tum  sinus 
adsunt:  saepissime  vero  aut  hi  aut  illi  absunt,  quae  functionum  genera  seorsim 
tractare  conveniet.  Utrumque  quidem  casum  ad  casum  generalem  hucusque  con- 
sideratum reducere  liceret;  attamen  etiam  magis  e re  esse  videtur,  hanc  disquisi- 
tionem ad  problema  art.  3 reducere. 

Primo,  si  constat,  omnes  coCfficientes  6',  6",  6"' etc.  in  functione  X (art.  10) 
esse  — 0,  multitudo  incognitarum  ad  m-f-1  diminuitur,  et  proin  pro  tot  valo- 
ribus diversis  ipsius  x valores  respondentes  functionis  X novisse  sufficit.  Quo- 
niam vero  in  hoc  casu  valor  functionis  X non  mutatur,  si  pro  x substituitur  — x, 
manifestum  est.  non  solum  tales  valores  ipsius  x , quorum  differentia  peripheriae 
vel  multiplo  peripheriae  aequalis  est,  sed  tales  quoque,  quorum  summa  est  o vel 
peripheriae  vel  multiplo  peripheriae  aequalis,  pro  diversis  non  esse  habendos.  Aut 
generaliter,  ut  duos  valores  ipsius  x pro  diversis  habere  liceat,  cosinus  inaequa- 
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les  habere  debent.  Quibus  ita  intellectis  sint  m -(- 1 valores  dati  functionis  X 
hi  A,  B,  C,  D etc. , valoribus  ipsius  x his  a,  b,  c,  d etc.  respondentes , quaeri- 
turque  expressio  generalis  pro  valore  T.  quem  functio  pro  ,r  = 0 adipiscitur. 
Quum  functionem  X in  casu  nostro  etiam  sub  formam 

Y + y'cosj?+y"(cos^)s-|-Y’"(cosj:;J+  etc.  -f- ym{co»x)m 
reducere  liceat,  habebimus  per  art.  3 


m (COR  t — COR  b)  (COS  t — 009 t)  (COR  t — COS  d ) * . 

(cob a — cos  b)  Icor  ii  — cos  c)  (corii  — cos  d) . . 

(co*  t ~ co*  n)  (cos  t — cosr)  (co§  t — cos  d ) . . 
(co*  b — co»  o)  (co«  b - cos  c)  (coi  b — cos  d) . . 

(cos  t — cos  a)  (co*  t - cos  6)  (co*  t cos  d) . . 

(COSC — CORfl)(cORC  — COf»6j(COSC—  COB  d } . . 

(co*  t - cob  a ) (cos  / — cor  b)  (cos  t — cos  c) . . 
(coiif/  — coso)(co»cf — c o*A)  (cos d — cos  c) . . 

+ etc. 


+ 

■+ 

+ 


B 


D 


Secundo,  si  omnes  coSfficientes  a.  a,  a",  a" etc.  evanescunt,  multitudo  in- 
cognitarum erit  m,  sufficitque  adeo,  valores  functionis  X pro  totidem  valoribus 
diversis  ipsius  x novisse.  Quum  valor  functionis  X pro  x = — t ex  valore  pro 
x — + 1 sponte  sequatur  (per  solam  mutationem  signi  in  op]K>situm),  etiam  hic 
tales  valores  pro  diversis  haberi  nequeunt,  unde  facile  colligitur,  hic  perinde  ut 
in  casu  pracc.  eos  tantummodo  valores  ipsius  x pro  diversis  agnosci , quorum  co- 
sinus  sunt  inaequales.  Praeterea  quum  valor  functionis  X pro  x = 0,  tSO“,  360° 
etc.  et  generaliter  pro  tali  valore  ipsius  x,  cuius  sinus  est  = 0,  sponte  fiat  = 0, 
adeoque  iam  ex  natura  problematis  datus  sit , talem  valorem  inter  »i  datos  non 
numerari  supponimus.  Iam  quum  constet , esse 

— 2 cos  {n  — l)j-)-2cos(n  — 'A)x-r-  2cos(n — 5)  jf— |—  . . . -f-2co.s.r 
pro  valore  pari  ipsius  n . atque 

= 2cos(«  — l)j:-|-2cos{n  — 3)*  + 2 cos(»  — b)x-[- . . -j-  2cos  2ui-)-1 
pro  valore  impari  ipsius  n,  facile  concluditur  ad  formam 

d-f-<!S'cos j:-|-8”(cos  j)’ -1-8 "'(cos x)*-}-  etc.  om— 1 (cos ,r)m— 1 

37  * 
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reduci  posse,  adeoque,  quum  valores  functionis  pro  x — a.  b.  c.  d .. . fiunt 

4 f'  T)  * 

= , . -i,  , . -t--, haberi  per  eundem  art.  3 

»lii«  *in  o ninr  »in«  * 


A 

B 

C 

D 


Ceterum  in  utroque  casu  formula  pro  T cum  functione  X identica  erit,  mutando 
t in  ,r.  quoniam  illa  indefinite  pro  valore  quocunque  ipsius  t valet. 


17. 

E principiis  algebraicis  facile  conclusio  petitur,  si,  pro  casu  priore  art.  praec. 
productum 

(cos  t — cos  a)  (cos  t — cos  b)  (cos  t — cos  c)  (cos  t — cos  d)  etc. 

pro  jmsteriore  autem  productum 

sin  t (cos  t — cos  a)  (cos  t — cos  b)  (cos  t — cos  c)  (cos  t — cos  d)  etc. 

per  P designetur,  quamvis  functionem  ipsi  X similem,  quae  iisdem  valoribus 
A,  B.  C,  1)  etc.  pro  x = a,  b,  c,  d etc.  satisfacit,  necessario  sub  forma  X+PF 
contentam  esse  debere,  ubi  F est  functio  indefinita  arcus  x formae 

y y'  eos  .r  -f-  y ' cos  2 .c  -f-  y"'  cos  3 jr  -f-  etc. 

Theorema  inversum,  scilicet  quamlibet  functionem  sub  forma  ,\  + PF  conten- 
tam illis  valoribus  satisfacere,  sponte  patet.  Porro  manifestum  est,  productum 
/’ esse  ordinis  m -J-1  adeoque  proxime  altioris  quam  X ; quamobrem  alia  functio 
ipsi  X similis  quae  iisdem  valoribus  satisfaciat  non  datur,  nisi  ex  ordine  altiore 
quam  X. 

Vice  versa,  si  quae  functio  X',  ipsi  X similis  quidem,  sed  oltioris  ordinis, 
aliunde  innotuit,  quae  valoribus  datis  A.  B,  C.  1)  etc.  satisfacit,  functionem  F. 
cins  quam  tradidimus  formae,  ita  determinare  lieet,  ut  X'-\-PY  ad  ordinem 
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fntum  deprimatur,  unde  necessario  functio  X ipsa,  quae  e valoribus  A,  B,  C,  D etc. 
j>er  methodum  art.  praec.  eruitur,  prodire  debebit.  Quum  methodus  terminum 
summum  functionis  Y atque  inde  deinceps  inferiores  evolvendi,  tamquam  casus 
specialis  e methodo  in  art.  15,  II  tradita  peti  possit,  non  opus  est,  huic  rei  hic 
diutius  inhaerere. 


18. 

Omnes  disquisitiones  praecedentes  superstructae  sunt  conditioni,  X esse  pro- 
gressionem cum  cosinu  sinuque  arcus  mx  abruptam.  Quae  conditio  si  locum  non 
habet,  tot  valores  ipsius  X,  quot  cognitos  esse  hactenus  assumsimus,  manifesto  non 
sufficiunt  ad  determinationem  completam,  expressioque  pro  T in  variis  quos  con- 
sideravimus casibus  tradita,  correctione  opus  habebit,  a coOfficicntibus  sequentibus 
in  X pendente  et  per  summationes  artt.  I et  2 facile  assignabili.  Quodsi  autem 
series  X,  sive  in  infinitum  excurrat  sive  uspiam  abrumpatur,  tantopere  convergit, 
ut  partes  post  cosm.r  et  sin m .r  sequentes  pro  evanescentibus  haberi  possint, 
etiam  illam  correctionem  negligere  licebit,  adeoque  valorem  T saltem  proxime 
verum  nacti  erimus.  Quomodocunque  vero  haec  se  habeant,  T certo  functionem 
verae  similem  simplicissimam  exhibet,  per  quam  omnibus  valoribus  propositis  sa- 
tisfieri potest. 


19. 

Imprimis  frequens , inaximaque  adeo  attentione  dignus  est  casus  iste,  ubi 
valores  arcus  x.  pro  quibus  valores  functionis  X dati  sunt . progressionem  arith- 
meticam constituunt,  in  qua  terminorum  differentia  aequalis  est  coPfficienti , ex 
divisione  peripheriae  integrae  in  totidem  partes  quot  sunt  termini  orto . ita  ut  si 
progressio  ultra  terminum  postremum  continuaretur,  termini  primi  peripheria  in- 
tegra aucti  rursus  deinceps  prodituri  essent.  Postquam  itaque  disquisitionis  ge- 
neralis praecipua  momenta  in  praecedentibus  absolvimus,  huueee  casum,  ubi 
termini  dati  quasi  periodum  completam  constituunt,  coronidis  loco  seorsim  copio- 
sius tractabimus.  Antequam  vero  hanc  disquisitionem  ipsam  aggrediamur,  duo 
lemmata  erunt  praemittenda. 

Lemma  Primum.  Si  arcus  a,  b.  c,  d etc.,  ipwrum  multitudo  est  g.  constituunt 
progressionem  arithmeticam , in  qua  terminorum  differentia  b — a =c  — b — d — c 
etc.  est  — , productum  ex  g factoribus  P = 
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sin i[t — a) sin  J (t — 4} sin |(< — c)  sin  f (t  — d)  etc. 

fit  = ip  sjgnum  superius  vel  inferius  valet , prout  p par  est  vel  impar. 

Demonstr.  Potest  quidem  hoc  theorema  facile  ex  alio  ab  ili.  Eolebo  in  In- 
trod.  in  Anal.  Infn.  1,  §.  240  tradito  derivari;  ne  quid  vero  hic  desiderari  vi- 
deatur, demonstrationem  aliam  paucis  hic  explicabimus. 

I.  Si  productum  P primo  ponitur  sub  formam 

cos-}  (t — a — 180°)co$4(<  — b — ISO0) cos}  (/ — c — 180°)cosf  (# — d — t80°)  . . . 

atque  tunc  secundum  algorithmum  sinuum  notum  in  aggTegatum  cosinuum  evol- 
vitur , facile  perspicietur . inde  prodire  functionem  vel  formae  F vel  formae  G 
(art.  1 3)  ad  ordinem  4 ptum  ascendentem , termiuumque  summum  fieri 

= ”-t  cos 4 (p t — a — b — e — d — etc.  — p x 1 80°) 

= ^cos(fp(#  — a—  360«)+ 90°) 

= — ~tin}-|i(f  — a — 360°) 

= — ^r.sin  } p(/ — a)  cos  p x 180° 

= «) 

signo  superiore  pro  valore  pari  ipsius  p valente,  inferiore  pro  impari. 

II.  Quum  sin  1 p(/ — a)  fiat  =0,  si  ipsi  t aliquis  valorum  a.  b.c,  d ctc. 

tribuitur,  per  theorema  art.  1 4 erit  sin  }p(/ — o)  per  productum  P divisibilis; 
quotiens  autem  necessario  erit  quantitas  definita  = A,  quoniam  sin  { p(< — o)  etP 
eiusdem  sunt  ordinis.  Manifesto  autem  (per  I)  ex  aequatione  P — sin  f p(f — a) 
sequitnr  esse  A — + 21*- adeoque  P = ^ Q.  E.  D. 

I .kmma  Secundum.  Si  arcus  a,  b,  c,  d . . . eodem  modo  se  habent , ut  in  lem- 
mate primo , productum  ex  p factoribus 

(cosf  — cos  a)  (cos  t — cos  b)  (cos  t — cos  c (cos  t — cos  d) . . . 

j,  __  cosj*f  — CO*|ia 
Jit  " 

Demonstr.  Quum  fiat 
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cos/  — cosa  = 2sin|(/ — a)sinf  ( — t — a) 
cos/ — cosi  = 2sinf  (/ — i}sin+( — / — b) 
cos/  — cosc  — 2sin|(/ — c)sin4-( — / — e) 
cos/ — cosrf  = 2sin  f{/ — rf)sinf( — / — d) 
etc. 

productum  ex  his  factoribus  fit . per  lemma  primum 

2^^ «intHI-a)  x -y«mtn(— t— a) 

sinjftf/  — rt)sjn|^(—  t — a)  cospi* — ooepa  , -v  v Tl 

— - j/i-i  — ^»-1  U-  U- 

Quum  habeatur 

sin|p(/ — a)  = — sin  £ft(/ — b)  = siu-}  jj.(/ — c)  = — snQp(/ — d)  etc. 

nec  non  cos pti  — cos p b — cos pc  = cos pd  etc.:  manifestum  est,  productum 
in  lemmate  primo  fieri  etiam 

[.«lIlfHI — c) i_  «n  1 1»  («-</)  . 

J_  JA-* 1 IU  JA-* 

nec  non  productum  in  lemmate  secundo  fieri  etiam 

4 

coi  ^ < — coi  fi  b co*fW  — ctwue  cos  fi< — ootprf 

jM-»  j>-«  *”  eW'f 

20. 

Consideremus  primo  casum  generalem  art,  10,  ubi  X est  formae 

a -f-u  cosTri-  a"cos  2r-)-a'"cos  3x-f- . . . cosmx 

-(-6 'sin  a:-)- 6 'sin  2x+lJ“sin3a:+  . . . -f-6(”^sin»i.r 

atque  p = 2*»+l.  Hic  igitur  erit 

sin | (/  — 5} sin | (/ — c) sin f (/ — d)  ...  = 

— ^pr.  ( I + 2 cos  (/ — o)+  2cos2(/ — a)  + 2cos  3(/ — 0)+  . . . -f-  2cosm(/ — a)) 
unde  substituendo  a pro  / 

sin|(a  — 4)sinf  (o  — c)sin$(a  — d) . . . =s  ~, 
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Hiuc  in  formula  art.  10  pro  T,  fit  eoefficicns  ipsius  A 

= ^ ( 1 -f-  2 cos  ff — o)+  2 cos  2(< — a)  -f-  2 cos  3 (/ — o)+  ...-(-  2 cosm  (t — a)) 
Simili  modo  fit 

sin*(f—  a}sin*(<— c)sinf(f—  d) . . . = — 

= — ^r,  ( 1 -f  2 cos  {t — b)  -f-  2 cos  2 [t  — b)  2 cos  :i  (t  — 4)  -+• . . , . + 2 cos  m (t  — b)) 

atque 

sin  J (6  — n)sinf(4 — cj  sin  | [b  — d)...  = — 

Hinc  coOfficiens  ipsius  li  in  formula  pro  T fit 

= i(l  + 2cos(/  — 4)  + 2 cos 2 (f — 2 cos 3 (f — fc)  — J—  . . ■ — 2 cosm  (t — b )) 

1’rorsus  similes  erunt  coPfficientcs  ipsorum  C,  D etc. . unde  tandem  concluditur, 
fieri 

T=  ^(ri+lH-C+Z>+...) 

-\-^(Acoaa  li  cos  b + Ccose  -f-  D cos  d + . ,.)cos/ 

-(--(Asina  -f-fisini  -j-Csinc  -J-Z)sinrf  -|-...)sin/ 

*+■  ^ (Acos  '2 a -)-  ficos  2 6— (—  Ccos2c-|-ficos2d-(- . . ,)cos2< 

-f-  ^ (A  sin  2 a -(-  fi  sin  2 6 -f-  Csin  2 c -(-  D sin  2 d . . .)  sin  2 / 

-f-  etc. 

+ (A  cosmo-|-ficos7«4-(-  Ceos  »ir-|-  ficos  mrf-f-. cosm  t 
(A  sin  »i  a + fi  sin  mb Csin  mc  -{-  D sin  m d -(-...)  sin  m t 
Quum  haec  formula  cum 

« + «'  cos  f-|-  Csin  f-(-a"cos  2t-\-  f>"sin  2 f etc.  -J-  a"" 'cos  mt  6*m)siu  m t 

idcntica  esse  debeat,  valores  cocfficicntium  a,  a,  6',  a",  6"  etc.  hinc  protinus 
habentur. 

21. 

Si  progressio  pro  X cum  terminis  cosw.r  et  sili  m jr  non  abrumpitur,  sive 
in  infinitum  excurrat , sive  finita  sit . valor  pro  T in  art.  praec.  inventus  incom- 
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pletus  erit,  itemque  valores  singulorum  coCfficientium  a.  a,  {>’,  a",  6"ctc.  ibi 
traditi  correctione  opus  habebunt.  Haec  autem  commodius  per  methodum  sequen- 
tem quam  per  summationem  art.  2 determinatur.  Ante  omnia  observamus,  esse 

cos  na-)- cos»  6 -f- cos  nc-f- cos  » rf +. ..  = p cos  na 
sinna-f-sinni  + sinnc-f-sinjid-f-.. . = p sin  na 

quoties  n est  integer  per  p divisibilis ; contra 

cos  na  -f-  cos  nfc-f-  cos  nc-f-  cos  n d-\- .. . = 0 
sinna-f-sinnii-f-sinnc+sinnif-)-...  = 0 

quoties  n est  integer  per  p non  divisibilis.  Pro  casu  priore  res  per  se  clara  est; 
pro  posteriore  sit  summa  prima  = P,  secunda  — Q,  unde  facile  deducitur 

Pcosn(6 — «) — Qsin«t(6 — a)  — P 
Psmn(b — a)-j-Qcos»(6 — a)  — Q 

Multiplicando  aequationem  primam  per  cos  n(b — o) — I . secundam  per  sin «{6 — a), 
fit  addendo  delendoque  quae  mutuo  se  destruunt 

2P(1  — cosn(4 — a))  — 0 

Similiter  multiplicando  aequationem  primam  per  sin  n(4 — «},  secundam  per 
1 — cos  n (b  — a),  provenit  addendo 

2 Q(l  — cos»{4 — a))  ==  0 

Iam  pro  casu  quidem  priore  (ubi  n per  p divisibilis  est.  et  proin  cos»  (6  — a)  = 1) 
hae  aequationes  identicae  sunt , pro  posteriore  autem  (ubi  n per  p non  est  divisi- 
bilis, adeoque  cos «(6  — o)  = cos  " x360°  non  potest  esse  = 1)  consistere  ne- 
queunt, nisi  fuerit  P = 0 et  Q ~ 0. 

Iain  ponamus,  post  terminos  a'ncosjji.r-|-6*‘sini«,r  in  expressione  functio- 
nis X sequi 

«m+l  cos  [m  -f- 1 ) x -f-  a’"+*  cos  (w»  — J—  2)  a?  — {—  ete 
+ S^sintm+Ox+e^sintm-f  2)ar-(-  etc. 

valorem  vero  (incompletum),  in  suppositione,  has  partes  non  adesse,  pro  T in 
art.  praec.  inventum , esse 
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y-(-  y'ros  t-J-yVos  2f  4"7™ros  3 /+■  • • + 7mcos>w/ 

4-^’sin  t + £”sin  2*4"  sin  3 # — f- ...  -}-  8 "sin  mt 

ita  ut  habeatur  y = etc.)  etc.  Substituantur  pro  A,B.C,D 

etc.  valores  sui . puta 

A = a + a'cosa+a"eos2a+...  + a’ncosnia4-am+'‘'Os(w  + ')a-  • • 
4-f>'sino-|- f>”sin  2 “+•••+  6",8inma4-f>m+,sin(m  -)-l)o. .. 
etc. 

fietque  (per  summationcm  modo  traditam) 

y = a + a^cospa  + ct^oos^pa-f-a^cosS  po4-  etc. 

-f-fi^sin  pa4-  f>s,*sm2  pa-f-  fl^sin  3pa  4-  etc. 
y'  = a'  -f-  (a^-1  -f-  a“+1)  cos  p a 4- (a,M— 1 -f-  a*^')  cos  2 p a + etc. 

+ (gf*— 1 + 6*‘+,i  sin  p o + 4-  6,fl+l)  sin  2 p a + etc. 

&'  = 6' — {61*- 1 — 6^')  cos  pa  — (6*1*-1  — cos  2 po  — etc. 

— (a1*- 1 — a|,+,)sinpa  — (a!“_l  — al|1+,)  sin  2 pa — etc. 

y"—  a‘4-(«11-,4-®,1+,)<:OBPa4'(a,|*— *4"«(,,*+,jcos2pa4-  etc. 

4-  {6!‘~*  4*  sin  po  4-  f(H,i_s4'  *>3H'+,j  sin  2 pa  4-  etc. 

6"=  6" — (61*- * — fi^^cospa  — (g*f>— * — cos  2 po — etc. 

— (a’*-’  — a'l+t)  sin  po — (a*i*~*  — a'^*;  sin  2 p a — etc. 

etc.  usque  ad 

ym==  am4-  (a'‘-m4-  a^cos  po4-  fa,^m4-a,,*+Br;  cos  2 po  4-  etc. 

_)_  ,;ge— + ge+«)  gjn  sin2pa-f-  etc. 

6m=ff*—  (6i-“—  g^Jcos  po—  cos  2 p a — etc. 

_ a^sin  po—  („».—"_„>!*+*)  9ju  2(ia  — etc. 

Si  itaque  progressio  tantopere  convergit , ut  a’"+\  f>m+\  a'”+3,  fi1"4’1  etc.  ncgligi 
[Kissint . valores  y,  y,  £'  etc.  pro  veris  a,  a',  6'  etc.  accipere  licebit 

22. 

Transimus  ad  casum  alterum  art.  1 1 , ubi  progressio  X quidem  eadem  ma- 
net ut  in  art  20,  multitudo  valorum  datorum  autem  unitate  minor  est,  quam 
multitudo  coiifficiontium  incognitorum,  puta  = 2m  = p.  Hic  habetur 
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cos  | (I  — a)  sin|(f — b)  sin  j (t — c)sin  + (/— d) . . . 

»in  — a)co9  o) 

{(  — <i) 

= — — (cos  1 (#—  a)  + cos  I [t — a)  + cos  * (t  — a)  4- . . . + cos  ~ (t—  a)> 

= — 1 4"  2 cos  (f— a)4-2cos2(f — a)  4-  2 cos  3 (/ — a]  + ...  + 2cos'm  — l}(f — «) 

-|-cosm  t — a)) 

Quare  in  formula  art.  1 1 pro  T coefficiens  ipsius  -4  fit 

;=  ^(l  + 2cos(<  -a)  + 2cos2(f — a)-j-2cos3(/ — a)  + ... 

4-  2cos(m — 1)(< — a)  + cos>»(/ — a)) 

Et  prorsus  similes  expressiones  (mutato  tantummodo  a in  b.  e,  d etc.)  pro  coeffi- 
cientibus  ipsorum  B,  C,  D etc.  inveniuntur.  Denique  pars  ultima  ipsius  T 

2,m— ’i”"sin4  (t — a) sin 4 (t — b)sin^(t — c)sin  | It — d). . . x |amco8  J 44-tf”,sin4r| 
fit 

= — i’*“sinm{t  — a)ja*’co8(ma4-(2»» — })90o)4-f>msin(ma4-(2m — l)90°)| 
= — sinm  (t — a)  {am  sin  m a — 6™  cos  m a) 

Hinc  tandem  colligitur 

T=±{A+B+C+D+  etc.) 

+ p (A  cos  a -f  - B cos  b -f  - Ceos  c + D cos  d -f-  etc.)  cos  t 
^ {A  sin  a 4-  B sin  b 4-  Csin  e -f-  D sin  d 4-  etc.)  sin  t 
-f- ^ (j4cos 2«4~ ^cos  2 64”  Ceos  2 c 4- Deos  2rf4“etc-)cos2 1 
4-  ^ (.<4  sin  2 a 4-  B sin  2 64“  Csin  2c4~  Dsin  2d4“etc.)sin2 1 
4-  etc. 

4-^  (A cosmo 4-^cosin64-Ccosmc4-J5co8Hjd4-etc.)cosmr 
(.4  sin»«a4-  Bsin  m b 4-  Csin  mc4--Dsin»id  4“ctc.)sin  mt 
4-  (amsin  raa  — f)”  eos  m a)  (sili  m a cos  m t — cos  ma  sin  mt) 

Quae  expressio,  si,  rescissa  parte  ultima . per 

y4"7c01if-|"  Y"cos2 f4"  etc.  4-ymcosi»t 
4-8' sin  1 4-<S”sin  2t-\-  etc.  4-8msin»if 

38* 
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exhibetur,  omnes  coGfficientes  y,  y',  8’,  y",  8"  etc.  praecise  eosdem  valores  ha- 
bere patet,  ut  in  art.  pracc. , ubi  erat  p — , exceptis  duobus  ulti- 

mis ym,  8m,  qui  illic  duplo  erant  maiores.  Porro  liquet,  omnes  coefficientes 
a,  a,  a” . . . am_l,  8',  8". . . 6m_l  illis  y.  y’,  y". . . t**- 8',  8". . . 8m— 1 resp.  aequa- 
les adeoque  cognitos  fieri , inter  ultimos  am,f>m  autem  haberi  aequationes 

nm  = yro-(-(amsin«»a  — 6”cosma)sin»to 
gm_.  gm — (amsinma  — 6 m cos  m a) cos m a 

quae  tamen  (ut  ex  natura  problematis  praevidere  licebat)  non  sufficiunt  ad  deter- 
minationem completam  coCfficientium  am.  8m.  Scilicet  quum  fiat 

cos  ma  = — cos  mb  = cosme  — — cos  m d etc. 
atque  sitim  a = — sinmfc  — sin  mc  = — sin  md  etc. 

adeoque  y”1  = — B-\-C — Z)-)-  etc.) 

Sm  = ^(i-B+C-D+  etc.) 

facile  perspicitur,  utramque  aequationem  contentam  esse  sub  unica 

amcost»a-)-6msinma  — — JB  -f-C — D + etc.) 

Aliam  itaque  insuper  relationem  inter  am  et  8™  datam  esse  oportet,  ut  utrum- 
que copfficientem  penitus  assignare  liceat. 

23. 

.Si  progressio  X cum  cos mx  et  sinm.r  non  abrumpitur,  valor  ipsius  T 
in  art.  praec.  inventus  incompletus  erit , cogfficientesque  y,  y',  8'  etc.  a veris 
a,  (X,  8'  etc.  diversi  erunt.  Et  quidem  facile  perspicitur . si  cofifficientes  termi- 
norum sequentium  in  X per  eosdem  characteres  denotentur,  quibus  in  art.  21 
usi  sumus,  pro  y,  y'.  8' etc.  usque  ad  y”~ 8"’-1  prorsus  eosdem  valores  prodire, 
quos  illic  eruimus;  duos  ultimos  autem  fieri 

ym  — } a"'  -)-|  (am  + a1”)  cos  p u -f-  f (a3"1  a1™)  cos  2 p u etc. 

1 (8‘"-)-6,’*)sinpa+l.(6*,,-)-8*",*)sin  2pa-(-  etc. 

8"‘  = f6m— i(6’’,-6Jm)cospa  — 6im)cos2p«—  etc. 

— }(aM — a3"')  siiifia — f (alm — a4”)  sin  2pa — etc. 
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In  hoc  itaque  casu  codfficientes  y,  y',  8',  y",  S"  . . . y"*- 6”*-1  pro  veris 
a,  a'.  6'.  a",  6". . . am~ fi”-1  adoptare  licet,  quatenus  sequentes  am+l,  6"'+' etc. 
negligi  possunt;  ad  ultimos  vero  y1”,  81"  nisi  ipsi  pro  negligendis  haberi  possunt, 
haec  conclusio  non  est  extendenda. 

24. 

Per  disquisitionem  iude  ab  art.  20  traditam  eo  pervenimus,  ut  propositis  p 
valoribus  functionis  X arcus  indeterminati  x,  periodum  completam  formanti- 
bus, functionem  (X’)  = 

y-py'co8X-|-y"cos2x-}- . , . -f-y^cosm.r 
-4-£'sin.r-|-6''sin2x-|-  . . . -f-^^sinmx 

quae  illis  omnibus  satisfaciat,  assignare  possimus,  ita,  ut  numerus  »»,  ordinem 
huius  functionis  exprimens  sit  vel  = }p — f vel  = f p.  prout  p impar  est  vel 
par.  Ex  artt.  1 5,  1 9 concluditur,  quamvis  aliam  similem  functionem , quae  iis- 
dem valoribus  satisfacit,  sub  forma  X'-(- Fsinl-p(x — a)  contentam  esse  debere, 
ubi  Y functionem  indefinitam  arcus  x exhibet  formae  G vel  F (art.  1 3),  prout  p 
impar  est  vel  par.  In  casu  priore  praeter  X'  functio  alia  similis  non  datur,  iisdem 
valoribus  satisfaciens , nisi  ex  ordine  altiore , unde  X'  cum  X identica  erit , si 
constat  X ordinem  »»,um  non  egredi.  In  casu  posteriore  autem  infinitae  quidem 
aliae  similes  functiones  ordinis  m“  iisdem  valoribus  satisfaciunt,  omnes  tamen  in 
eo  convenient,  quod  sub  forma  X'-j- h sin m (x — o)  contenti  erunt,  designante 
h quantitatem  definitam ; quamobrem , si  constat  X ordinem  mtum  non  egredi, 
saltem  X et  X'  aliter  quam  in  cofifficientibus  ipsorum  cos  lux  et  sin  mx 
non  discrepabunt;  in  functione  X'  autem  inter  hos  codfficientes  aequatio 
y^sinwa — <5"cosi«a  = 0 locum  habebit.  Porro  patet,  si  qua  functio  X'  si- 
milis formae  ut  X',  quae  iisdem  valoribus  satisfaciat,  aliunde  constet,  iisdem  sa- 
tisfieri per  functionem  quamcunque  X"+ Fsinf  |»(x — a),  atque  Y ita  deter- 
minari posse,  ut  haec  functio  ordinem  mtum  non  egrediatur.  Ad  hunc  finem  ob- 
servamus, si  qua  pars  ipsius  Y exhibeatur  per  A' cos  (xx+Aj,  designante  K 
codfficientem  definitum,  k arcum  definitum,  x numerum  vel  integrum  vel  fractione 
I affectum  (prout  p par  vel  impar)  — ad  quam  formam  singulae  partes  reduci 
(K>ssunt,  si  cosinus  ct  sinus  eiusdem  arcus  contrahuntur  — pars  respondens  pro- 
ducti Fsin  J p{x — o)  exhibebitur  per 
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j.  A' sin ((x+  f p)  x+  A — | (ia)  — | Jfsin((x — |(i) 
sive  quod  eodem  redit  per 

• L sin  (X x -\-l) — L sin  ((X — (i)  x-f-  l-r  po) 

designante  X integrum.  Quocirca  in  X"  pro  quavis  parte  Lsin{\x-\-l)  sub- 
stituere licebit  hanc  /.sin ((X  — p)x-j- /+  pa)  et  simili  ratione  pro  hac  rursus 
Lsin((X — 2p)x-|-  /-+-  i (i«)  porroque  L sin  ((X — 3p)x4-/-f-3p«)  etc.  Ut  similis 
conclusio  ad  cosinus  extendatur,  sufficit  observatio,  cosinus  pro  sinubus  prodire, 
si  modo  pro  l scribatur  /+90°.  Hinc  colligitur,  si  in  X"  occurrat  terminus 
AcosXx,  designante  X integrum  maiorem  quam  £p,  qui  proiu  sub  formam 
X = vp  + X'  poni  potest,  ita  ut  v sit  integer  atque  X'  non  maior  qunm  fp,  pro 
isto  termino  substitui  posse 

Acos  f+X'x-t-vpa)  = h cos  v p a cos  X'x  A sin  v p a sin  X'x 

et  similiter  pro  termino  tali  AsinXx  substitui  poterit 

A sin  (+  Xx + v pa)  = AsinvpacosXx+ AcosvpgsinXx 

Hoc  modo  manifesto  functio  X"  deprimetur  ad  aliam,  ordinis  certo  non  maioris 
quam  j-pu. 

l’er  hanc  itaque  operationem  X"  semper  transibit  in  ipsam  X’,  quoties  p 
impar  est;  in  casu  altero  autem,  ubi  p par  est.  certo  in  functionem  talem,  quae 
tantummodo  in  codfficientibus  ipsorum  rosmx  et  sinrox  a functione  X'  diversa 
esse  potest.  Ut  ex  illis  cotffficientibus  coi?fficientes  respondentes  in  X'  deducan- 
tur. methodus  generalis  nrt.  15  adhiberi  potest,  ex  qua  siue  negotio  sequitur,  si 
in  illa  functione  termini  ultimi  sint  K cos «u 4- /.sinmx.  pro  his  substitui  de- 
bere, ut  functio  X'  prodeat, 

(A' cos  roa-f-  A sin  m a cos  m a cos  m x 
-f-  (AT cos  tna-\-L  sin  m a)  sin  m a sin  m x 

Hi  termini  fiunt  =Xcos«»x'-(-Asiinnx,  ai  inter  A'et  A aequatio  Asin  ma  — A cosmo 
locum  habet,  ut  per  calculum  facile  confirmatur:  tunc  igitur  illa  functio  cum  X' 
omnino  iain  identica  est. 
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25. 

Si  functio  X cum  terminis  cos m v,  sinmx  non  abrumpitur,  sed  ulterius 
excurrit,  coSfficientesquc  terminorum  sequentium  adhuc  nimis  considerabiles  sunt, 
ita  ut  ipsos  negligere  non  liceat,  coGfficientes  y,  y',  i'  ctc.  in  functione  X',  quae 
jA  valoribus  functionis  X periodum  completam  formantibus,  pro  x — a,  b,c.  d rtc. 
satisfacit,  notabiliter  a cotffficientibus  respoudentibus  a,  a,  b'  ete,  discrepabunt. 
Uuodsi  itaque  pro  periodo  x = a,  b,  c,d  ete.  periodum  aliam  p terminorum,  puta 
pro  x — d,  b\  e,  d'  ete.  simili  modo  tractamus , functionemque  mu  ordinis,  his 
novis  valoribus  functionis  X satisfacientem  evolvimus,  et  perinde  ut  X’  per  ex- 
pressionem 

y-f-y'cosj+y"cos2x-(-  . . . -|-ymcosm.r 
-l-8'sin x-|-£"sin2x-)-  . . . -j-8”'sinr«x 

exhibemus:  pro  coOfficieutibus  y,  y',  o'etc.  iam  valores  nanciscemur,  ab  iis,  quos 
ante  invenimus,  notabiliter  diversos.  Hinc  intelligitur,  quo  pacto  hos  coCfficieu- 
tes  tamquam  variabiles  spectare  liceat,  et  quidem,  quum  ex  artt.  21,  23  singulos 
perinde  per  arcum  po'  determinari  pateat,  ut  valores  priores  per  arcum  pa,  sin- 
guli eoSfficientes  considerari  poterunt  tamquam  functiones  arcus  indeterminati  y, 
similiter  ut  X est  functio  arcus  x.  Iam  supponamus , pv  = r valores  functio- 
nis X periodum  integram  formantes,  pro 

x — a,  a',  a", ..  . b,  b\  b",  . . . c,  c,  e",  . . . d,  d\  d“  . . . ete. 

cognitos  esse,  ita  ut  sit 

a'  --=z  «4-  -360°.  a — a-f-~360°  ctc. 

b = a4--360B  = a4--360°,  b'  = 04-^360°  = o'+ 1 36«“  ete. 

1 t:  1 f*  1 is  1 f» 

c = o-l- -360°=  + -360°  ete. 

(iatetque,  hanc  periodum  r.  terminorum  in  v periodos  p terminorum  pro 

x = a,  b,  c,  d ete. 
x — a',  b\  d,  d'  ete. 
x — a,  b",  e",  d"  ctc. 
ete. 

discerpi  posse.  Quodsi  itaque  eo  quo  docuimus  modo  pro  singulis  periodis  functio 
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X'  evolvitur,  nanciscimur  v valores  singulorum  eoEfficientium  y,  y\  £' etc..  qui 
hisce  deinceps  valoribus  ipsius  y respondent 

y = pa,  y = pa'  = pa+  y 360°,  y = jia’  = pa-|-  * 360°  etc. 

adeoque  periodos  completas  v terminorum  formant.  Quocirca , per  methodum  no- 
stram . singuli  coCfficientes  y,  y',  etc.  per  expressionem  talem 

e 4-  s'  cosy  + e"cos  2_y  -f-  ....  s"  cos  ny 

-f-C'sin^-4-C“sin2^-f-  . . . . -j-^Binn.y 

exhiberi  poterunt,  ita  ut  sit  n vel  = — 4 vel  = 4v,  prout  v impar  est  vel 

par.  Manifestum  est,  talem  expressionem  eundem  valorem  ex  substitutione 
y = p6,  pc,  pd  etc.  obtinere,  quem  obtinet  ex  y — pa\  nec  non  eundem  ex 
y = pb',  pc,  pd'  etc.,  quem  obtinet  ex  y =s  po'  et  sic  porro.  Qunmobrem  si  in 

y -f-  y'co8  j-f-  y”cos  2 r-f-  etc. 

-f-8’sinj;-(-£’sin2a:-f-  etc. 

pro  singulis  coCfficientibus  y,  y',  e'  etc.  hae  functiones  arcus  indeterminati  y sub- 
stituuntur , prodibit  functio  Z,  duos  arcus  x , y involvens . trausibitque  Z in 
eam  functionem  X',  quae  e periodo  prima  deducta  est.  si  pro  y aliquis  valorum 
p<j,  p6,  pc,  pd  etc.  substituitur;  si  vero  pro  y aliquis  valorum  pd,  pi',  pe',  pd  otc. 
accipitur,  transibit  Z in  eam  functionem,  quae  eruta  est  c periodo  secunda.  Hinc 
tandem  colligitur,  si  in  Z pro  y statim  scribatur  p.*,  ita  ut  functio  solius  x pro- 
deat (X"),  hanc  ita  comparatam  fore,  ut  pro  omnibus  r valoribus  ipsius  x.  va- 
loribus propositis  functionis  X satisfaciat. 

26. 

Si  methodus  artt.  20,  22  ad  omnes  t:  valores  propositos  immediate  sine  prae- 
via discerptione  in  v periodos  minores  applicata  esset,  prodiisset  functio  ( X ")  or- 
dinis 47: — l'1  vel  1 -*1,  prout  ~ impar  vel  par,  quam  cum  functione  X”  iam 
comparabimus.  Quum  haec  posterior,  si  rite  reducta  est,  manifesto  ad  ordinem 
p«-|-mtum  ascendat,  tres  casus  distinguemus. 

I.  Quando  tum  p tum  v est  impar,  erit  p«-f-m  = 4pv — 4 = 4-7: — 4. 
unde  patet,  X"  cum  X”  prorsus  identicam  esse  debere. 

II.  Quando  p par  est,  v impar,  fit  pn-f-m  = 4pv  = 47:,  adeoque  X"  eius- 
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dem  ordinis  ut  X'".  Sufficit  itaque  utriusque  functionis  terminos  ultimos  com- 
parare. Haud  difficile  perspicitur,  hos  terminos  ultimos  in  X"  prodire  unice  ex 
terminis  y”1  cos  m .r -)- C^sin  m x . et  quidem  ex  iis  terminis  coefficientium  ym, 
qui  continent  cos  ny  et  sin  ny  sive  cospn.r  et  sin  p n x.  Sint  hi  termini 

in  y*  . . . . Acospnx-f-/ sinpn.r 
in  . . . . A' cos  pur-f-lsin  p».r 

produceturque  hinc  in  X" 

(Acos  pn x -4- 1 sin  pn  x) cosm  j?— f—  (Acos  pn,r-f-  /'sin  pn.r)  sin  m ,r 

unde  prodeunt  termini  ordinis  p»  + m'‘  sequentes 

f (/•  — /’)cos'’p«  -f-  m)  .r-j-  1 (/-f- A’)sin  (pn  -f-  m)x 

Iam  haud  difficile  quidem  ex  formatione  conficientium  demonstrari  potest,  esse 

(A — 0 «n  {(*»+!«;«  = (i+ A1)  cos  (pn -f-»»)  a 

praeferimus  tamen  methodum  sequentem,  quae  concinnior  videtur.  Ex  art.  24  se- 
quitur, esse 

y^sinfy — £"'cos  )y  = 0 

tum  si  pro  y substituitur  pa,  atque  pro  y”.  valores  ex  periodo  prima  deducti ; 
tum  si  pro  y substituitur  pa’,  atque  pro  y”,  £m  valores  ex  periodo  secunda  de- 
ducti etc.  Quodsi  itaque  {iro  ym,  cm  expressiones , quae  erutae  sunt  indefinitae 
substituuntur , ita  ut  y" sin  J y — cm cos  Jy  fiat  functio  arcus  y formae  G ad 
ordinem  n -f-  jr  = 1 v ascendens , haec  pro  omnibus  v vnloribus  ipsius  y his 
pa.  pa',  pa"  etc.  fiet  — t),  adeoque  per  art.  1 4 per 

sin!  (y — pa)sin|fy — (■<■<*’)  s>n  i (y  — pa")  etc. 

divisibilis,  hinc  etiam  per  sin  f v(y — pa)  et  proin  formae  Asinfv(y — pa).  ita  ut 
A sit  quantitas  definita.  Quamobrcm  termini  ultimi  functionis  ymsinfy — C”1  cos  j y 
evolutae  esse  debebunt 

— Asini  xacosAsy-(- Acos!  irasin  |vy 

omnes  vero  antecedentes  evanescere : illos  vero  fieri  patet 
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= — i (/+  *')  cos  {»  + |)jf ++(*—/')  sin  (»-+-  t)y 

Quocirca  erit  ±(k — l')  = Acos  } ra  = Acos}  {pn-}-m)a 

J (/— J— X:')  = Asin  jra  = Asin  }(pn-|-m)a  Q.E.D. 

Haec  vero  aequatio  ipsissimum  erit  criterium  coSfficientium  ultimorum  functionis 
X”,  ut  in  art.  24  ostentum  est:  quare  in  hoc  quoque  casu  functio  X"  cum  X" 
prorsus  identica  erit. 

III.  Quando  v par  est,  fit  pn-pm  = -J-a-}-»,  adeoque  X"  ordinis  altio- 
ri8  quam  X’".  Facile  autem  perspicitur,  omnes  terminos  in  X",  qui  ordinem 
j-t:1™1  transcendunt,  provenire  unice  ex  iis  terminis  singulorum  cofifficientium 
•f,  y“,  S"  etc.,  qui  continent  cos  ny  et  sin ny  sive  cospnx  et  sinpnx,  Sint 

hi  termini,  in  expressione  pro  coCfficiente  aliquo  vel  Acospnx-|- i sinpnx, 
ex  quibus  producitur  in  X" 

(Acosp»x-|-fsinpnx)cosXx  in  casu  primo 
vel  (Acospnx-}-/Binpnx)sinXx  in  casu  secundo 

unde 

| Areos  (pn+X)x  + l /sin(pn+X)x 
4-iAcos(p»  — X)x+}-/sin(pjj — X)x 

in  casu  primo  atque 

— } J cos  (p»-|-X)x-}-FA8in  (pn+X)x 
cos  (pn — X)x — } ^ sin  (pn— »X)x 

in  casu  secundo.  Per  art.  24  autem  substituere  oportet  pro  cos  (pn-(-X)x  sive 
cos(F“+X)x,  cos  7:  a cos  (J  a — X)x-|-sinaasin(f  a — X)x;  atque  pro  sin{pn-|-Alx 
sive  sin  (f  ~+X)x,  sinaacos(}a — X)x — cosaasin(}a — X)x.  Quare  habebimus 
in  casu  primo 

|(A-l-^c08,c<,"W8in'!C<,)C08U'!C — X)  jf 

i (f + k sina  a — l cos  ira)  sin  {}-a  — X)  x 
in  casu  secundo  autem 

f (/  — l cosaa  -f-  A sin  aa)eos(}-a — X)x 
— l(*+/sina«  + Acos  aa)  sin(}a — X)x 


Digitized  by  Google 


THEORIA  INTERPOLATIONIS  METHODO  NOVA  TRACTATA. 


307 


Sed  ex  aequatione  Arsin  jira  = /cos ±r.a,  quae  in  utroque  casu  inter  A et  / lo- 
cum habere  debet  (art.  24).  nullo  negotio  deducitur 

(it -f-  &cosi:a-l-/8in'j:a)  = A 
^(/  -|-Asim;<i — /cosra)  = / 

Hinc  tandem  colligitur,  pro  iis  partibus  in  X",  quae  ex  terminis  ultimis 

Acos  «^-(-/sinw^ 

cuiusvis  cot!fficientis  yk  vel  producerentur,  designante  X indicem  maiorem 
quam  0 , statim  substitui  posse 

Acos(f  - — X).r-f- /sin(|-7r — 'K)x  in  casu  priore  vel 
/ cos  (1  ir  — X).r  — A sin  (■§■ • ic — X)  x in  casu  posteriore 

Hoc  modo  loco  functionis  X",  quae  ad  ordinem  Jr-f-mlura  ascenderet,  aliam 
X""  nanciscimur,  quae  ordinem  ^ T:lum  non  egreditur.  Nihil  itaque  supereat, 
uisi  ut  coCfficientes  cosinus  et  sinus  arcus  -frar,  qui  manifesto  in  hac  functione 
iidem  manserunt  ut  in  X”,  cum  coeffi  cientibus  respondentibus  in  X"’  compare- 
mus. Levi  attentione  autem  perspicitur , hoscc  terminos  unice  produci  ex  coiiffi- 
ciente  primo  y,  et  quidem  ex  ultimis  eius  terminis;  qui  si  per  Acosjry-4-/sin«y 
exhibentur,  illi  erunt  Acos } rj;-)-/sinl-rx,  adeoque  necessario  identici  cum 
respondentibus  in  X".  Hinc  itaque  colligitur,  functionem  X"',  quae  per  prae- 
cepta modo  tradita  loco  functionis  X"  obtinetur,  cum  functione  X”  prorsus  iden- 
ticam  fieri. 


27. 

Pro  eo  itaque  casu,  ubi  multitudo  valorum  propositorum  functionis  X,  pe- 
riodum integram  formantium,  numerus  compositus  est  = n = pv,  per  parti- 
tionem illius  periodi  in  v periodos  p terminorum  eandem  functionem  cunctis  va- 
loribus  datis  satisfacientem  eruere  in  artt.  25,  26  didicimus,  quae  per  applicatio- 
nem immediatam  theoriae  generalis  ad  periodum  totam  prodiret:  illam  vero  me- 
thodum calculi  mechanici  taedium  magis  minuere,  praxis  tentantem  docebit. 
Nulla  iam  amplius  explicatione  opus  erit,  quomodo  illa  partitio  adhuc  ulterius  ex- 
tendi et  ad  eum  casum  applicari  possit , ubi  multitudo  omuium  valorum  proposi- 
torum numerus  c tribus  pluribusve  factoribus  conqjositus  est,  e.  g.  si  numerus  p 
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rursus  esset  compositus , in  quo  ensu  manifesto  quaevis  periodus  p terminorum 
in  plurcs  periodos  minores  subdividi  potest.  Ceterum  ex  pluribus  aliis  annota- 
tionibus applicationi  practicae  inservientibus  hic  sequentes  tantummodo  attinge- 
mus. Valores  talium  aggregatorum 

/i  cos X o-f-i?  cos  X A CcosXc+2)cosXrf+  etc.  = p 
A sinXo  + Z?sinX6  + CsinXc  + Z)sinX<f+  etc.  = q 

(ubi  ut  in  praecedentibus,  supponimus  b — a = c — b — d c etc.  — ^360°=  A) 
saepius,  siquidem  nondum  est  a = 0,  commodius  determinantur  per  formulas 

A + 2?cosXA  + Ccos2XA+Dcos3XA  + etc.  = P 
2?sinXA+ Csin2XA  + 2>sin  3X  A + etc.  = Q 

p = Pcosa — Qsina.  q — Psina+Qcosa,  sive  etiam  faciendo  — tangtp, 
atque  — 11.  per  has  p = 2icos{(p+a),  q = ii  sin  (9  + a). 


2». 

Exemplum.  In  commercio  literario  a clar.  barone  de  Zach  edito , vol.  X 
p.  18»  invenitur  tabula,  limitem  borealem  et  australem  zodiaci  Palladis  exhibens. 
Utriusquc  limites  declinatio  tamquam  functio  periodica  ascensionis  rectae  specta- 
tur , quae  in  tabula  illa  per  singulos  quinque  gradus  progTeditur.  Ad  illustra- 
tionem disquisitionum  praecedentium  applicationem  od  limitem  borealem  hic  fa- 
ciemus, cuius  itaque  declinatio  nobis  erit  X,  ascensio  recta  x.  Excerpimus  ex 
tabula  illa  periodum  sequentem  1 2 terminorum 


* 

* 

o" 

6°  4 8’  Bor. 

= — |—  408 

30 

1 29  ...  . 

. . + 89 

60 

1 6 Austr. 

. . — 66 

90 

0 1 0 Bor. . 

..  + 10 

120 

5 38  

. . + 338 

150 

13  27  

. . + 807 

160 

20  38  

. . +1238 

210 

25  11 

. . + 151 1 

240 

26  23  

. . +1583 

270 

24  22  

. . +1462 

300 

19  43  

. . +1183 

330 

13  24  

. . + 804 
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Distribuamus  hanc  periodum  primo  in  tres  periodos  quaternorum  terminorum 


o = 0° 

A =+  408 

o'  = 30° 

A'  = + 89 

a = 60“ 

.4“  = — 66 

b = 90° 

B = + 10 

b'  = 120° 

D'  = + 338 

b"  = 150“ 

B~  =+  807 

c = 180° 

C—  + 1238 

c'  = 210“ 

C'  = + 1 5 1 1 

e = 240° 

C"  = + 1583 

d z=  27  0° 

D = + 1402 

d'  = 300“ 

Z)'  = + US3 

d"  = 330“ 

D"  = + 804 

In  formula 

X'  = y+y'cos,r+y”co8  2 x 
+e'8in,r+8"sin  2,r 

iit  itaque 

y = K.4  + /J+C+D)  = 7 7 9\  5 

y'  — 4-(.4cosa+.Bcos&+Cco8c+Z)cosd)  = 4(.4 — C)  = — 415', 0 
8'  = +.4sina+.Bsinl>+C8inc+.Dsin<f)  = — D)  = — 726\0 

y’  = +_4cos2a+-Bcos26+Ccos2c+.Dcos2rf)  = +.4 — jB+C — D) 

=■  +4  3', 5 

8"  = +.48in2a+.Bsin26  + C8in2c  + .D8in2d)  = 0 
et  similiter  pro  periodo  secunda  ac  tertia.  Hoc  modo  emergit 


Pro  periodo 

ubi  y = 4 x 

7 

7’ 

8' 

7" 

8" 

prima 

0“ 

+ 779,5 

— 415,0 

— 726,0 

+ 13,5 

0 

secunda 

120° 

+ 780,2 

— 404,5 

— 721,4 

+ 9,9 

+ 17,1 

tertia 

240° 

+ 782,0 

— 413,5 

— 713,3 

+ 11,7 

— 20,3 

Hic  porro  exhibetur  y per  formulam 


sive  per 


+779',5  + 7S0,2  + 782,0) 

+ f (7  7 9,5 + 7 80, 2 cos  120° + 7 82,0  cos  240°)  cos  4 j 
+ K780,28inl200  + 782,08in240°)8in4x 

780,6 — 1 , 1 cos 4 x — l,0sin4,r,  et  perinde 
y'  per  — 411,0 — 4,0  cos  4 x+  5,2  sin  4 x 
8'  per  — 720,2 — 5,8cos4,r — 4,7sin4x 
y'  per  + 21,7  + 21,8cos4 x — l,lsin4.r 
8"  per  — 1,1+  1,1  cos  4 X+ 2 1,6  sin  4 x 


Quibus  valoribus  in  X'  substitutis  prodit  formula  1 2 valores  propositos  exhibens 


310 


XACHL.ABS. 


4-780,6 

— 411,0cosa:  — 720,2sin,r 

-f-  43,4cos2;r — 2,2sin2.r 

— 4,3cos3j4-  5,5  sin  3 j? 

— l,lcos4.r — t.0sin4j' 

4-  0,3  cos  5 x — 0,3  sin  5 x 

4-  0.1  cos  0x 

Distribuamus  secundo  eandem  periodum  in  quatuor  periodos  ternorum  termino- 
rum, quibus  singulis  itaque  per  formulam  primi  ordinis 

X' — y-f-ycos-r-f-^sit13, 

satisfaciendum  erit.  Hic  invenitur 


Pro  periodo  | 

ubi  y — 3x 

T 

y [ 8' 

prima 

0»  I 

4-776,3 

— 368,3  | —718.8 

secunda 

90° 

4-786,0 

— 414,5  — 676,0 

tertia 

180° 

4-785,0 

— 453,0  —721,1 

quarta 

270° 

4-775,0 

— 408,2  —765,0 

unde  deducuntur  formulae , sub  quibus  y,  y,  8'  exhibentur  sequentes : 

y 4-780,6 — 4,3cos3ar4~  5,6sin3.*4~<M  cos6;r 

y'. . . . — 41 1, 04-42, 3cos3x — 3,2sin3.r-|- 0,3cos 6 x 
8'.  . . . — 720,2-f-  1.2 cos 3 ,r4-44,58in3.i.,4-0,3cos6.t.’ 

His  valoribus  in  74-  ^"cos ^-(-«'sinu'  substitutis,  partibusque  ultimis  in  y,  y',  8', 
quae  cos  6*  continent,  secundum  praecepta  art.  26  tractatis,  prorsus  eadem  for- 
mula eruitur,  ad  quam  supra  pervenimus. 

29. 

Supersunt  casus,  ubi  in  functione  X vel  cosinus  vel  sinus  soli  adsunt,  quos 
inartt.  16,  17  generaliter  tractavimus.  Supponemus,  ut  inpraccc. , datam  esse 
periodum  > terminorum,  puta  X = A,  B,  C,  D etc.  pro  x = a,  b,  e,  d etc. 
Duo  vero  casus  hic  probe  distinguendi  sunt.  Aliter  enim  tractari  debet 

lmo  casus,  ubi  a est  complementum  alicuius  valorum  sequentium  b,  c.  d etc. 
ad  360®  vel  ad  0 vel  ad  multiplum  peripheriae.  Sit  hic  terminus  a 4-  * 360®, 
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atque  a+  ^ 360°-(-a  = l x 360*,  sive  a — (p/ — k)  -”.  Quare  in  hoc  casu  a 
per  P?  divisibilis  erit,  adeoquc  stupa  = 0 ; porro  habetur  b = (p/ — k -f-  2)  — , 
atque  sinp6  = 0.  et  perinde  de  sequentibus  c,  d etc.  Supponendo  itaque,  a 
esse  minorem  quam  P— , sed  non  negativum  (quod  permissum  est,  quum  ab  omni- 
bus a,  b,  e,  d etc.  multiplum  proxime  minus  totius  peripheriae  subtrahere  et  ex 
residuis  minimum,  quod  proprietate  illa  praeditum  erit  pro  periodi  initio  accipere 
liceat),  erit  vel  a = 0,  atque  b — - 360°,  c = -360°,  d — ~ 360°  etc. ; vel 

a = i 180*,  b = -180°,  c = — 1 80®!*  d = — 1 80°  etc. 
e , e . l*  l* 

aliter  2do  casus,  ubi  non  est  complementum  ullius  valorum  sequentium 
b,  c,  d etc.  ad  360*  vel  0 vel  multiplum  peripheriae.  Hic  a non  erit  divisibilis 
per  , adeoque  sinpa  — sinp6  = sinpc  = sin  pd  etc.  non  = 0. 

In  casu  posteriore  methodus  generalis  art.  1 6 statim  applicari  potest.  In 
priore  autem  ex  valoribus  o,  fc,  c,  d etc.  (quos  infra  360®  reductos  esse  supponi- 
mus), omnes  antea  reiicere  oportet,  qui  sunt  majores  quam  180°,  quippe  quorum 
complementa  ad  360®  inter  reliquos  reperiuntur ; insuperque,  quando  adsunt, 
valores  o et  180°.  si  in  functione  X sinus  soli  occurrunt:  sed  quoniam  applica- 
tio methodi  generalis  hac  ratione  minus  concinna  evaderet,  hunc  casum  alio  modo 
infra  absolvemus.  Initium  iam  ab  illo  casu  faciemus , ubi  sin  pa  non  est  = 0. 

30. 

Sit  primo  X functio  formae 

a + acos#-)- acos  2 #-j-a“'cos  Sar-f-  . ..  -f-  a"  cos  « # 
unde  esse  debebit  p = n + l.  Hic  habetur  per  lemma  secundum  art.  19 
(cos  f — cos  6)  (cos  f — cos  c)  (cos  f — cos  d)  etc.  = 

= 2*~^Hna  i sin  M “I”  2 sin(p — 1 )a  cos  /+ 2 sin(p — 2)a  cos  2 f-f-  etc.  -)-  2sin  a cos(p — l)f  j 

Facile  scilicet  confirmatur , productum  ex  aggregato  secundae  partis  huius  aequa- 
tionis per  cosf — cosa  fieri  = sina  (cos  p/  — cospa).  Quare  fit  quoque,  scri- 
bendo a pro  t 

(cos  a — cos  4)  (cosa — cosc)(cosa  — cosd)  etc.  = | sinpa-)- 2 sin  (p — l)acosa 

-)-2sin(p — 2}  a cos  2 a -f-  etc.  -f-  2 sin  a cos  (p — 1)aj 

Aggregatum  in  hac  expressione  fit  — psinpa,  ut  inde  manifestum  est,  quod 
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terminus  secundus  = einpa-|-sin(p — 2 )« 
ultimus  = sinpa — sin{p — 2)« 
porro  terminus  tertius  = sinpa-|-sm(p — 4 )o 
terminus  penultimus  — sinpu — sin  (p — 4)  a 
etc. 

Hinc  colligitur,  coefficientem  ipsius  A in  formula  art.  16  pro  T fieri 

^ ^ j sin  pa  -j-  2 sin  (p  - 1 ) a cos  2 sin  (p  — 2) « cos  2 f -f- ctc.  -f-  2 sin  a sin  (p — I )t  { 

Prorsus  similes  expressiones  proveniunt  pro  coCfticicntibus  ipsorum  B,  C,  D 
etc. , mutando  tantummodo  a in  6,  c,  d etc.  Quamobrem  statuendo 

e = — B C D -\-  etc.) 

t = jAsinjp — l)a-j-Usin(p  — l)6-f-Csin(p — l)e-4-Dsin(p — l)d+etc.  j 

t"  = jjlsin(p — 2)a-|- J5sin(p — 2)6  -p  Csin(p — 2)  c— |—  X>  siu([t.  — 2)d-+-etc.  j 
im  =:  -^~0 1 A sin  (p — 3)  a+2?  sin{p  — 3)6  -j-  Csin  (p  — 3)  c D sin(p  — 3 }(f  + etc.  j 
etc. 

*"  = (X  sin  a 4-2?  sin  6 -|-  Csine-t-Dsind-f-  etc.) 

erit 

T=  *+e’cos<+  e"cos  2 r — t”cos  31-)-  etc.  4~ 1" cos n t 

Quum  haec  formula  generaliter  pro  valore  quocunque  ipsius  i valere  debeat,  ne- 
cessario cum  X ideutica  fiet,  mutata  (in  r,  adeoque  coSfficientes  t,  t',  t"  ctc. 
ipsis  a,  a,  a etc.  resp.  aequales. 


31. 

Quum  per  praecepta  supra  explicata  functio  X'  formae 

y-f-  ycos  x -|-  y"cos  2 t -)-  ....  y”1  cos  m x 

4-8'8inx-f-<5”sin2x-|-  ....  -(-ii^sinwx 

quae  omnibus  p valoribus  propositis  satisfaciat,  et  in  qua  sit  M = ip — ■ i vel 
j p,  prout  p impar  est  vel  par : operae  pretium  est,  hanc  functionem  cum  functione 
modo  inventa 

t -f-t'cosx-f-  »"cos  2x-f-t"'cos  3x-f- . . . t“_l cos(p — l)x 
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comparare,  quam  per  X'  exprimemus.  Comparando  valores  cocfficientium 
y,  y,  8',  y”,  8”  etc.  in  artt.  20,  22  traditos  cum  valoribus  coSfficientium  c.  e'.  e"etc. 
modo  inventis , invenitur 


t = y 


t'  — y'  — 8'cotangpa, 

t**-1  = 8'  cosec  pa 

i = y"  — «"cotangpa. 

r1*- 1 = 8“  cosec  pa 

e"=  y”* — 8'"cotangpa, 

s**"-1  = 8"'cosecpa 

etc.  usque  ad 

tm__  ym — <-'mcotangpa, 

(f)*1*- " = 8 "cosec  p a 

Factor  1 ipsis  e"1  et  t1*-”  praepositus  tunc  tantummodo  valet , quando  p par 
est,  omittique  debet,  quando  p est  impar.  Quo  pacto,  in  casu  posteriore,  ubi 
p — m=«-|-l  manifesto  omnes  p coSfficientcs  t,  t',  t"  etc.  per  y,  y',  8' etc. 
determinati  sunt;  in  priore  vero,  ubi  m = p — m,  pro  coPfficientc  t*1*  valores 
duos  2 y***’ — 2 8'^cot pa , 28il‘cosecpn  habemus,  quorum  aequalitatem  ex  ae- 
quatione y^sin-J  pa  = 8'l‘cos| pa  facile  perspicere,  et  pro  quibus  igitur  etiam 
hunc  y11* — 8***cotgpo-)-8,|1co8ecpa  adoptare  possumus. 

Hinc  facile  deducitur , esse  in  utroque  casu 

X" — (X' — 8'sinx — 8'sin2x — 8msin3x — etc.  — 8msinmx) 

==  — cotgpa(8'cosx-|-8''cos2x-f-8"'cos 3x+  . . . +8mcos»»x) 

-f- cosec pa (8'cos [p — l)x+8"cos(p — 2)x-f-  . . . -|-8"co8(p — m)x) 


Hinc  patet,  X"  ex  X'  deduci,  si  pro  quovis  termino  8xsinXx  substituatur 


— cotgpa  8X  cos  Xx-|- cosec  pa  8X  cos{p — X)x 

sive 

— t*  eo«  |i  a cm  t x + i1  coi  (u  — X)* 

■injia 

cuius  praecepti  comparationem  cum  iis,  quae  in  art.  24  explicata  sunt,  lectoribus 
linquimus. 


32. 

Si  functio  X cum  cosnx  non  abrumpitur,  sed  ulterius  excurrit,  terminis 
sequentibus  per  a^cospx-J-aH^costp-f-lJx-f-  etc.  expressis,  habebimus 
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t = a-f-a^cospa-l-a^cos 2pa-+-  etc. 

e'  = |«'sin pa  -j-  a^1  sin  2 /Lia  -|-  a,|i+l  sin  3p  a -f-  etc. 

— a’1*- 1 sin  p a — a,[i_l  sin  2 n a — sin  3 f t a — etc.  | 

s"  — |a"sinpa-|-  n!l+,sin  2 pa  -t-a,|1+?. sin  3 p-j-  etc. 

— a,,t— 1 sin  p a — a,,t— ’ sin  2 fi  a — a*1*- * sin  3 p a — etc.  | 
etc. 

t1*- * = Ja1*- ,sin(ua-J-al!‘'_'1siu2fifl-j-aS|*— 'sin3jti.a+  etc. 

— al‘+'  sin  p a — a,!*+l  sin  2 fi  a — alfl+'  sin  3 fi  a — etc.  j 

ex  quibus  formulis  iudicari  potest,  quatenus  differentiam  cogfficientium  »,  e”,  t"etc. 
a veris  a,  a,  a"  etc.  negligere  liceat.  In  hoc  itaque  casu  functio  X"  non  erit 
X ipsa,  cum  qua  tamen  in  eo  convenit,  quod  omnibus  p valoribus  propositis  sa- 
tisfacit. Omnes  autem  similes  functiones  his  valoribus  satisfacientes  sub  forma 
X"+ F(cosp,» — cospa)  contenti  erunt,  designante  Y functionem ■ indefinitam 
arcus  x eiusdem  formae  ut  X,  scilicet  a sinubus  liberam.  Functio  X"  erit 
unica  ordinis  fi — 1 11 : quaevis  alia  similis  valoribus  datis  satisfaciens  ad  or- 

dinem altiorem  ascendet.  Quodsi  talis  functio  X"  aliunde  constaret,  omnes 
similes  functiones . per  quos  valores  dati  repraesentantur , in  hac  quoque  forma 
X'”-)-  F(cos  p x — cospa)  contenti  erunt,  poteritque  Y ita  determinari,  ut  functio 
adordinem  p — 1,um  depressa  prodeat,  quae  erit  ipsa  X".  Methodus  vero  fa- 
cillima ad  hunc  finem  ridetur  esse,  si  primo  ex  X"  derivetur  X'  per  art.  24  at- 
que hinc  X"  per  art.  31.  Sit  itaque  terminus  quicunque  in  X’"  L cos X x,  jwna- 
turque  X = Ap-j-X',  ita  ut  sit  X'<p  atque  k integer.  Tunc  per  art  24  pro 
illo  termino  scribi  debebit  in  X' 

Lcos  ApacosXx — Lsin Apasin X'x,  si  X'<4p,  neque  vero  X' = 0 
Lcos(A-|-l)pacos(p — X'),r-|-.Lsin(A-|-l)pasin(p — X')a?,  si  X'>Ip 
Lcos}  pacosiA'-|-|)pacos  J px-|-2,sin  lpacos(A--)-4}pasin4p*,  si  X’  = 1 p 

Hinc  autem  prodit  in  X",  per  art.  praee.  in  casu  primo 

L ros  k p a cos  X'x  -\-L  sin  Ap  a cotang p a cos  X’r — Lsin  Apacosecpa  cos  (p — X')  j; 

in  casu  secundo 

Lcos(A-|-f)pncos(p — X')* — Lsin  (A-f-t)pacotgpacos(p  — X’)x 
-f-  L sin  (Ar-f-l)pacosecpacosX's? 
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in  casu  tertio 

2.  cos  1 pacos(A:-t-l)pa  cos^px  — L sin  J p a cos  (k  -}-  -f)  p a cotg  p a cos  ( p,r 
-t-  L sin  Ipa  cos  (i -j- 1) / 1 a cosec p a cos  } p x 

quae  expressio  in  omnibus  tribus  casibus  reducitur  ad 

— £sin&|*acAn(|i — X')* 
sin  {ia 

Quoties  autem  X'=0,  habemus  in  X'  simpliciter  L cos  kii  a , qui  termi- 
nus sine  variatione  in  X”  retinetur. 


33. 

Sit  secundo  X functio  formae 

{Tsinx-f- 6”sin 2 x+  6”sin 3*-}"  etc.  -j-Csinnx 

unde  esse  debebit  p = n.  Hic  fit,  ex  art.  30,  coCfficiens  ipsius  A in  formula 
secunda  art.  1 6 pro  T 

— x Uni  (s'nPa  + 2 sin  fp — l)a  cos  f-+-  2 sin  (p — 2)  a cos  2 f-f-  etc. 

+ 2 sin  acos  (p — l)f) 

= ^5^(2  cos(p— l)asin/+2cos(p — 2) a sin  2 f-f-  2 cos  (p — 3)asin3f-|-  etc. 

-f-  2 cos  a sin  (p — 1 ) /-(-  sin  p t ) 

Prorsus  similes  expressiones  pro  conficientibus  ipsorum  B,  C,  D etc.  prodeunt, 
mutato  tantummodo  arcu  a in  6,  c,  d etc.  Quamobrem  faciendo 

C’  = K,in~  cos(p — 1 )a  + B cos  (p — 1}6  -J-  Ccos(p — l)c-f-J?cos(p — IJd+etc.j 

C"  = A cos  (p — 2)o  B cos  (p — 2)6  -p  Ceos  (p — 2}c  — D cos  (p— 2)d-J-  etc.  j 

= pl iu ,» a I cos  (l1 — 3)a  + B cos  fp — 3)6  -+-  Ceo  8 (p — 3)c  -f-  D cos  (p- — 3 )d  -f-  etc.  j 
etc. 

C14- ’=  j ri.  cos  a + £ cos  6 -f-  C cos  c + D cos  d-\~  etc.  j 

C*  = in£jri+iH-c+i>+  ctc-i 

erit 

T = C"sin  t+  I"sin  2 / -f-  '"sin  3 f-|-  etc.  -J-C^sinpf 

Quum  haec  formula  generaliter  pro  valore  quocunque  ipsius  t valeat , necessario 
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cum  X identica  erit,  mutando  t in  x,  unde  coefficientes  4",  4”  etc.  ipsis 
6',  6",  6"  etc.  resp.  aequales  erunt. 


V 

34. 

Si  ut  in  art.  3 1 omnibus  valoribus  propositis  per  functionem  talem 

X’  = y-f-y'cosx+y"cos2x+  etc.  -^-ymcoamx 
+s  'sinx-+-$”sin2x-|-  etc.  -|-8msinmx 

satisfactum  est,  existente  m = |p — | vel  — Jp , prout  p,  impar  vel  par  est, 
comparatio  huius  functionis  cum  hac 

X"  — C'sinx+4“8in  2x+C‘"siu  3x-J-  etc.  -J-C^sinpx 

quam  in  art.  praec.  eruimus , hasce  aequationes  suppeditant : 


C1*  = y cosec  1“  a 

C'  = 8'  + / cotgpa. 

C*1-1  = y cosec  p a 

C"  = 8"+y”  ootgpa, 

= Y”cosecfjia 

C”—  8"-f-Y”cotgpa, 

t1*- 3 = Ycosccfia 

etc.  usque  ad 

(•J-)C"=  8”'-|-  Ymcotgpa, 

( 1 ) C**— **  — y”’  coscc  p a 

ubi  factor  f conficientibus  C*.  C1-”  praepositus  pro  eo  tantum  casu  valet,  ubi  p 
par  est,  pro  altero  vero,  ubi  p impar  est.  omitti  debet.  In  casu  itaque  posteriore 
ubi  p — m = m-j-t,  pro  quovis  conficiente  C',  C”  etc.  valorem  unum  per  y,  y\  y" 
etc.  et  8\  8" etc.  habemus;  in  priore  vero,  ubi  p — i»  = m,  pro  conficiente  £*** 
duos  aequales,  pro  quibus  etiam  valor  S^  + T^cotgfMt+Y^cosecpo  adoptari 
potest.  Hinc  colligitur 

X"  = X' — -y — ycosx — y"cos2x — etc.  — •fmooamx 
-f-  cotgpa(y'sinx  -)-  ^"sin  2x-f- ^“sin  3x-+-  etc.  -f-Y**8*11  m*l 
4-cosecpa(ysinpx-f-Y'sin(p — l)x-PY*siu(p—  2)x+  etc.  + y^^sinjp — m)x) 

Quamobrem  ex  X'  producitur  X“,  scribendo  pro  y<  ycosecpasinpx  = 
et,  pro  quovis  termino  y^cosXx 
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Y*cotgp«sinXx-|--}'*'co$ecpasin  {p — X)  x sive  ~°*  — l""n — — 
quod  praeceptum  lectores  cum  iis.  quae  in  art.  24  tradidimus,  ipsi  comparent. 


35. 

Si  functio  X cum  sin n x non  abrumpitur,  sed  ulterius  excurrit,  terminis 
sequentibus  per  e1*+1sin(p-|-l)x-rdsl+,8in!'p-t-2)x  etc.  expressis,  habebimus: 

C’  = fS'  sin  pa  -(-  f?'1-*'1  sin  2u  a -f- £,|1+’ sin  3 p a -f-  etc. 

-f-  g*i*  * sin  /ja-\-  o,|1— 1 sin  2pa  1 sin  3 pa+  etc.  | 

£"  = ({Tsinpa-f-ij^sin  2fta-4-S*,*+*sin  3pa-+-  etc. 

* sin^a_j_^*i*— * sjn  2 pa+£,ii— * sin  3pa-f-  etc.} 

C“=  <.n'—  [$“sinpa-|- C!‘+5sin 2pa-(-£,|‘+58in 3pn-f-  etc. 

-f-  C *■*“*  sin  p a -f-  e35*- 1 sin  2 p a + c,!*— ’ sin  3 p a -f-  etc. } 
etc.  Pro  coPfficiente  ultimo  autem 

C*1  = sin  Pn  ~h  £***  sin  2 p a -|-  C11*  sin  3pa  -|-  etc.) 

Hae  formulae  ostendunt,  quatenus  differentia  inter  X et  X"  negligi  possit. 
Haec  posterior  formula  simplicissima  erit  inter  omnes  similes,  per  quas  p valori- 
bus  propositis  satisfit;  hae  vero  omnes  in  formula  X”-J-  Ysinx(cospx — cospa) 
contentae  erunt,  designante  Y . ut  in  art.  32  functionem  indefinitam  arcus  x a 
sinubus  liberam.  Et  generaliter,  si  X ” est  functio  quaecunque  eiusdem  formae 
ut  X,  i.  e.  solos  sinus  continens,  per  quam  p valoribus  datis  satisfit,  formula 
X '"-f-  Ksi  n x (cos  p x — cospa)  omnes  huiusmodi  functiones  continebit,  quae  si  Y 
rite  determinatur,  ad  ordinem  plura  deprimi  potest,  quo  pacto  necessario  functio 
X"  ipsa  prodire  debet.  Prorsus  simili  modo  ut  in  art.  32  regula  generalis  sequens 
ad  hunc  finem  eruitur : Pro  quovis  termino  in  X”*  tali  Z>sinXx,  ubi  X est  maior 
quam  p,  substituere  oportet  in  X",  faciendo  X = Arp+X\  ita  ut  A:p  sit  mul- 
tiplum ipsius  p proxime  minus  quam  X adeoque  X'  inter  limites  t et  p incl. 
situs , terminos 

r ain(A+i)ua  • , T sin  Au  a • , w» 

j L — . —■ sm  X<g-f-  L - . - sm  (a  — X).r 
qui,  quoties  iit  X'=  p,  ad  unum  Z/^A^sinpx  reducuntur. 
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36. 

Transformationes  in  art.  praec.  atque  in  art.  32  traditae  concinnius  ex  theo- 
remate quodam  generali  deduci  possunt,  quod  quum  per  se  quoque  satis  elegans 
sit,  paucis  hic  adhuc  attingemus. 

Theobema.  Designantibus  X,  X,  X"  numeros  integros  quoscun/pte . p numerum 
integrum,  qui  differentias  inter  illos,  X — X,  X" — X',  X — X'  metitur  [e.  g.  unitatem], 
x arcum  indefinitum,  a arcum  definitum:  functiones 

P = sin  (X' — X”)  a cos  X x -f-  sin  (X" — X)acos  X’x  sin  (X  — X')  a cos  X"x 

Q = sin  (X’ — X" ) a sin X x sin  (X" — X)asinX'x-f-sin(X — X')acosX"x 


per  cospx — cos  pa  erunt  divisibiles. 

Demonstr.  Quando  X per  p divisibilis  est,  ideoque  etiam  X,  X”  per  p di- 
visibiles erunt,  facile  confirmatur,  valorem  ipsarum  P , Q,  si  substituatur  x — a, 
esse  identice  = 0;  quare  P non  mutabitur,  si  pro 


cosXx  substituitur  cosXx — cosXa 
cos  Xx  cos  Xx  — cosXa 

cos  X"x  cos  X'x  — cos  X"a 


neque  Q.  si  pro 


sinXx  substituitur  sinXx — 

•in  jAfl 

• x*  ‘ i iin 

SinAsT  8111 K X — . ---  - 


sin  X'x 


sinX"x- 


>m|>a 


Sed  hae  sex  expressiones  per  cos px — cospa  divisibiles  sunt,  quod  pro  va- 
lore  positivo  ipsius  X de  prima  et  quarta  ostendisse  sufficit.  Scilicet  facile  per 
multiplicationem  confirmatur,  esse 
sin  p a (cos  X x — cos  X a) 

= (cos  p x — cos  pa)  1 2 sin  p a cos  (X  — p)  x -f-  2 sin  2 p a cos  (X  — 2 p)  x 

-|-2sin3pacos(X — 3p)x-(-  etc.  -|-28in(X  — p)acospx-f-sinXa( 


sin  pa  sinXx — sinXasinpx 

= (cospx  — cospa)  j2sinpasin(X — p)x-j-  2sin2pasin(X  — 2p)x 

-f-2sin3pasin(X  — 3p)x-f-  etc.  -f- 2 sin (X->-p)asinpx) 

Casus , ubi  X est  negatu  us , ad  hunc  sponte  reducitur,  liinc  patet , functiones 
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P , Q ex  partibus  per  cospx — cospa  divisibiles  compositas,  ideoque  ipsas  quo- 
que per  hunc  divisorem  divisibiles  esse. 

II.  Quando  X per  p non  est  divisibilis,  sit  l numerus  integer  arbitrarius 
per  p divisibilis,  ponaturque  X = 1+0.  X'  = f- 8 , X"=r-f-6,  unde  etiam 

l\  l'  per  p divisibiles  erunt,  lam  patet,  si  ponatur 

sin  (/’ — /”)ocos/x-)-siii(r — /Jacos/x+sin  [l — l')acosl"x  — P' 
sin  (i* — /")asin/x+sin(/" — l)a  sin  Cx-|-  sin  (l — l')a  sin  l"x  — Q' 
fieri  . 

P = P' cos0x — 0'sinfJx,  Q = P'sin0x-|-  Q'cos0x, 

atque  functiones  P',  Q',  quippe  quae  sub  casum  primum  iam  absolutum  per- 
tinent, per  cospx — cospa  divisibiles:  hinc  manifesto  etiam  P et  Q per 
cospx — cospa  divisibiles  erunt.  Q.  E.  D.  Ceterum  demonstratio  casus  primi  ita 
perfecta  est,  ut  non  sine  quibusdam  explicationibus  applicari  possit,  quoties 
sinpa  — 0;  tunc  vero  fit  P=  0,  Q = 0,  ita  ut  demonstratione  omnino  non 
opus  sit. 

Quodsi  itaque  ponitur  X — X'=itp,  X — X"  = (A  — f—  1 ) p.  patet,  (>er  cospx — cospa 
divisibiles  esse 


sinpa  cos  Xx — sin  (A  -(-  t)pa  cos  X'x+  sin^pa  cos  (X' — p)x 
sinpa  sinXx — sin(A+1)pasinX'x-)-sinA:pasin(X' — p)x 


adeoque  etiam 


cosXx 

sinXx 


‘in  [k  -1- 1)  u a oos  )'x  — sin  kp,  n eos  (fi  — X')  x 
linfi* 

sin  (*-f  i)fia  sinXx  -f  sin  k \xa  sin  (fi  — X')x 
sin  fi  a 


unde  ratio  substitutionum  in  artt.  32,  35  statim  elucet:  quotiens  enim  ex  divi- 
sione posteriore  e solis  sinubus  constabit,  adeoque  manifesto  denuo  per  sinx  di- 
visibilis erit. 

37. 

Iu  artt.  30 — 38  supposuimus,  sinpa  non  esse  =0:  superest  itaque,  ut 
easdem  disquisitiones  pro  eo  casu  resumamus,  ubi  sinpa  = 0.  Ilie  statim  sup- 
ponemus , esse  a = 0 , vel  a — 
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•Sit  primo  X functio  formae 

y -f- y'cos  x -f-  y”co8  2 x -f-  etc.  + y"cos  n x 

adeoque  multitudo  coSfficientium  incognitorum  = 1 -j-  n.  Iam  scimus,  ex  omni- 
bus valoribus  propositis  functionis  X eos  reiici  debere,  qui  respondent  valori 
ipsius  maiori  quam  ISO0:  quatuor  itaque  casus  hic  sunt  distiugueudi : 

t)  quando  p par,  atque  a — 0,  erit  180°  valor  J p -f- 1 lu*  ipsius  x;  quare 
quum  sequentes  reiici  debeant,  remanent  valores  ^p-j- 1 . Ilinc  esse  debebit 

” = it1- 

2)  quando  p par,  atque  a = — , valor  ^ptu*  ipsius  x erit  ISO0 — ; 

sequentes,  qui  fiunt  maiores  quam  ISO0,  reiieiendi  sunt.  Hinc  esse  debebit 

« — ip— 1- 

3)  quando  p impar  est,  atque  a=0,  fit  valor  ^p-t-^'"*  = ISO0 — 1 -,  et 

4)  quando  p impar  est,  atque  a = — — , fit  valor  ^ p J-tu‘  — 180^:  se- 
quentes in  utroque  casu  reiici  debent,  adeoque  erit  n — Jp — J. 

Iam  quoniam  methodus  in  praccc.  adhibita  ad  casum  praesentem , ubi  pars 
v&loruui  datorum  a periodo  completa  antea  rescindenda  esset,  non  sine  quibus- 
dam ambagibus  applicari  posset,  methodum  sequentem  praeferimus. 

Si  per  praecepta  artt.  20,  22  functio  formae 

y + ycos  j;  -f  y "cos  2 .r + etc.  ymcosm t 

-f-8'sin,r-f-S"sin2.r-f-  etc.  -f-^siumj: 

investigatur,  per  quam  omnibus  p valoribus  datis  satisfit,  et  in  qua  m — |p  — £ 
vel  = ^p,  prout  p impar  est  vel  par,  coOfficientes  £',  etc.  sponte  fient 

=r  o.  Nullo  enim  negotio  patet,  in  expressione  tali 

CsinXc-l-iXsinXd-j-  etc. 

fieri  vel  partem  primam  = 0,  atque  ultimam  =.  — TlsinXA,  penultimam 
= — CsinXc,  antepenultimam  = — DsinXd  etc.  puta  quando  a = 0;  vel  ulti- 
mam = — AsinXa,  penultimam  — — ZJsiiiX  A,  antepenultimam  = — CsinXeetc., 
quando  a — ' quum  pro  talibus  valoribus  ipsius  x,  quorum  alter  alterius 
complementum  ad  360°  est,  valores  functionis  X aequales  sint.  Quamobrem 
functio 

X'  = y + y'cosj:-(-y"co8  2x4-  etc.  -j-y™cosmx 
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g^[ua  coGfficientes  y,  y.  y"  etc.  determinantur  per  formulas 
y =i.(^+B-HC+D+etc.) 

y' ^ (ri  cos  a jocosi  -f-Ccosc  +Z)cosrf  + etc.) 
y"  — {/icos2a-f- B cos  i b C cos  2 c Dcos2rf-f-  etc.) 
etc.,  ultimus  autem , quando  p par  est  atque  adeo  m — j>cr  hanc 
ym  = — (Acosma  -\~B  cos  m 6-)-  Ceos  dic  -1-  Deos  md-\-  etc.) 

necessario  cum  functione  X identica  erit,  siquidem  haec  non  est  gradus  altioris 
quaui  supra  definivimus.  Namque  in  casibus  3 et  4 X est  ordinis  Ap — i.  e. 
eiusdem  ut  X'  et  proin  per  art.  24  cum  X’  identica.  In  casu  primo  X est  eius- 
dem ordinis  ut  X'  et  in  casu  secundo  non  maioris,  quare  tum  hic  tum  illic  omnes 
termini  saltem  usque  ad  ordinem  J p — l,um  in  utraque  functione  convenient 
(art.  24).  Terminos  ordinis  £ pn  in  his  functionibus  quoque  convenire  debere, 
inde  per  eundem  art. 24  patet,  quod  in  X aequatio  conditionalis  A'sin ma  — L cos ma 
locum  hubet;  scilicet  fit  L =■  0,  atque  in  casu  primo  sium  a = 0,  in  secundo, 
ubi  X ad  ordinem  ^p — l tantummodo  ascendit,  K = 0.  Ceterum  in  casu 
secundo  X’  ordinis  altioris  esse  videtur  quam  X,  sed  in  hoc  casu  terminus  or- 
dinis ^ pl‘  in  X’  quoque  evanescit,  quum  fiat 

y,!1  = l(Xcos90#+jBcos270#-f-Ccos450*-)-Dco86300-f-  etc.)  = 0 
ita  ut  in  hoc  quoque  casu  X'  revera  sit  ordinis  m — t!l  sive  ^p — lu. 

38. 

Si  functio  X cum  termino  cornix  non  abrumpitur,  sed  ulterius  excurrit: 
denotatis  terminis  sequentibus  per  a*'1"1  cos  {»+ 1 )x-f-  a"+’cos  (n  -f-  2)  x-(-  etc.  erit 
per  artt.  21.  23 

y = a +a1‘  +a,|‘  + etc. 
y = a ±ai‘-,+ai,+l+n'i1-'+a,'‘+,+  etc. 
y"  = a ± a**-1 + + a,'‘~’ + a,|*+I  + etc. 
y"=  a''+a!‘-J  + a'‘+*+a1'‘-5-i-a,(l+,+  etc. 

et  sic  jiorro  usque  ad  ultimum  ym,  quando  p impar  est,  vel  ad  penultimum 
y”*- ',  quando  p par  est;  signum  inferius  hic  valet,  quoties  a = adeoque 
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in  casu  2 et  4.  superius  in  casu  t et  2;  denique  pro  ultimo  habebitur  in  c^u 
primo 

ym  = a”'-f-aSl"-|-a4’"-j-  etc. 

in  casu  secundo  autem  0.  Hae  aequationes  ostendunt,  quatenus  differen- 

tiam iuter  functiones  X et  X'  negligere  permissum  esse  possit.  Haec  posterior 
functio  inter  omnes,  quae  p valoribus  propositis  satisfaciunt,  simplicissima  erit, 
quae  omnes  sub  forma  X'-f-  Fsin(ip.r — J pa)  contenti  erunt,  quae  in  casu 
1 et  3 ad  X'-f- Fsin^px,  in  casibus  2 et  4 vero  ad  X’-f-  Fcos  Jpx  reducitur. 
Manifesto  autem,  si  haec  expressio  eiusdem  formae  esse  debet  ut  X i.  e.  a sinu- 
bus  libera,  F esse  debet 

in  casu  primo  formae  g sin  x -j-^’sin  2x+^"sin  3<r-f-  etc. 

in  casu  secundo  formae  g -j-ycos,r  -)-^"cos  2x-(-  etc. 
in  casu  tertio  formae  ^sin^x+ysinf «-(-^"sin  j j?-f-  etc. 
in  casu  quarto  formae  iycos^J.’-|--y'co8f.r-}-ycosf  etc. 

Et  generalius,  designante  X”  functionem  quamcunque  ipsi  X similem,  quae  p va- 
loribus propositis  satisfacit,  omnes  huiusmodi  formae  sub  formula  X"-)-  Fsin  f px 
vel  X*-+-Fcosfpx  contentae  erunt,  ubi  F functionem  indefinitam  eius,  quam 
modo  docuimus  formae  designat.  Hoc  ita  perficere  licet,  ut  sic  functio  ad  ordi- 
nem £p,  |p — I,  Jp  — |,  1 p — J depressa  prodeat,  quae  manifesto  cum  X' 
identica  erit.  Regula  autem  generalis  pro  reductione  talis  functionis  X"  ad  X' 
ex  art.  24  facile  deducitur.  Pro  quovis  termino  XcosX*  in  X"  substitui  debet 
in  X’,  facto  X = A:p+X',  ita  ut  X'  non  sit  maior  quam  tp,  terminus  +//cosX'a?, 
ubi  signum  inferius  accipiendum  est,  quoties  simul  a = — atque  k par,  su- 
perius  in  casibus  reliquis;  denique  quoties  in  casu  secundo,  i.  e.  pro  a — ■— 
et  valore  pari  ipsius  p,  evadit  X' = jp,  pro  /.cosXj  statim  poni  debet  0 in 
X',  sive  terminus  ille  omnino  negligi. 


39. 

Si  secundo  functio  X est  formae 

C,8inj;-|-6’'sin2jr-l-b“,sui3,r-l-  etc.  -f-6"sin»j 
adeoque  multitudo  coSfficientium  incognitorum  = i»,  etiam  multitudo  valorum 
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datorum , subductis  superfluis . esso  debebit  = x , ut  ad  conficientium  determi- 
nationem completam  suficiant.  Iam  quum  ut  superflui  in  hoc  casu  reiiciendi  sint 
valores  functionis  X ii,  qui  respondent  valori  ipsius  x maiori  quam  180°  nec 
non  valori  0 et  <80°,  habebimus  pro  quatuor  casibus  supra  distinctis: 

1.  quando  p par,  a = 0,  erit  *i  = £p — 1 

2.  quando  p par,  a — erit  n — 

3.  quando  p impar,  a — 0,  erit  » = 4p — £ 

4.  quando  p impar,  a — erit  n = Jp — 4 

Iam  prorsus  simili  modo  ut  in  art.  37  , in  functione 

• y + y'cos x + y"cos  2 x + etc.  + y^cosmx 

+ 8'sinx  + 8"sin  2x+  etc.  + 5'nsininx 

ad  nonnam  artt. 20,  22  eruta,  quae  omnibus  p valoribus  satisfacit,  et  in  qua  m 
vel  = ^P — i-  vel  = 4 p . conficientes  y,  y',  y'  etc.  sponte  evanescent.  Quum 
enim  in  serie  A,  D,  C,  D etc.  vel  termini  ultimi  ordine  retrogrado  in  casu  prae- 
senti vel  liant  = — D,  — C,  — D etc.  vel  = — A,  — B,  — Cete.,  prout  a = 0, 
vel  = , insuperque  pro  illo  casu  .4  = 0,  manifesto 

-4cosXa  + .BcosX6+ CcosXe+ DcosXd+  etc. 

pro  quovis  valore  ipsius  x erit  = 0.  Quamobrem  functio  X'  = 

8'sinx+8'sin2x  + 8’"sin3x+  etc.  + 8msinmx 

in  qua  coCfficientes  8\  8",  8"  etc.  determinantur  per  aequationes 

8'  = i(^lsino  +i?sin6  +Csinc  +Z)sind  + etc.) 

8"  = ’+lsin  2a  + JJsin  2 i+  Csin  2c  + Dsin  2d+  etc.) 

8"=  ^-(.AsinSa+Zisiu  3 6+ Csin  3c  + Dsin3d  + etc.) 

etc.,  ultimus  autem . quando  p paresi,  adeoque  m = J p,  per  hanc 

8m=  ^ (^4sLn»fi  + fi.dn»i6  + Csinmc  + Dsin»id+  etc.) 

necessario  cum  X identica  erit,  quod  eodem  modo,  ut  in  art.  37,  facile  demon- 
stratur. Ceterum  functio  X'  in  casu  primo,  ubi  a = 0,  p par,  revera  ad  or- 

41  * 
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clinem  |(i — 1 tantum  ascendit,  quum  fiat 

Cm  — (AsinO-J-lisin  180“-f-Csin360l,-f-Dsin540°-f-  etc.) 

.=  0 


40, 

Si  functio  X non  est  ordinis  nu,  ut  supposuimus,  sed  ulterius  excurrit,  ae- 
quationes sequentes  docebunt,  quomodo  differentia  inter  X'  et  X a coSfficienti- 
bus  sequentibus  pendeat  (v.  artt.  21,  23) 

6'  = 6’  q:  6^-’  + 6**+l — g«e+i  q;  etc 
$“  = g"  =p  gn->  + g^+!  — g*-»  + 6^+*  + etc. 

8~=z  6 -q; g;*-j _j_ ge-w _ _j_ g»e+* q-  etc. 


et  sic  porro  usque  ad  ultimum  0m  vel  penultimum  1 , prout  p impar 
est  vel  par;  signa  superiora  hic  valent,  quando  a = 0,  inferiora,  quando 
a = denique  pro  ultimo  habetur  in  casu  (1)  Sm  — 0.  in  casu  (2)  vero 

im  = g1” — g^-f-g5" — g7m-f- etc.  Omnes  functiones  periodicae,  per  quas 

p valoribus  propositis  satisfit,  et  ex  quibus  X'  est  simplicissima,  sub  forma 
X'-{-  Fsin  (F  px — j p<i)  sive  generalius  sub  forma  X'-|-  Fsin(f  px  — } pa)  con- 
tentae erunt,  designante  X " functionem  talem  quamcunque,  quae  formula  pro 
casu  1 et  3 ad  X"+  Fsin  f px,  pro  casu  2 et  4 autem  ad  J'c&s  J px  redu- 

citur; Y vero,  siquidem  alias  functiones  non  consideramus,  nisi  quae  ipsi  A' 
sunt  similes,  i.  c.  e solis  sinubus  compositae,  neeessario  debet  esse: 


in  casu  1 formae 
in  casu  2 formae 
in  casu  3 formae 
in  casu  4 formae 


g -(-_9'cos x -+-^"cos2x-|—  etc. 
g sin x + ^'sin 2x y*sin 3 x etc. 
^cos  J x-(-y'cosf  x-+-^r"co8ix-f-  etc. 
y sin  |x-f-jfsin  } x+y"sin  J x-+-  etc. 


Functionem  Y hic  ita  determinare  licebit,  ut  prodeat  functio  ad  ordinem 
J-p — 1,  |p,  }p  — | , | p — } depressa,  quae  cum  X'  necessario  idcntica  erit. 
Pro  reductione  functionis  X"  ad  X'  regula  generalis  sequens  habetur: 

Quivis  terminus  in  X"  talis  LsinXx  = Jysin^p  + fc')*,  transmutetur  aut 
in  + L sin Xx  (quoties  a — 0,  vel  k par),  aut  in  q^LsinXx  (quoties  nec  a = 0. 
nec  k par.  i. e.  quoties  simul  a — atque  k impar}:  deuique  quoties  in  casu 
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primo  i.  e.  pro  a = 0,  et  valore  pari  ipsius  jt  evadit  X'  = } p,  terminus  /ssinkx 
omnino  destruatur. 


41. 

Quum  omnes  casus  speciales  in  artt.  29 — 40  considerati  ad  casum  genera- 
lem in  artt.  20 — 28  absolute  reducti  sint,  omnia  artificia,  per  quae  in  hoc  casu 
calculus  abbreviatur,  qualia  in  artt.  25.  26,  27  explicavimus,  etiam  ad  illos 
applicari  poterunt.  Quamobrem  non  opus  erit,  huic  disquisitioni  immorari,  cui 
sequens  exemplum  ad  artt.  39,  40  pertinens,  finem  imponet. 

Aequatio  centri  pro  novo  planeta  Iunone,  adhibita  excentricitate  0,254236, 
calculata  est  per  methodum  indirectam  per  singulos  denos  gradus,  ut  sequitur 


\nomulia  media  — x 



Aequatio  Centri  = X 
-1- 

0° 

360* 

0 

0 

><> 

350 

3° 

50' 

3S“30  . 

. ..  I3838"30 

20 

340 

7 

38 

21,47  . 

. ..  27501,47 

30 

330 

1 1 

20 

8,79  . 

. . . 40808,79 

40 

320 

14 

52 

48,06  . 

. . . 53568,06 

50 

310 

18 

12 

49,21  . 

...  65569.21 

60 

300 

21 

16 

17,02  . 

. ..  76577,02 

70 

290 

23 

58 

42,92  . 

. ..  86322.92 

80 

250 

26 

14 

55,85  . 

. ..  94495,85 

90 

270 

27 

58 

52,36  . 

. . . 100732.36 

100 

260 

29 

3 

28,13  . 

. . . 104608,13 

110 

250 

29 

20 

33,68  . 

. . 105633.68 

120 

240 

28 

41 

2,10  . 

. . . 103262.10 

130 

230 

26 

55 

22,77  . 

. . . 96922,77 

140 

220 

23 

55 

2,70  . 

. ..  86102,70 

150 

210 

19 

35 

0,79  . 

...  70500,79 

160 

200 

13 

57 

40,52  . 

...  50260.52 

170 

190 

7 

16 

58,33  . 

...  26218,33 

180 

180 

0 

0 

Discerpimus  hanc  periodum  36  terminorum  in  sex  minores  senorum  termi- 
norum; valores  seni  functionis  X in  singulis  periodis  contenti  exhibebuntur  per 
formulam  talem 

/ . 

y -|-  y'coa  x y "cos  2x-(-  y"cos  3 x 

-f-£'sin.r-|-6"sin  2jr-f-£"'sjn  3.r 
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ubi  pro  coSlficientibus  y,  y,  c etc.  valores  sequentes  invenimus : 


Periodu* 

V = lr  T 

1 

t"  I r 

V 

»• 

prima 

1 . 

0 

0 0 

— 103830,160 

-MS40M3» 

0 

«e  eunda 

i «0 

-f  s»w205 

— 2I7"707 

, 4-  781*07 1 ! — 1528,035 

— 103937,340 

tutu,:» 

— 092,607 

tertia  1 

120 

! -f  »«.  iis 

— 217, 407 

1 4-760,805  | — 1027,307 

— 104101,314 

+ 1«T«»,40I  1 

— 2640,530 

quarta 

180 

, 0 

0 

0 0 

— 104209,100 

+nuj,»i»  j 

— 3020,7  40 

quinta  1 

240 

j — 56,110 

— 2t7, 487  ; 

— 700, 805  ! 4-  1027,307 

— 104101,314 

— 2640,030 

■exta 

■100 

• — 0«,203 

— 217,767  1 

— 701,671  | 4-  1028,020 

1—103037,340  4-14041,387' 

— «92,607 

Singuli  coSfficientes  y,  y,  y“,  ym,  8’,  8".  8”  rursus  sub  formam  talem 

e -|- e' cos  6 a- + e"  cos  1 2 ® 4“  e'”cos  I S x 
— (—  C'®ia  6 js— f-  ^"sin  1 2®4-C"’sin  18® 


reducentur:  nullo  vero  negotio  |>erspicitur , pro  quatuor  prioribus  evanescere  de- 
bere e,  e',  e',  s“;  et  pro  tribus  posterioribus,  £',  C".  C-  Hoc  modo  invenitur 
y =2.  -f-  64",S48sin6®4-0",052sin  1 2® 

y'  = — 25l",277sin6®  — 0", 167 sin  12® 
y"  = -f-  879",002sin6®4-0",500sin  12® 
y”  =.  — I764",511sin6x  — 0",824sin  12® 

8'=  — 104044”, 204-+-  21  3",988cosC®-f- 0*,1 32 cos  I 2®-f-0".000cos  1 8® 
8’= 16275", 159—  868", 020  cos  6® — 0",489  cos  1 2®' — 0", 003  cos  18® 
8"-=  — 1763",689  + l762",868cos6®4-0',819cosl2®-(-0",002coslS® 


His  valoribus  pro  y,  y etc.  substitutis , pracceptisque  art.  praecc.  observa- 
tis, prodit  fuuctio  sequens  pro  aequatione  centri,  in  qua  singuli  coSfficientes  intra 
centesimam  minuti  secundi  partem  exacti  sunt. 


— !04044”264  sin® 
-f-  I 6275.150  sin  2® 

— 3527.378  sin  3® 

+ 873,511  sin4® 

— 232,622  sinti® 

4*  64,848  sin  6® 

— 18,655  sin7® 

4-  5,491  sin  8® 


— 1"643  sin  9® 
4-0,494  sin  10® 

— 0,149  sin  1 1 x 
4-0.052  sin  I 2® 

— 0,017  sin  13® 
4-0,006  sin  14® 

— 0,004  sin  1 5® 
4-0,003  sin  1 6® 
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Hoc  modo  manifesto  calculus  ita  se  habet,  ac  si  pro  arcu  x alius  x'  = x — a 
introduceretur.  Saepcnumcro  etiam  calculus  magnopere  sublevari  potest,  si  pro 
functione  X alia  X — 3£  adhibetur,  ubi  pro  X functio  quaelibet  ipsi  X similis 
assumi  potest,  modo  ordinem  fp — j ,um  pro  valore  impari  vel  ordinem  lp,u“ 
pro  valore  pari  ipsius  p non  egrediatur,  et  in  casu  posteriori  coPfficicntcs  ter- 
minorum cosjp.r  et  sin  J p,r  (siquidem  co  ascendit)  teneant  debitam  rationem 
(cos  } po : sin } pa).  Manifestum  est,  si  valores  functionis  X pro  x = a.  b,c.d  etc. 
sint  resp.  8,  21,  6.  2)  etc.,  fore  valores  functionis  X — X pro  iisdem  valoribus 
resp.  A — 31,  B — C — S,  D — ® etc.;  si  porro  functio  Z hisce  valoribus  sa- 
tisfaciens per  praecepta  praecedentia  investigatur,  functio  X-\-Z  identica  erit 
cum  ea,  quae  ex  applicatione  directa  horum  praeceptorum  ad  valores  ipsius 
functionis  X prodiret.  Semper  autem  functionem  X ita  determinare  oportet,  ut 
valores  propositi  functionis  X prope  per  illam  exhibeantur,  quo  pacto  quantita- 
tes A — 3,  B — 2?,  C — 5,  D — D etc.  parvae  et  ad  calculum  magis  tractabiles 
evadeut.  Ceterum  pro  X etiam  quantitas  coustans  assumi  potest,  e.  g.  haec 
B-\-  C-J-D-f-  etc.),  quae  functionis  quaesitae  partem  invariabilem  con- 
stituit. 


BEMERKUXGEN. 


Die  vorliegende  Abhandlung  uber  Interpolatiun  Ut  die  wiederholte  Au&arbeitung  einer  Untersuchung, 
von  wclcher  ein  frQherer  Kntwurf  im  October  l&o*  begonnen  ru  eein  scheint.  Sie  cnth&lt  die  Methoden,  die 
bei  der  Bercchnung  der  Ausdrflcke  fur  die  durch  Stdrungskrtftc  hervorgebrachten  Acnderungen  der  Kle- 
mente  einer  Planctcnbahn  riclfach  angewandt  worden  *ind.  Dieaer  Ausraittelung  der  St6rungen  steht  ein  an* 
derc*  Verfahren  sur  Scite,  das  direct  die  Werthe  der  Bahnelemente  fur  rinzelne  Zeitpunkte  ergibt  und  das, 
wie  au»  den  im  vorgefundcnen  handschrifllichen  N ac  hiasse  oufgcxrichneten  schliesslichcn  Fonneln  hervorgeht, 
auf  folgenden  Principien  beniht. 

Bilden  die  Werthe  dea  Argumenta , ftir  welche  die  Werthe  der  punction  gegeben  sind , eine  arilhtne- 
tischc  lleibe,  und  hat  mon  ein  Argum  en  t x clngefQhrt,  das  bei  jum  Wcrthen  wie  die  gansen  Zahlcn 
fortschreitet , bescichnet  die  gegeben  en  Werthe  mit  fx,  fiihrt  deren  aufeinanderfolgende  Diffcrimenrei- 
hen  ein: 

/<«  + *)-/*=*/•(•  + #).  /*(x  + t)-/’(x-*)=/*j r,  /,(*  + l)-/-X-/»(,+  «u.a.t 

ferner  deren  mit  beliebigen  Anfangsgliedem  beginneude  Suniruenreihen  /” (*  4- j), 
fur  welche 

/*=/-(*  + *)  -/■•(*-»),  /-(»+  t)  =/-*(•+«)-/-**  U.».f. 

endlich  die  Miltelwcrthe  der  aufeinander  folgenden  Glieder  der  so  entstandenen  Rcihcn  nemlich 

.../-'x  - S/-(x  + f)+  /(x  + i)  — l/(*  + i)  + J/x.  f* x — */• (x  + !)  + !/* (x-1)... 

also  in  ObersichtUcher  Anordnung  *u*amroenge*tellt  fulgende*  System  von  gegebenen  und  darau*  *unach«l 
berechuelen  Werthe n 
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M.  W,  11.  Summe 
. 

M.  W.  1.  Summe  I 

gegel».  W.  M .W. 

L Differ.  M.  W. 

* 

11.  Differ.  M.W. 

. 

/-(*->) 

/(*  -«) 

/'(*-<) 

/*(x-l) 

/-’(*-!) 

/-*-*) 

/(»-*) 

/*(*-!) 

/’(*-!> 

/•* 

/-* 

/x 

/ ’* 

/ * 

/-*(*  + !) 

/-(•' +D 

/(*  + !) 

/•(*  + !) 

/■(«+!) 

/‘■(«+D; 

' 

/-<*+ 1) 

• 

/{*  + •> 

/•(»  + !) 

/*(*  + » 

. 

so  gibt  Art.  «,  wenn  man  i"  ftir  t,  a,  A,  e,  d,  e . . mp.  x-f<,  x,  x + l,  * — I,  x— - 2 2*  fur 

f,  a,  L,  c,  d,  * . . retp.  x + t,  x,  x— l,  x^l,  x— 2,  x+2...  setzt,  J*  aut  den  cntuprechenden  Se  i te  n der 
beiden  so  crhaltcnen  Gloichungen  dic  halbc  Sumine  bildet,  «4  au*  densclbcn  Gloichungen,  nachdem  au* 
vor  in  der  nreiten  x-f*  und  / — l resp.  fUr  x und  / gesetzt  Ut,  die  halbc  Summe  bildet  und  S*  in 
der  zuleUt  erhaltenen  Gleichung  t = f macht,  fovende  Gleichungen  fUr  dio  durch  Intcrpolatation  zu  be- 
stimmendon  Wcrthe  <p{x  + <)  und  derjenigen  Kunction  tp»,  dic  bpi  jedem  ganaxahligen  Werthc 

von  x der  gegebenen  Grosse  fm  gleieh  wird: 


?(*+<)=/•  + <•/*(»+«+ *—/■*  + /*(»  +!)  + ■• 


. "(<  + »-<)  f»r,  n«+B) 

' in». i/  * + ii(2N Vi).fi(<-»-ir' 


(*  + »).. 


t(»+ o =/»+«./■<—-*)+  *>+•• 

H(t  + »)  ...  , n(<  + »)  f •■>+'(*-  il 

+ n2».U(<-»)7  + n(j«+i). ii(«-i.- »>•'  1 *'••• 


* <*  + 0 - /*  + »./•«  + J-jj/1 » + + • • 


II(<4  » - I) 


II  (< -t  «) 


t(*  + <)  “/(*+  })  + (<--!)/'(*  + l)  + + i)  + (<-  D/*(*  + »)  + .. 

+ I1 1 n.  II (7- : » - l/  n(jr  + 1)  - fl(l»  + l).n (< — » —V) — *)  + • • 

<?(*  + It  =/(»+  I)  — !/'(«  + 1)  + . !•/*!*  + I)—  .•%»/*(*  + I)  + ./,*„/*(*  + !)■•■ 

+(-,r  irras  +»>+•• 


Die  (.'oefficivnten  von  f “ in  der  dritten,  vierten  und  ftnftcn  Clleichung  sind  gleieh  den  Co#flicicuton  von 

. . . M • J ni  . . , . , . «in  2f<u  CO»  (2/  — l)ao  . . . 

(]inno)  m den  Reihenentwickelungen  resp.  fur  cos  7 tm  4-  » — — -f*wn(2f — l)o» 

und  - - — nach  Potenxen  der  Grrtsae  2»  sin  «a. 

oose 
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Seict  min  nun 

^(*+  4)  — f~% (*  + |)  + aV/,(*4'  l)“" b i)  + *MAi/'(* ”f  i)  “ uHlifn/’  (*  + i) 

4- /*(*+♦)-  ■ ■ 


= /■**  —A/** 

4*  » Vs/,JC  — iliia/1* 

+ r 

- rAV.V,./-  * + , n'AWAV«  • • 

= /'•*  +•*/* 

— ih/'»  + f*Vii  S' x 

4-  *t  AVit*/**—  • • 

*(*+*)  =/'*(«+  *)-*/(»+*)  +TH»/f(*  + #)-c/Wn/‘(*+*)4- 

indent  man  ala  Co£flfcienten  von  /"  In  dieaen  vier  Gleichungen  die  C-oefficienten  nimmt,  die  hei  den 
11  I 1 

Entwicklungen  reap.  flir  rr-,  —r • — — --  ( — noeh  Potenzen  von  2iaina  entatehen. 

° 2 1 o»  2 1 03  corna  «00(0  « aaa»  CQ*cd 

no  sind  0(*+k),  <Dx,  Vx,  1^x44)  die  besonderon  Werthe  aolcher  Punctionen  <l>(x4<)*  Vfx-f-f), 
flir  welche  die  Gleichungen 

t t 

#(c+0-+C*+<«)  «/t  («+<)**),  *(•+!)-*(*+«,)  ^/a»(x+«)d< 

*•  * 

Stati  haben,  sie  werden  alao  bealimmton  lntegralen  von  ?{x-f  <)d<  und  tt{2f<).d/.d/  gleich,  wenn 
man  dio  Anfangmrerthe  der  Summenreihen  /"‘(x — |),  /^(x-PI),.,  /-,x,  /_,(x-pi)..  auf  geeignete 
Weise  awgewAhlt. 

Pie  Ableitung  der  Reihen  fQr  und  V au*  der  clritlen  und  vierten  der  obigen  Gleichungen  fur 
*{x  + <)  erh&ltman  unmittelbar,  vunn  man  die  Integrmtioncn  ao  auafubrt,  daa»  «michat  dic  Auadnlcke  fur 
d>(x-f  |)  — ®tx— J),  <P{x-Pi>— d>xt  V(x-H)  — iVr  + ffi- 1)  und  Vfc-f  |)— lfr(jr-4-.j)+ V'*  — 4) 
entatehen. 

ScHKamu. 
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DETERMINATIO  ATTRACTIONIS 
QUAM  IN  FUNCTUM  QUODVIS  POSITIONIS  DATAE 

EXERCERET  PLANETA  SI  EIUS  MASSA 

PER  TOTAM  ORBITAM 

RATIONE  TEMPORIS  QUO  SINGULAE  PARTES  DESCRIBUNTUR 
UNIFORMITER  ESSET  DISPERTITA. 

1. 

Variationes  saeculares , quas  elementa  orbitae  planetariae  a perturbatione 
alius  planetae  patiuntur,  ab  huius  positione  in  orbita  sunt  independentes , atque 
eaedem  forent,  sive  plancta  perturbans  in  orbita  elliptica  secundum  Kepi.eri  leges 
incedat . sive  ipsius  massa  per  orbitam  eatenus  aequabiliter  dispertita  concipiatur, 
ut  orbitae  partibus,  alias  aequali  temporis  intervallo  descriptis,  iam  aequales  mas- 
sae partes  tribuantur,  siquidem  tempora  revolutionum  planetae  perturbati  et  per- 
turbantis non  sint  commensurabilia.  Theorema  hoc  elegans , si  a nemine  hucus- 
que disertis  verbis  propositum  est,  saltem  perfacile  ex  astronomiae  physicae  prin- 
cipiis demoustratur.  Problema  itaque  se  offert  tum  per  se . tum  propter  plura  ar- 
tificia, quae  eius  solutio  requirit,  attentione  perdignum : attractionem  orbitae  pla- 
netariae. aut  si  mavis,  annuli  elliptici,  cuius  crassities  infinite  parva,  atque  se- 
cundum legem  modo  explicatam  variabilis,  in  punctum  quodlibet  |M>sitione  datum 
exacte  determinare. 


2. 

Denotando  excentricit&tem  orbitae  per  e,  atque  puncti  cuiusvis  in  ipsa  ano- 
maliam excentricam  per  E , huius  elemento  di?  respondebit  elementum  anoma- 
liae mediae  (4  — ecosjE)dU;  quamobrem  elementum  massae  ci  orbitae  portiun- 
culae, cui  respondent  illa  elementa,  tribuendum,  erit  ad  limssam  integram,  quam 
pro  unitate  accipiemus , ut  (I  — ecosE)dEJ  ad  iit,  exprimente  n semicircumfe- 
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rentiam  circuli  pro  radio  I . Statuendo  itaque  distantiam  puncti  attracti  a puncto 
orbitae  = p , attractio  ab  orbitae  elemento  producta  erit 

"»*PP 

Designabimus  semiaxem  maiorem  per  a,  semiaxem  minorem  per  b.  atque 
illum  tamquam  lineam  abscissarum,  centrumque  ellipsis  tamquam  initium  adopta- 
bimus. Hinc  erit  aa  — bb  = aate,  abscissa  puncti  orbitae  = acosE,  ordi- 
nata = 6 sin  E.  Denique  distantiam  puncti  attracti  a plano  orbitae  denotabimus 
per  C,  atque  coordinatas  reliquas  axi  maiori  et  minori  parallelas  per  A et  B.  His 
itn  praeparatis,  attractio  elementi  orbitae  decomponetur  in  duas  axi  maiori  et  mi- 
nori parallelas  atque  tertiam  plano  orbitae  normalem , puta 

(A  — ii  co«  A' ) ( 1 — e co«  E ) d E 
»*P~* 

{B  — b ain  E )Jt — e cos  E | <i  E 

*v~~ 

C(l  — e cob  E id  E 
lr.  p* 

ubi  p = y/((A — a cos  £)*+(.£? — 6sin£)!-f- CC). 

Integratis  hisce  differentialibus  ab  i£  — 0 usque  ad  E — - 360°,  prodibunt 
attractiones  partiales  £.  t|,  C secundum  directiones,  directionibus  coordinatarum 
oppositas,  c quibus  attractio  integra  composita  erit,  et  quas  per  methodum  no- 
tam ad  quaslibet  alias  directiones  referre  licebit. 


= d£ 
= dq 

— dC 


3. 

Uci  summa  iam  in  eo  versatur,  ut  introducta  loco  ipsius  E alia  variabili, 
quantitas  radicatis  in  formam  simpliciorem  redigatur.  Ad  hunc  tinem  statuemus 


cos  E — 


a + s'co*  7’  + T 
T + i'co»  f + flin  T ' 


sin  E — 


6 -p  fi'co*  T 4-  t "sin  7' 
T + i'cat  7'  + |"*in_7' 


ubi  autem  novem  coCfficicntcs  a,  a',  a"etc.  manifesto  non  sunt  penitus  arbitrarii, 
sed  certis  conditionibus  satisfacere  debent,  quas  ante  omnia  perscrutari  oportet. 
Primo  observamus,  substitutionem  eandem  manere,  si  omnes  cotifficientes  per 
eundem  factorem  multiplicentur,  ita  ut  absque  generalitatis  detrimento  uni  ex  ipsis 
valorem  determinatum  tribuere , e.  g.  statuere  liceret  y = \ : attamen  concinni- 
tatis caussa  omnes  novem  aliquantisper  indeiiniti  maneant.  Porro  monemus,  ex- 
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cludi  debere  valores  tales,  ubi  a,  a',  a"  vel  6,  8',  8"  ipsis  y,  y,  y"  resp.  pro- 
portionales essent : alioquin  enim  E haud  amplius  indeterminata  maneret.  Ne- 
queunt igitur  ya” — y'a,  y"a  — ya",ya' — ya  simul  evanescere. 

Manifesto  coefficientes  a.  a',  a"  etc.  ita  comparati  esse  debent . ut  fiat  in- 
definite 

(a  + a'co8  r~f-a"8in  T)1  s 
-f-Jg  + Scosr-l-fi^inr)’  1 = 0 
— (y-f-ycos  !T-f-y”sin  T)*  j 

unde  necessario  haec  functio  habere  debet  formam 

k (cos  T*  -f-  sin  7” — 1) 

Hinc  colligimus  sex  aequationes  conditionalcs 

— aa  — 86  +yy  = k 

— a' a'  — 6'fT-j-y'y' = — k 

— sY-  8"8'+fy"=  —k 

— aa — fi'd"-)-y'y"=  o 

— a"a  — 6”6  -f-y"y  = 0 

— a a'  — 6 6'  -}-  y y'  = 0 

Ab  his  aequationibus  pendent  plures  aliae,  quas  evolvere  operae  pretium 
erit.  Statuendo  brevitatis  caussa 

a6'y"-j~a'8"y-j-a"6y' — a6"y’ — a'8  y" — a'6'y  = 6 (II) 

e combinatione  aequationum  (I)  facile  derivantur  novem  sequentes: 

ea  = —k{8  'y"—y'8") 
et!  = — k(y'a" — a'y") 

«y  = -f-A(a'(T — 6'a") 

6a'  = -f-A(6"y  — y "8) 
t6' —+k{ya—a"y)  (III) 
sy'  = — k(a"8  — 6”a) 
sa”=  -j-A(6y'  — y 6') 

£{>”=  +t(y  a'  — ay') 

lY  — — k(a6'  — 6a) 
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E tribus  primis  harum  aequationum  rursus  deducimus  hanc: 

. ea(6y — y'S")-f-e6(y'a" — o'y")+ey(a'S” — 6’a”) 

= — A-(f>y — y'6")1  — A fya" — <z'y' )’  -f-  A («'6" — 6'a")* 

cui  acquivaleus  est  haec: 

ge  = A( — aa' — 6'6'+y'y')( — a" a" — 6"6*-hy”y") — A( — aa" — 6'6"-(-yy)* 

quae  adiument»  aequationum  2,  3,  4 in  (I)  mutatur  in  hanc: 

ee  = A3 (IV) 

Aeque  facile  ex  aequationibus  (I)  derivantur  hae: 

(tf'y" — y’6”)*=  — A(A  — a' a'  — a"  a") 

(y'a” — a'y")!  = — A (A — fj'6' — 

{a' 6" — Sa")*  = + A(A-(-y'y’  +y"y") 

(6”y  — y"f>)'  — -f-A(A-f-aa  — a"a") 

(y"a — a”y)*  ==  — J— Ar^Ar— 1> 6 — 6"t>")  . (V) 

(a"  6 — 6”  a)*  = — A(A  — yy  +y"y") 

(6y’  — yS’)3  = -f-A(A  + aa  — a' a) 

(ya'  — ay')*  =+A(A-|-66  — 6'6') 

(af>' — t>a')3  = — A(A — yy  -f-y'y') 

Exempli  caussa  evolutionem  primae  adseribimus , ad  cuius  instar  reliquat' 
facile  formabuntur.  Aequationes  4,  2,  3 in  (1}  scilicet  suppeditant 

(y'y"  — 6 ' 6 ” )’  — (y'y' — 6 ' 6 ')  (y"y" — 6 " 6 ' ) = a a' a a"  — (a  a' — A)  (a" a"  — A ) 

quae  aequatio  evoluta  protinus  ipsam  primam  in  (V)  sistit. 

Ex  his  aequationibus  (V)  concludimus,  valorem  A = 0 in  disquisitione 
nostra  haud  admissibilem  esse;  hinc  enim  omnes  novem  quantitates  6'y” — y'6"etc. 
necessario  evanescerent,  i.  e.  coSfficicutes  a.  a.  a"  tum  ipsis  f>,  6’,  6",  tum  ipsis 
y,  y',  y”  proportionales  evaderent.  Ilinc  etiam,  propter  aequationem  IV,  quan- 
titas e evanescere  nequit;  quainobrem  k necessario  debet  esse  quantitas  positiva, 
siquidem  omnes  coCfficientcs  a,  a,  a"  etc.  debent  esse  reales.  Combinatis  tribus 
aequationibus  primis  in  (III)  cum  tribus  primis  iu  (V),  hae  novae  prodeunt,  quae 
manifesto  a valorc  ipsius  A non  evanescente  pendent : 
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aa  — a'  a' — a"  a"  — — A\ 
gg_g'g'_g"g"  = —k  • (VI) 

77  — 77 — 7*7’  = 

Combinatio  reliquarum  easdem  produceret.  His  denique  adiungimus  tres  sequentes: 

g y — t?'y' — 6"y”  = 0 \ 

. y a — y 'a' — y”a”  = 0 i (VII) 
a 6 — a' 6' — a”6’'  = 0 J 

quae  facile  ex  aequationibus  111  derivantur;  e.  g.  secunda,  quinta  et  octava  sup- 
peditant : 

efiy  — sgy' — eS"y"=  — Ay  (y’a" — a'y")  — Ay'(y”a — a"y)  — Ay"(ya' — ay’)  — 0 

Manifesto  hae  quoque  aequationes  ab  exclusione  valoris  k — 0 sunt  dependentes*). 

Quoniam,  ut  iam  supra  monuimus,  omnes  coffficientes  a,  a'.  ix”  ctc.  per 
eundem  factorem  multiplicare  licet,  unde  valor  ipsius  k per  quadratum  eiusdem 
factoris  multiplicatus  prodibit , abhinc  sernper  supponemus 

k = 1 

quo  pacto  necessario  quoque  erit  vel  8 = -)-t  vel  8 = — 1.  Patet  itaque,  no- 
vem coSfficientcs  a,  a,  a etc. . inter  quos  sex  aequationes  conditionales  adsunt, 
ad  tres  quantitates  ab  invicem  independentes  reducibiles  esse  debere . quod  qui- 
dem commodissime  per  tres  angulos  sequenti  modo  efficitur: 

a = cos  L tang  N 
g = sin  L tang  N 
y = sec  2V 

a!  = cos  L cos  M sec  N + sin  L sin  M 
g'  = sin  L cos  Afsec  N 4I  cos  L sin  M 
Y = cos  M tang  N 

a"  = cos  L sin  M sec  IV  ^ sin  L,  cos  M 
• g"=  sin  L sin  M sec  iV+cos  7,  cos  M 

y"  = sin  M tang  N 

*)  Forsan  haud  superfluum  erit  monere , noa  analyain  praecedentem  contuito  elegiaie  atque  alii  detv 
vationi  relationum  III— VII  praotuliaae,  quae  quamquam  aliquantulum  elegantior  rideretur,  tamen,  accurate 
cxaminaU,  quibunt!  ani  dubita  obnoxia  inventa  eat,  quae  non  «ine  ambagibu*  removere  licuisset 
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ubi  signorum  ambiguorum  superiora  referuntur  ad  casum  e ■=  — |—  I , inferiora  ad 
casum  e = — I.  Attamen  tractatio  analytica  ad  maximam  partem  elegantius 
sine  usu  horum  angulorum  absolvitur.  Ceterum  haud  difficile  foret . significatio- 
nem geometricam  tum  horum  angulorum , tum  reliquarum  quantitatum  auxilia- 
rium in  hac  disquisitione  occurrentium  assignare ; hanc  vero  interpretationem  ad 
institutum  nostrum  haud  necessariam  lectori  perito  explicandam  linquimus. 

4. 

Si  iam  in  expressione  distantiae  p pro  cos  E et  sin  E valores  supra  assumti 
substituuntur , illa  in  hanc  formam  transibit : 

_ 1(0  + 0'c a»  T'  + O" «in  T'  + 2 i/co.  T.in  T + 5 7/'»in  T + I U" co»  T) 

P 7 + y'cm  I’+r"iiii  T 

ubi  cofifficientes  a,  a,  a"  etc.  ita  determinabimus , ut  salvis  sex  aequationibus 
conditionalibus 

— a a — 6 fi  -f-  y y 

— a' a'  — 6' 6'  -f-  y'  y' 

— a"a—  6"g"+yy 

— a' a" — f>’  C-f-  y'y" 

— a a — 6"  6 y"y 

— a a — 6 6'  -f-y  y' 

adeoque  etiam  reliquis  inde  demanantibus,  fiat 

H—  o,  /r  = 0,  H"  — 0 

quo  pacto  problema  generaliter  loquendo  erit  determinatum.  Quodsi  itaque  dc- 
nominatorem  ipsius  p per  t denotamus , transire  debet  functio  trium  quantita- 
tum t.  f cos  E,  t sin  E haec 

(AA-t-2JB-f-C'C)t/-(-aa(fcos£)’-|-66(f8in£)* — 2 a At.  tcosE — 2 blit.  fsin  E 
per  substitutionem 

t cos  E — a-\-a’  cos  T+  a " sin  T 
t sin  E = 6 -f-  6'cos  T-\-  6"  sin  T 
t = y -(-  y'cos  T-)-y"sin  T 
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in 

G-\-  G' cos  2”-f-  G"sin  T* 

Manifesto  hoc  idem  est,  ac  si  dicas,  functionem  trium  indeterminatarum  x.  y,  z 
iianc  {W) 

aaxx-\-bbyy  + (AA-\-BB+CC)zz  — 2aAxz—2bByz 
per  substitutionem 

x = au-\-a  u-\-a  u" 
y = 6 u + 6V+  6"«' 
z = fU  + iu  + f u 

in  functionem  indeterminatarum  u,  u hanc 


Guu-\-  G'u‘u-\-  GYs' 

transire  debere.  At  quum  ex  his  formulis,  adiumento  aequationum  [1],  facile 
sequatur 

u = — a x — tiy  + 7Z 
, u' = a.'x-\-ti'y  — f’z 

u — ax  -f-  f>y  — f"z 

manifesto  functio  W identica  esse  debebit  cum  hac 

G[—ax—  ty  + 7*)*+  G\a'x+6'y  — G"(ax+G’y  — fz)* 


unde  habemus  sex  aequationes 

aa  = Gaa-\-  G'a'a' G" a"a" 
bb  = GSf»  + G'f>'6'-|-G'’6',r 
AA+BB-\-CC  = G-j-j  + G^Y+GYt' 
bB  — G6t  + G't>  Y+  0*6"  Y 
a A — G^a-^- G'-\  a! G" -f  aC 
0 = Ga«+GV6’+GV6* 


W 


Ex  his  duodecim  aequationibus  [1]  et  [2]  incognitas  nostras  G,  G',  G",  a,  a',  a' 
ctc. , determinare  oportebit. 


43* 
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5. 

E combinntione  aequationum  [1]  et  [2]  facile  derivantur  sequentes: 

— aaa-j-faA  = aG 

— (5  fc  i -f- q l>  .B  = tfG 
l[AA-\-BB-+-CC)  — aaA  — tibB  ~ -f  G 

unde  Iit  porro 

«-sSft w 

« = ; M 

AA  + BB+CC-££-%gi=0 

Ultimam  sic  quoque  exhibere  possumus 

JtA-  _i_  JJL.  -i.  £?  = i is 

aa+  O ' bb  + G ^ O L 

Perinde  c combinatione  aequationum  [1]  et  [2]  deducimus 

aaa — q'o.4  = aG' 

6'bb  — f'bB  = fi  'G' 

—■('(AA+BB+CCl+^aA  + VbB  — q'G' 

atque  hinc 

*-:£*• « 

«'=j£g* ■•••Pl 

.1  j!  - B B C C | r oi 

- Tr  = 1 • • l81 

et  prorsus  simili  modo 

* - .f-i ■••••[»: 

«•=r&- — 1’°! 

__^L_  + **  _ = i [11] 

aa—O"  • bb—  O O 

Patet  itaque , G , — G\  — G’  esse  radices  aequationis 

-u.  = i [12] 

««+*“  U+x~  * 1 J 
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quae  rite  evoluta  ita  se  habet 

j? — [AA-\-BB-\-  CC — aa  — AA) xx  + (aaU — aaBB — aaCC — bbAA  — AACC) x 
— aabbCC  — 0 [13] 


Iam  de  iudole  huius  aequationis  cubicae  sequentia  sunt  notanda. 

I.  Ex  aequationis  termino  ultimo  — aabbCC  concluditur,  eam  certe  ha- 
bere radicem  unam  realem  . et  quidem  vel  positivam,  vel,  si  C — 0 . cifrae  ae- 
qualem. Denotemus  hanc  radicem  realem  non  negativam  per  y. 

II.  Subtrahendo  ab  aequatione  1 2,  ita  exhibita 

x = A ~ 4 - Z^r  +CC 

au-f-x  1 bb+x  1 


9 = ± Ti  + bBbTi+CC 

et  dividendo  per  x — g , oritur  nova,  duas  reliquas  radices  complectens 

. aaAA  t bb  B B 

+ ' (bb  + *)(bb  + g) 

quae  rite  ordinata  et  soluta  suppeditat  [141 

aaAA  , bb  B B , , ■ ,,  aaAA  , bbBB , I aabbAABB* 

2r  = — , — oa  — AA-)-  \ — bb ; 1-  .-v-r— J 

aa+g  ' bb  A g — * aa+g  ' bb  + g’  [aa  +0)' 

Iiaec  expressio,  quum  quantitas  sub  signo  radicali  natura  sua  sit  positiva,  vel 
saltem  non  negativa,  monstrat,  etiam  duas  reliquas  radices  semper  fieri  reales. 

III.  Subtrahendo  autem  ab  invicem  aequationes  istas  sic  exhibitas 

»»-rrg+5S+»0C 
)*  = £{“, +i&;+‘cc 

et  dividendo  per  y — x,  prodit  aequatio  duas  reliquas  radices  continens  in  hacce 
forma : 


„ 1 BBtm i-CC 

(aa  f-  g)  [a u +x)  (bb  + g)(bb  + x)  ' 

cui  manifesto,  si  y est  quantitas  positiva,  per  valorem  positivum  ipsius  x satis- 
fieri nequit.  Unde  concludimus,  aequationem  nostram  cubicam  radices  positivas 
plures  quam  unam  habere  non  posse. 
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IV.  Quoties  itaque  0 non  est  inter  radices  aequationis  nostrae,  aderunt 
necessario  radix  una  positiva  cum  duabus  negativis.  Quoties  vero  C = 0,  adeo- 
que  0 una  radicum , reliquas  complectetur  aequatio 

xx — (AA-\-BB — aa — bh)x-\-  aabb — a ali  Ii — bbAA  = 0 
unde  hae  radices  exprimentur  per 

f (.4  A + B B — a a — b b)  + f ({. A. A — B B — a a + b h)' *. + 4 A A B B) 

Tres  casus  hic  iterum  distinguere  oportebit. 

Primo  si  terminus  ultimus  aabb  — aaBB — bbAA  est  positivus  {i.  e.  si 
punctum  attractum  in  plano  ellipsis  attrahentis  intra  curvam  iacct),  ambae  radi- 
ces. quum  reales  esse  debeant,  eodem  signo  affectae  erunt,  adeoque  quum  simul 
positivae  esse  nequeant,  necessario  erunt  negativae.  Ceterum  hoc  etiam  inde- 
pendenter  ab  iis,  quae  iam  demonstrata  sunt,  inde  concludi  potest,  quod  eoCf- 
ficiens  medius,  quem  ita  exhibere  licet 

(aabb-aaBB-bbAA){±+±)  + l^  + ^* 
manifesto  in  hoc  casu  sit  positivus. 

Secundo,  si  terminus  ultimus  est  negativus,  sive  punctum  attractum  in  plano 
ellipsis  extra  curvam  situm , necessario  altera  radix  jiositiva  erit , altera  negativa. 

Tertio  autem,  si  terminus  ultimus  ipse  evanesceret,  sive  punctum  attractum 
in  ipsa  ellipsis  circumferentia  iaceret.  etiam  radix  secunda  lieret  = 0,  atque  tertia 

bbAA aa  U H 

aa  bb 

L e.  negativa.  Ceterum  hunc  casum , physice  impossibilem , et  in  quo  attractio 
ipsa  infinite  magna  evaderet,  a disquisitione  nostra,  hocce  saltem  loco,  exclu- 
demus. 


i . 

Ad  determinandos  eoefficientes  y,  y\  y",  exaequationibus  1,  3.  4,  C.  7,  9.  10 
invenimus 
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Ilae  posteriores  expressiones  ostendunt,  nullam  quantitatum  G,  G' , G"  negati- 
vam esse  posse , siquidem  y,  y\  y"  debent  esse  reales. 

In  casu  itaque  eo,  ubi  non  est  C=  0,  necessario  G aequalis  statui  de- 
bet radici  positivae  aequationis  B,  patetque  adeo,  — G'  aequalem  esse  debere 
alteri  radici  negativae,  atque  — G"  aequalem  alteri*);  utram  vero  radicem  pro 
— G\  utram  pro  — G"  adoptemus,  prorsus  arbitrarium  erit. 

Quoties  C — 0 , punctumque  attractum  intra  curvam  situm , duas  radices 
negativas  aequationis  13  necessario  pro  — G' et  — G " adoptare  et  proin  G=  0 
statuere  oportet.  Quoniam  vero  in  hoc  casu  formula  prima  in  16  fit  indetermi- 
nata. formulam  primam  in  15  eius  loco  retinebimus,  quae  suppeditat 


7 — AA  BB. 

V(l TT  I 

aa  bb 

Quoties  autem  pro  C — « punctum  attractum  extra  ellipsin  iacct.  aequa- 

*)  Proprie  quidem  ex  analysi  praecedenti  tantummodo  sequitur,  — G*  rt  —6’"  satisfacere  de- 
bere aequationi  13,  unde  dubium  eue  ridetur,  annon  liceat,  utramque  — G'  et  — <•"  radici 

negativae  aequalem  ponere , prorsus  neglecta  radice  tertia.  Sed  facile  perspicietur , siquidem  aequatio- 
ni»  radix  secunda  et  tertia  sint  inaequales , ex  — G'  = — G"  sequi  7'  = 7",  a'  — a",  8'=  et  proin 
— a'a"—  < ' 6 "+  =s  — oV — 6'6'+7Y  = t,  quod  aequationi  quartae  in  [l]  eat  contrarium.  Conf.  quae 

infra  de  casu  duarum  radicum  aequalium  aequationis  13  dicentur. 
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tionis  13  radix  positiva  statuenda  est  = G,  atque  vel  negativa  — — G\  et 
G"  — 0,  vel  radix  negativa  = — G",  et  G'  — 0;  coCfficientcm  y’  vel  f'  ver0 
inveniemus  per  formulam 

i 


V'  a«  + U ~ 1 


Ceterum  in  casu  iam  excluso,  ulii  punctum  attractum  in  ipsa  circumferen- 
tia ellipsis  situm  supponeretur.  coPfficientes  f et  vel  y et  y’  evaderent  infiniti, 
quod  indicat,  transformationem  nostram  ad  hunc  casum  omnino  non  esse  appli- 
cabilem. 


8. 

Quamquam  formulae  15,  16  ad  determinationem  coCfficientium  y-  T'  T* 
sufficere  possent,  tamen  etiam  elegantiores  assignare  licet.  Ad  hunc  finem  mul- 
tiplicabimus aequntionem  [5]  per  uabb — G G,  unde  prodit,  levi  reductione  facta. 

"AAiti+G) _AAG+  _ BBG4--*4^  —CCG  = aabb—GG 

aa  + O 1 00+  a 1 a 

Sed  e natura  aequationis  cubicae  fit 

summa  radicum  G — G' — G“  = AA-\-BB+CC — aa — bb 
productum  radicum  G G'G”  = aabbCC 


Hinc  aequatio  praecedens  transit  in  sequentem : 

_|_  *****f?±+J!i  -f-  G'G"—  G[G — G’ — 6’*+aa+ftt)  = aabb — GG 


quam  etiam  sic  exhibere  licet 

a^Ju±j»  + bj^a*4^_{aa  + G)(bb+G)  + {G+G,){G+G’i  = o 


Hinc  valor  coefficientis  y e formula  prima  in  1 1 5] 

+ (*)  ( b b ■+■  G’) 

T — V i<;  + fr){a+cn  ' • ' ' 


transmutatur  in  sequentem : 

...[17] 


Per  analysin  prorsus  similem  invenitur 


7 V {o+a‘)(tr—<r)' 

‘ V (o+a"i(<z—o") 


[181 

[19] 
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Postquam  coCfficientes  f,  f',  f"  inventi  sunt,  reliqui  a,  8.  a.  6',  a,  6’ 
inde  per  formulas  3,  4,  6,  7,  9,  10  derivabuntur. 


9. 

Signa  expressionum  radicalium , per  quas  f,  -j',  f"  determinavimus,  ad  lu- 
bitum  accipi  posse  facile  perspicitur.  Operae  autem  pretium  est,  inquirere,  quo- 
modo signum  quantitatis  e cum  signis  istis  nexum  sit.  Ad  hunc  iiuem  consi- 
deremus aequationem  tertiam  in  III  art.  3. 

gj  = a'  6" — 8 'a" 

quae  per  formulas  6,  7.  9,  10  transmutatur  in  hanc: 

ab  A Bf Y'  ab  AB 

(««-  <?)(**—  Q”)  (fl«-  — 

__  ab{aa  — bb)AB(fr'—G')ft" 

(aa- G')(aa—  Q“)(bb — 0‘)(bb  — G") 

Sed  e consideratione  aequationis  1 3 facile  deducimus 

(«a-j-  6?)(aa  — G')[aa — G")  = aa{aa  — bb)AA 
{bb  + G){bb  — G’)ibb—G")  = — bbfaa  — bb)BB 

Hinc  aequatio  praecedens  fit 

tv  — (««+g>(»»+  OHO'-  g")T'7“ 

* «6(«a  — bb)A  B 

quae  combinata  cum  aequatione  1 7 suppeditat 

r m c ab(aa — bb)AB 

m («+■  <?')(&  + fi"){  O—O"  ) 

Hinc  patet,  si  pro  — G'  electa  sit  aequationis  cubicae  radix  negativa  ab- 
solute maior,  simulque  coCfficientes  y.  -j',  -f  omnes  positive  accepti  sint,  g idem 
signum  nancisci , quod  habet  AB,  ideinque  evenire , si  his  quatuor  conditioni- 
bus, vel  omnibus  vel  duabus  ex  ipsis,  contraria  acta  sint,  oppositum  vero,  si  uni 
vel  tribus  conditionibus  adversatus  fueris.  Ceterum  sequentes  adhuc  relationes 
notare  convenit , e praecedentibus  facile  derivandas : 


44 
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aaa  = 
66'6'  = 
a 6 = 
a' 6'  = ■ 
a”S'= 


taabAAB 


(0  + C)(0+0'')(C'-G") 
tabb  A B B 


(0  + «)(C  + C'-)(C'-C") 
ab  AB 

ifl+eWn 

ab  AB 


(C+G')l  G"-C") 
a6il  B 

{G  + 0")(Q— C”) 


10. 

Formulae  nostrae  quibusdam  casibus  indeterminatae  lieri  possunt,  quos 
seorsim  considerare  oportet.  Ac  primo  quidem  discutiemus  casum  eum . ubi  ae- 
quationis cubicae  radices  negativae  — G\ — G"  aequales  fiunt,  unde,  per  for- 
mulas 18,  19,  coCffi cientes  y,  y’  valores  infinitos  nancisci  videntur,  qui  autem 
revera  sunt  indeterminati. 

Statuendo  in  formula  14,  g = G,  patet,  ut  duo  valores  ipsius  x,  i.  e.  ut 
— G'  et  — G"  fiant  aequales , necessario  esse  debere 

. „ „ ,,  aaAA  , bbBB 

AB  = 0,  aa — bb n-r-s  = o 

aa  -f  O * bb  + G 

Hinc  facile  intelligitur,  quum  aa — bb  natura  sua  sit  vel  quantitas  posi- 
tiva , vel  — 0 , esse  debere 


B = o 
aa  — bb  — 


a a A A 


. . y-,  aaAA 

sive  flfl-f-  O — r» 

1 aa  — bb 


Substituendo  hos  valores  in  aequatione  1 4 , fit 

G'  = G"  — bb 

Substituendo  porro  valorem  x = — bb  in  aequatione  cubica  13,  prodit 
( aa  — bb)[CC-\-bb ) = bbAA 

Quoties  haec  aequatio  conditionalis  simul  cum  aequatione  B = 0 locum  habet, 
casus , quem  hic  tractamus , adducitur.  Et  quum  fiat 


G = 


• ta  A A 
aa  — bb 


aaCC 
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formula  17  suppeditat 

/ aabbAA  taaCC+aabb 

• “(aa— *6)(«aCC+*4)  — V a«CC+6* 

ac  dein  formulae  3,  4 

— bb)  fbbA  _____  .bb(aa — bb)  _ y b*AA 

a VA  a(CC+tk } V aoCf+4*  V (CC  + **)(«<• CC+&*) 

6=0 

Valores  coCfficientitim  y',  y"  per  formulas  18,  19  in  hoc  casu  indeterminati 
tnanent,  atque  sic  etiam  valores  coefficieutiuni  reliquorum  a,  a",  6".  Nihi- 
lominus per  unum  horum  coSfficientinm  omnes  quinque  reliqui  exprimi  possunt, 
e.  g.  fit  per  formulam  6 

, faA 

^ aa — bb 

ac  dein 

g'=^(i_ a’o’+rY),  y"=)l(n— >— tY).  a"=  ■ 6"=v(‘— ««"+YY) 

Sed  concinnius  hoc  ita  perficitur.  Ex 

yy  = 1-f-aa,  aa  = yy,  1 = a'a+6’6' — yy’ 

sequitur 

6'6'+£=l-aa’+n£=  1 
1 aa  1 aa 

Quapropter  statuere  possumus 

6'  = cos  f,  y = a sin  f,  a — y sin  f 

Dein  vero  c formulis 

ea'=  67' — 76'.  e6”  = ya' — ay',  ey"=6a’ — at>\  £8=1 

invenimus 

a"= — £ y cos f,  6"=  £sin  f.  y"  = — eacos/ 

Valor  anguli  / hic  arbitrarius  est,  nec  non  pro  lubitu  statui  poterit  vel  e=-j-l 
vel  £ = — I. 

11. 

Si  G',  G " sunt  inaequales,  valores  coCfticientium  y,  y',  y"  per  formu- 
las 17,  18,  19  indeterminati  esse  nequeunt,  sed  quoties  aliqua  quantitatum 

44  * 
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aa — G\  bb — G\  aa — G".  bb — G"  evanescit,  valor  coCfficicntis  a,  8',  a",  7” 
per  formulam  6,  7,  9,  10  resp.  indeterminatus  manere  primo  aspectu  videtur, 
quod  tamen  secus  se  habere  levis  attentio  docebit. 

Supponumus  e.  g. , esse  a a — G' — 0,  fietque,  peraequationem  18,  f'  = 0. 
nec  non  per  aequationem  7,  6'=  0 (siquidem  non  fuerit  simul  a a — bb) 

unde  necessario  esse  debet  a'=  + l.  Si  vero  simul  aa  = bb,  formula,  quae 
praecedit  sextam  in  art.  5,  suppeditat  «',4  + 8'i?  — 0,  quae  aequatio  cum 
a'a'+8'8'=  l iuncta,  producit 

' _ B — A 

1(AA  + BB)’  i {A  A + BB) 

Hae  expressiones  manifesto  indeterminatae  esse  nequeunt,  nisi  simul  fuerit 
A — 0,  B = 0;  tunc  vero  ad  casum  in  art.  praec.  iam  consideratum  dclaberemur. 

12. 

Postquam  duodecim  quantitates  G,  G\  G ”,  a.  a',  a",  8.  8'.  8",  7,  f 7"  com- 
plete determinare  docuimus , ad  evolutionem  differcntialis  di’  progredimur. 


Statuamus 

I = 74-7'cos  T-f-7'sin  T [20] 

ita  ut  fiat 

/cosi  = o-f-a'cos  T-|-a"sin  T [21] 

/sini  = 8-f-8'cos  T,-f-8”sin  T [22] 


Hinc  deducimus 

/di  = cos id. /sin  E — sin  id.  f cos  i 

= cos£i8"cos  T — 6'sin  T)  d T — sini  (a"  cos  T — a’ sin  T)  d T 

adeoque 

ttdE—  (a  8” — a"8) cos  Td  r+(a'6  — 6'a)sin  Td  T+  (a  6" — 6'a")d  T 
— 87' cos  Td  y-(-e7"sin  Td  r+^d  T=  efd  T 

«ive 

/di  — ed  2’ [23] 

Observare  convenit,  quantitatem  / natura  sua  semper  positivam  esse,  si 
coOfticiens  7 sit  positivus,  vel  semper  negativam , si  7 ait  negativus.  Quum  enim 
sit  (7' cos  r-f-7''sin  7^*+ (7*  cos  T — 7'sin  T )’  = 7*7'— |~7"y"  = 77  — 1,  erit  semper 


Digitized  by  Google 


tjCAM  IS  PCKCTCW  QCODVIg  POSITIONIS  DATAE  EXERCERET  PLANETA  ETC. 


349 


7' cos  T,  sine  respectu  signi,  minor  quam  7.  Hinc  concludimus,  quo- 

ties gf  sit  quantitas  positiva,  variabiles  E et  T sem per  simul  crescere;  quoties 
autem  gf  sit  quantitas  negativa,  necessario  alteram  variabilem  semper  decrescere, 
dum  altera  augeatur. 


13. 

Nexus  inter  variabiles  E et  T adhuc  melius  illustratur  per  ratiocinia  se- 
quentia. Statuendo  ^(77 — 1)  — c,  ita  ut  fiat*  6$  = aa-f-66  = y*t'— }— T^T*",  ex 
aequationibus  20,  21.  22  deducimus 

I (6 + a cos  E-\-  8 sin  E) 

:=78-f-aa4-(>b>  + (7'8-f-aa'-|-6(>')co8  T-J-^i-f-a^-t-Stf^sin  T 
— (f-J-£)(<i-|-i'co8  T-J-f^sin  T) 

Perinde  ex  aequationibus  21,  22  sequitur 

f(asin.E — 6 cos  E)  = g(7'sin  T — 7 " cos  T) 

Hae  aequationes , statuendo 

y = cos L,  -^  = sin.L,  = cosAf,  y = sin3f 
nanciscuntur  formam  sequentem : 

t ( I + cos  (E  — L} ) = (7 + 6 ) ( t -f  cos  ( r—  M)) 
ta\n[E — L)  = ssin(T — M) 

unde  tit  per  divisionem,  propter  (7  — £ ) (7 — 5)  = 1 . 

tang  i {E  — L)  — 8(7  — 6)tangf  (T — M) 
tang }.  ( T — M)  = e(7-4-S)tangi(jE—  L) 

Hinc  non  solum  eadem  conclusio  derivatur,  ad  quam  in  fine  art.  praec.  de- 
ducti sumus,  sed  insuper  etiam  patet,  si  valor  ipsius  E crescat  360  gradibus,  va- 
lorem  ipsius  T tantundem  vel  crescere  vel  diminui,  prout  87  sit  vel  quantitas 
positiva  vel  negativa.  Ceterum  statuendo  $ — tang  N,  7 = sec  N,  manifesto  erit 

7 — 6 = tang  (4  5°  - 4 N),  7+S  = tang(45°  + 4lV' 
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t4. 

E combinatione  aequationum  20,21, 22  cum  aequationibus  art.  5 obtinemus  : 

at{A  — acosJJ)  = aG — a'G'cosT — a"G"sinT 
bt{B — b sin  E = d G — S'G'cos  T — f>'G"sin  T 


Statuendo  itaque  brevitatis  gratia 


(a G — a'G'cos  T — «"G"»!»  T)(y — «u+(y’ — eajco»  T+(f" — ea")sin  T)  = aX 
(6  G — 6'G'cos  T — t»”G"sin  T)(f — <>a-|-(Y' — ea')  cos  — ea")  sin  T)  = b Y 

C(y+T  cos  r+Y*sin  T) (y — ea +(y' — ea'}cos  T+(y” — ea") sin  T)  = Z 


fit 


d;  = 


cJdT 


dlj 


ili  T , _cX  d r 

Jsfv’  a’ — *aty 


Sed  habetur 


, fp  = +v'(G+G'cosr,+  G"sin:r5) 


signo  superiore  vei  inferiore  valente , prout  t est  quantitas  positiva  vel  negativa 
(p  enim  natura  sua  semper  positive  accipitur),  i.  e.  prout  coefficiens  y est  positi- 
vus vel  negativus.  Hinc 


tdr 


d T 


— J it (fi  + Ceo»  r*+  B'  «in  T’)l 


ubi  signum  ambiguum  a signo  quantitatis  ft  pendet. 

Ut  iam  valores  ipsarum  S,  tj,  C obtineamus,  integrationes  differentialium 
exsequi  oportet,  a valore  ipsius  T,  cui  respondet  E = 0,  usque  ad  valorem, 
cui  respondet  E = 360°,  sive  etiam  (quod  manifesto  eodem  redit)  a valore  ipsius 
T,  cui  respondet  valor  arbitrarius  ipsius  E,  usque  ad  valorem,  cui  respondet  va- 
lor  ipsius  £ auctus  300°;  licebit  itaque  integrare  a 7’  = 0 usque  ad  T — 3 60°. 
quoties  «y  est  quantitas  positiva,  vel  a T — 300*  usque  ad  T = 0,  quoties  ey 
est  negativa.  Manifesto  itaque , independenter  a signo  ipsius  ey.  erit: 

- _ r .var 

’ lc(G  + 0'coi  T'  + 0''*in  T1)} 

rd  T 

rc(Cr  0'cos  T*  -4-  (j  " sin  2**)f 


n=J\ 


<=/; 


7A  T 

U{C+  6”  cos  2’*  -f  tf'’sin  21*)? 


integrationibus  a T = 0 usque  ad  T = 3C0°  extensis. 
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15. 

Nullo  negotio  perspicitur,  integraiia 


em  Td  T 


J (0  + G'cos  T‘  + G *'  »in  7")  8 

r «in  TA  

* (G  + G eo»  T%  + G"*n  T')\ 

f, 


em  T» in  Td  T 


(0  + G'«>.r*  + G''nnr*)l 


a T — t80°  usque  ad  T — 300°  extensa  obtinere  valores  aequales  iis.  quos 
nanciscantur,  sia  T=  0 usque  ad  T=  180°  extendantur,  sed  signis  oppo- 
sitis affectos ; quapropter  ista  integraiia  a T = 0 usque  ad  T = 360°  extensa 
manifesto  fiunt  = 0.  Ilinc  colligimus . esse 


g /'((f  — **)■*{?  — (f* — *a')a'0’co»  2'*  — (-f — «aM)a"G"«n  T*) d T 

“ ' l-u(G  + G eo*  T'  + G”rin  T‘)l 


i -/ 


((!— «^)tO-(T,-«»')t^0,co«^^  — (f-fa-qS-O-Mn  r’)d  r 

jitA{o+ o'co.  r*  + G-»io  rqi 


r — ^«T— »)T-KT'-«»')T'<s>»r‘  + (T'’-«»")r«ln  T‘)C d T 


an<G  + G'coi  T*  + G"«in  I”)l 


integralibus  a T — 0 usque  ad  T = 360“  extensis.  Quodsi  itaque  valores  in- 
tegralium , eadem  extensione  acceptorum  , 


/ 


co»r'dr 


1 s((G  + G')  COI  7"  •+■  (G  + G”)sin  r')l 
ii«rdr 

+ (G  + G-')iin  rqt 


/un  7 
is|(e+s')coir 


per  P,  Q denotamus,  erit 

ai  = ((y — ea)«G — (y' — ea)a'G')  P+([y — e«)sG — (y" — ea")a "G")Q 
iq  = ((y — «a)6  G — (y' — ea')G'G')P-|-((y — ea)tfG — (y" — ea")f>"G”)G 
C = ((y— ea)y  + (y'—ea)y)CP+([y—ea)y  +(/—  ea’)y")CQ 

quo  pacto  problema  nostrum  complete  solutum  est. 
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16. 

Quod  attinet  ad  quantitates  P.  Q,  manifesto  quidem  utraque  fit 

_ i 

»(<?  + <?•)! 

quoties  G'  = G",  in  omnibus  vero  reliquis  casibus  ad  transscendcntes  sunt  re- 
ferendae. Quas  quomodo  per  series  exprimere  liceat , abunde  constat.  Lecto- 
ribus autem  gratum  fore  speramus , si  hacce  occasione  determinationem  harum 
afiarumquc  transscendentium  per  algorithmum  peculiarem  expeditissimum  expli- 
cemus , quo  per  multos  iam  abhinc  annos  frequenter  usi  sumus , et  de  quo  alio 
loco  copiosius  agere  propositum  est. 

Sint  m,  n duae  quantitates  positivae,  statuamusque 

m = | {»»+*) , ri  — \J  mn 

ita  ut  m , n rcsp.  sit  medium  arithmeticum  et  geometricum  inter  m et  ».  Me- 
dium geometricum  semper  positive  accipi  supponemus.  Perinde  fiat 

m"  — i(w' n — y mn' 
m"  = f n" } , n"  =-  y lm”n" 

et  sic  porro,  quo  pacto  series  m,  ni,  m",  m"'  etc. , atque  «,  n,  n ",  n"  etc.  versus 
limitem  communem  rapidissime  convergent,  quem  per  p.  designabimus,  atque 
simpliciter  medium  arithmetico  • geometricum  inter  m et  n vocabimus.  Iam  demon- 
strabimus, ^ esse  valorem  intcgralis 

/•  >ir 

J 2 ji  y (hi  in  cos  f + nn  sin  T* ) 

a T =■  0 usque  ad  7'==  360°  extensi. 


Demonutr.  Supponamus,  variabilem  T ita  per  aliam  T'  exprimi,  ut  fiat 

• e*»  lwisinT’ 

81  n i — , : r—  . _Ti 

(m  -J-  n)  oo*  T * + 2 w stn  T * 

perspicicturque  facile,  dum  2'  a valore  0 usque  ad  90°,  180°,  270°,  360°  augea- 
tur, etiam  T (etsi  inaequalibus  intervallis)  a 0 usque  ad  90°,  180°,  270°,  360° 
crescere.  Evolutione  autem  rite  facta,  invenitur  esse 
dr  _ d r 

V'(<nrncoir,  + ptn*inJ,*l  v («Wt» T”  + *V sin  T‘) 
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adeoque  valores  iutcgralium 


d r 


r aT  _ r 

.*  1 z y' (m  in  cos  T*  + n«ua  F*) ' •»  2 ry'(wi'm’cos  T*  + »ri  sin  f'1) 

si  utriusque  variabilis  a valore  0 usque  ad  valorem  3(i0°  extenditur,  inter  se  ae- 
quales. Et  quum  perinde  ulterius  continuare  liceat,  patet,  his  valoribus  etiam 
aequalem  esse  valorem  intcgralis 

r ae 

J ZxyqpjAcoaO*  + pp linO1) 

a 0 = 0 usque  ad  0 = 360°,  qui  manifesto  fit  = Q.  E.  D. 


17. 

Ex  aequatione,  relationem  inter  T et  T'  exhibente, 

(bi  — n)  sin  T.  sin  T'*  = 2 m sin  T' — (ra -j- n) sin  T 

facile  deducitur 


^(mineos  7’,  + »«sin  T *)  = »»  — (m — n)sin  T.sin  T' 
^ («'meos  7”*-|-«Vsin  T'1)  = mcotang  T.  tang  T' 


atque  hinc , adiumento  eiusdem  aequationis , 

sin  T.sin  cos  T’  +n»  sin  T *)  +m'(cos  T * — sin-I7*) 

= cosT.cohT". ^(mwcos T'l+n'n'sin  7”*} — |(t» — »)sin  T ’ 

Multiplicata  hac  aequatione  per 

dr_  _ d r 

v'(mmco«ra -f  finsin  f)  ^(mWcos  T*  -f-  nn  «in  T*) 


prodit 


m' (co* T*  — «n  T*) d T t (*» — w)*in  T* d T 

V'  (m  m co*  T*  -f-  n n ain  7*)  co*  T' 1 + nn'  *in  T *) 


-(-  d . sin  T cos  T 


Multiplicando  hanc  aequationem  per  substituendo  — »)  = )jn» — «») 

(m  — »)’  = 4 ‘mm — n’n),  sin  T ’*  = f — J (cos  T’ — sin  I’’*),  et  integrando,  a va- 
loribus T et  T'  — 0 usque  ad  3fi0°,  habemus: 

/ % r (co*  T*  — *in  T*).  d T 

m m — nn)  I —47 wr  - — 

v v lrv(mmoo*  T') 


— nV)  , . , 11.  r (cw  T*  — «ia  T*)d  r 

p ' ’ V lzy  (m'iN'co*  T'*  -E » n iin  T' ') 


45 
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Et  quum  integrate  definitum  ad  dextram  perinde  transformare  liceat , manifesto 
integrate 

/»  (eo»  r* — «nT*)dr 

J 2 ts  v’  [m  m cos  T*  -f- 1» « sin  r*) 

exprimetur  per  seriem  infinitam  citissime  convergentem 

2 (mtri — Wri ) + 4 («"«1* — »"«"  ) -f-  8 — «"V")  + eto.  v 

{m  m — nn)u  j* 

Calculus  numericus  commodissime  per  logarithmos  perficitur,  si  statuimus 
t^(mm  — nn)  = X,  [\/(mW — riri)  = X',  f — «”»")  = X”  etc. 

unde  erit 

X'  = -„  X’  = X”  = ^ etc.  atque 

m m m 1 

Da,+  iA*X“+s)rl"'+  etc. 
v _ XX 


18. 

Per  methodum  hic  explicatam  etiam  integralia  indefinita  (a  valore  variabilis 
— 0 inchoantia)  maxima  concinnitate  assignare  licet.  Scilicet,  si  T"  perinde 
per  m',  n',  T'  determinari  supponitur,  uti  T'  per  m,  n,  T , ac  perinde  rursus 
Tm  per  m”,  n,  T"  et  sic  porro,  etiam  pro  quovis  valore  determinato  ipsius  T. 
valores  terminorum  serie  T,  T",  T",  T etc.  ad  limitem  0 citissime  convergent, 
eritque 

f dr  R 

J v (m  m cos  T* -t- n «sin  f1)  ja 

/(cos T*  — iinr*)dr  . H X'co*  fgin  T*+  3X"coa  T' nn  *X"'co«  r'«in  T",+  etc. 

mco*  T*  -f-  m rt  sin  7*)  * XX 

Sed  haec  obiter  hic  addigitavisse  sufficiat,  quum  ad  institutum  nostrum  non 
sint  necessaria. 


19. 

Quodsi  iam  statuimus  m = y/(G-f-  G ).  » — y(G-f-G").  valores  quanti- 
tatum P,  Q facile  ad  transscendentes  p,  v reducentur.  Quum  enim  P.  Q sint 
valores  integralium 
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r CO>r'dr  r MB  T*  <i  T 

‘ 2it(mmi’o«  T*  -p  nnotn  T1)! ’ *'  7 n(m»mco*  r*  + sn  i;n  T*)\ 

a T — 0 usque  ad  T = 360°  extensorum,  primo  statim  obvium  est,  haberi 
mmP-{-nnQ  = - [24i 

Porro  fit 

(co*  r1  — «in  r*)d  T t (m  m eo#  T*  — n n sin  T*)  d T _ (m  ip  c<*  T*  — nmio  J")dr 
U(aal<>r'i.»iii r*)l  — *(*>»>  c o>  f + BB.inr1;» 

^ cob  Tsin  T 

* it  v1  (m  m cob  T*  -fnnsin  T*) 

Integrando  hanc  aequationem  a T = 0 usque  ad  T — 360°,  prodit 

— ^ + nnQ  = 0 [25] 

£ combinatione  aequationum  24,  25  denique  colligimus 

P = *.+  *.  Q = ‘~y 

2 m m p ^ 2nnp 


45< 
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Gftttingitohe  gelehru*  Anteigt*n.  ISIS  Fcbruar  ». 


Am  1 7len  Januar  Ubergab  Ilr.  Ilofr.  Gacsr  der  KOnigl.  SocietSt  eine  Vor- 
lesung : 

Determinatio  attractionis,  quam  «n  punctum  quodlibet  positionis  datae  exerceret 
planeta,  cuius  massa  per  totam  eius  orbitam,  ratione  temjioris,  quo  singulae  partes 
describuntur , uniformiter  esset  dispertita. 

VormOgc  cines,  vielleicht  bis  jetzt  noch  von  niemand  ausdrucklich  ausge- 
sprochenen,  aber  aus  dcn  Grttnden  der  physischen  Astronomie  leicht  zu  bewei- 
senden  Lehrsatzes , sind  die  Sacularverfinderungeu  ciner  Planetenbahn  durch  die 
StOrung  cines  andern  1’laneten  dieselben , der  stiirende  Plauet  mag  seine  ellipti- 
sehe  Bahn  nach  Keplers  Gesetzen  wirklich  beschreiben,  oder  seine  Masse  mag 
auf  den  Tlmfang  der  Ellipse  in  deni  Masse  vcrtheilt  angenommen  werden,  dass 
auf  Stflckc  der  Ellipse , die  sonst  in  gleich  grossen  Zeiten  beschrieben  werden. 
gleich  grosse  Autheile  an  der  ganzen  Masse  kommen : vorausgesetzt,  dass  die  I'm- 
laufszeiten  des  gestdrten  und  des  stbrcnden  Planetcn  nicht  in  rationalem  Verhalt- 
nisse  zu  einander  stehen.  Dio  Aufgabe.  welche  den  Gegenstand  dieser  Abhand- 
lung  ausmacht,  nemlich  die  nicht  genaherte,  sondern  genaue,  nicht  von  massi- 
ger  Excentricitilt  der  Ellipse  abhangige.  sondern  allgemeine,  Bestimmung  der  An- 
ziehnng , welche  ein  elliptischcr  Ring  von  unendlich  kleiner  und  nach  obigem 
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Gesetze  unver&nderlicher  Dicke  gegen  einen  jeden  Puukt  im  Raume  ausflbt , ist 
daher  fttr  die  physische  Astronomie  von  holiem  Interesse.  Inzwischen  ist  sie  nicht 
weniger  auch  in  rein  matheraatischer  Ilinsicht  merkwtlrdig,  wegen  der  manchcr- 
lei  Kunstgriffe,  welehe  ihre  volis  t&ndige  AuflOsung  erfordert. 

Von  der  AuflOsung  selbst  ist  es  nicht  wohl  thunlich , hier  einen  Auszug  zu 
geben.  Der  Verf.  hat  eine  rein  analytische  Behandlung  gewahlt;  Kenner,  welehe 
ihr  mit  Aufmerksamkeit  folgen . werden  leicht  die  gcometrischcn  Correlate  der 
einzelncn  in  der  Un teruncii ung  vorkommenden  GrOssen,  und  die  Umschmelzbar- 
keit  in  eine  geometrische  Form  wahrnehmen.  Hier  mag  es  genflgen,  nur  das 
Endresultat  anzufuhren.  Drei  unbekanntc  GrOssen  G , G' , G"  werden  durch 
die  Wurzcln  einer  cubischen  Gleichung  bestimmt , aus  deren  Beschaffenlieit  sich 
beweisen  l&sst,  dass  sie  alie  Mal  drei  reelle  Wurzeln  habe.  Die  nach  einer  be- 
liebigen  Kichtung  zerlegte  Anziehung  des  elliptischen  Ringcs  wird  sodann  durch 
einen  Ausdruck  von  der  Form  pP~  q Q dargestellt,  wo  p und  q algebraisch 
von  G,  G',  G"  abhiingen , P und  Q hiugegen  die  bestimmten  Wertlie  der  In- 
tegrale 

r cos  T*  . d T 

ln(mm  co*  -f- imBin  r1)  t 

f «in  r* . d T 

* JntmiBUMr' 4 »"»in  r')l 

bedeuten.  wenn  die  Integrationen  von  2’=0  bis  T — 360°  — 2tt  ausgedehnt 
werden,  und  wo 

w = ^ (G -f-  G') , n = ^(G-\-  G ”} 

Da  diese  Integrale  (m  = n uusgeuommen:  transscendenter  Natur  sind.  und  be- 
kannter  Massen  mit  andern  in  der  Perturbationsrechnung  vorkommenden  vielbe- 
handelten  Trausscendenten  zusaramenhangen,  so  konnte  die  Auflfisung.  naclidem 
sie  bis  auf  diesen  Puukt  gefiihrt  war,  ais  vollendet  angcschcn  werden.  Der  Ver- 
fasser  liat  iudessen  diese  crste  sich  ihm  darbietende  Gelegenheit  benutzt . um  die 
ersten  Linien  eines  neueti  Algorithmus  zu  geben , dessen  er  sich  schon  scit  einer 
langcn  Reihe  von  Jahrcn  zur  Bestimmung  diescrTransscendenten  bedienthat.  und 
worflber  er  in  Zukunft  cinc  ausgedehnte  zu  vielen  merkwfirdigen  Resultaten  fiili- 
rende  Untersuchung  bekaunt  machen  wird.  Ilier  kdnnen  nur  die  Hauptsatze, 
mit  Uebergehung  der  Beweise  angefOhrt  werden.  Wenn  mas  aus  zwei  gegebe- 
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ncn  positiven  Grfisscn  m und  n,  andere  /»',  m”,  m“u.  s.  w. , n.  n",  u.  s.w.  uach 
folgenden  Gesetzen  ubleitet: 

m'  = j (m  -f-  «) , n’  = y m n 
W = J(m'+n'},  n”  = y/mV 
m"’=  f n"),  n’”  — yi«Vu.  s.  w. 

d.  i.  wenn  m’,  n’  resp.  das  arithmetische  und  gcometrische  Mittel  zwischen  m 
und  n ist;  eben  so  »"  das  arithmetische  und  geometrische  Mittel  zwischen 
m'  und  n'  u.  s.  f. : so  nahern  sich  die  Glieder  sowohl  der  Reihe  m,  m' , m",  ib’”u.  s.  w., 
ais  die  der  Reihe  n,  n , n",  n"'  u.  s.  w.  uusserst  schnell  ciner  gemeinschaftlichen 
Grenze  = p,  welche  der  Verfasser  das  arithmetiscli- geometrische  Mittel  von 
i»  und  n nennt.  Offenbar  ist  p zugleich  das  arithmetisch-geometrische  Mittel 
von  m'  und  n,  oder  flberhaupt  von  je  zweien  zusammcngehdrigen  Gliedern  der 
bciden  Rcihcn.  Der  Verfasser  beweist  nun,  dass  ~ der  Wcrth  des  Intcgrals 

f dr 

J 1 ry  (w meos  T’ -f  nw sin  T*) 

ist,  wenn  die  Integration  von  T = 0 bis  T — 360°  ausgedehnt  wird.  Man 
wird  leicht  sehen,  dass  diess  auch  auf  folgende  Art  hatte  ausgesprochen  werden 
kdnncn  AVenn  die  Entwicklung  der  Function 

i 

V(«  f 

f 

die  Reihe 


J4  + JScos4p-t-Ccos2i{;-)-Z)cos3iJ(-j-  etc. 


gibt,  so  ist  allezeit  'A  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  der  beiden  Grdssen 
y^(a  + 6)  und  y'(a — 6). 

Ein  zweites  eben  so  wichtiges  Theorem  ist,  dass  wenn  man  die  Summe  der 
unendlichen  jederzeit  sehr  schnell  convcrgirenden  Reihe 


2 mni — — nn  ) -)- 8 [mmm“ — «"V)-}-  u.  s.w. 


wo  die  /ahlencogfficienten  eine  geometrische  1’rogression  bilden,  = (mm — nn) 
sctzt,  der  Werth  des  Integrals 
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von  T = 0 bis  T = 360°  erstreckt,  = — ^ wird.  Offenbar  ist  denn  hier- 
durch  aueh  der  zweite  CoSfficient  obigcr  Rcihc  bckannt,  uemlich  B — — — 
weun  man  m = (a. n = [a  — 6)  gesetzt  hat.  Alie  folgeuden  Coeffi- 

cienten  C,  D,  u.  s.  w.  aber  werden  bekanntlich  durch  die  beiden  ersten  A und  B 
algebraiscli  und  einfacli  bcstimnit.  FUr  die  numerische  Berochnung  der  Grosscn 
trini — riri,  m"m" — n"n"u.  s.  w.  wird  iu  der  Abhandlung  selbst  uoch  ein  besouderes 
selir  bequemes  Verfahrcn  gelehrt. 

Die  Amvenduug  auf  die  Transscendentcn  der  gegenw&rtigen  Untersuehung 
gibt  eudlich  nocli  die  eiufachen  Ausdrucke 


P = 


l+S 
1 m m * 


Q = 


I — v 
1 wnjt 


Auftuerksamen  Lesern  wird  es  nicht  entgehcn , wie  viclc  intcrcssante  Auf- 
gaben , die  mit  den  hier  betrachteten  Trausseendeuten  zusammeuhangen,  durch 
den  erklarteu  Algorithmus  init  grdsster  Leiclitigkeit  uufgelost  werden.  AI»  ein 
Beispicl  ftthren  wir  hier  die  Rcctification  der  Ellipse  an.  fsetzt  man  ihre  halbe 
grosse  Axe  = m,  die  halbe  kleine  Axe  = n,  so  wird  die  Peripherie 

= — | m m — 2 sm  m — n n ) — 4 (w  m — n n ) — 8 [tn  m — n n ) — u.  s.  w.  5 

Ein  auderes  Beispiel  gibt  die  Dauer  der  Pendelschw'ingungen  bei  endlicheu  Bo- 
gen,  welche  sich  zu  der  Dauer  der  unendlich  klcinen  Schwingungen  verhalt,  wie 
die  Einheit  zu  dem  arithmetisch-geometrischen  Mittel  zwischen  1 und  dem  Co- 
smus von  einem  Viertel  des  ganzen  Schwingungsbogens. 

Schliesslich  mus  noch  bemerkt  werden.  dass  der  Verf.  diesc  Resultate,  so 
wie  er  sie  schon  vor  vielen  Jahren  unabhungig  von  fihnlichen  Untersuchuugen 
Laorange’.;  und  1,egkndhk’s  gefunden  hat,  in  ihrer  ursprflnglichen  Form  darstellen 
zu  m (Issen  geglaubt  hat,  obglcich  sie  zum  Thcil  aus  den  Entdcckungen  dieser  Geo- 
meter leicht  hfitten  abgcleitet  werden  kdnnen,  theils  weil  jene  Form  ihm  wesent- 
liche  Vorzuge  zu  habeu  schien,  theils  weil  sie  gerade  so  den  Anfang  ciner  viel 
ausgedehntern  Theorie  ausmachcn,  wo  seine  Arbeit  eine  ganz  verscliiedene  Rich- 
tung  von  der  der  genannten  Geometer  genommen  hat. 
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[ ARITHMETISCH  GEOMETRISCIIES  MITTEL.] 

PARS  I. 

DE  ORIGINE  PROPRIET ATIBDSQUE  GENERALIBUS  NUMERORUM 
MEDIORUM  ARITHM.  GEOMETRICORUM. 


1. 

Sint  | j l'  1-'  'I  duae  progressiones  quantitatum  ea  lege  formatae,  ut 
quilibet  ipsarum  termini  correspondentes  sint  media  inter  terminos  antecedentes, 
et  quidem  termini  progressionis  superioris  media  arithmetica,  progressionis  inferio- 
ris geometrica,  puta 

a]= -j  (a-)-A),  b'  — \ab,  a"  — 4 (a'—)—  b'),  b"  — \J a' A',  i(a"+  A"),  b"=\]a*b~  etc. 

Supponemus  autem , ipsos  a,  b esse  reales  positivos,  et  pro  radicibus  quadraticis 
ubique  accipi  valores  positivos ; quo  pacto  progressiones  quousque  libuerit  produci 
poterunt,  omnes  ipsarum  termini  erunt  plene  determinati  valoresque  positivos  rea- 
les nanciscentur.  Porro  prima  hic  se  fronte  offerunt  observationes  sequentes : 

I.  Si  o = b , omnes  utriusque  seriei  termini  erunt  = a — b. 

II.  Sivero  a,  b sunt  inaequales,  erit  (a' — 6')  («'—}— 6'}  = J-(a — A)1,  unde 
concluditur  A'<^a’,  et  perinde  erit  A"<[a",  A'"<^a”'  etc.,  i.  e.  quivis  terminus  se- 
riei inferioris  minor  erit  quam  correspondens  superioris.  Quocirca  in  hoc  casu 
supponemus,  esse  etiam  A<[a. 

III.  Eadem  suppositione  erit  a'<ia,  A'>A;  a'<a',  A">A'etc. ; progressio 
itaque  superior  continuo  decrescit,  inferior  continuo  crescit;  hinc  manifestum  est, 
utramque  habere  limitem;  hi  limites  commode  exprimuntur  per  a°°,  A®. 

IV.  Denique  ex  ■£={  = sequitur  ° A'<f  {a— A), 

eodemque  modo  erit  o" — A"<f(«' — A')  etc.  Hinc  concluditur,  a — A,  o' — A', 

46 
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a — 6",  a" — b‘”  etc.  constituere  progressionem  continuo  decrescentem  atque  ipsiu9 
limitem  esse  = 0.  Hinc  a®  = 6®  , i.  e.  progressio  superior  et  inferior  eundem 
limitem  habebunt , quo  illa  semper  manet  maior , haec  minor. 

Hunc  limitem  vocamus  numerum  medium  arithmetico-geometricum  inter  a et  b, 
et  per  M (a,  b)  designamus. 

2. 

Radices  aequationis  xx — iax-\-bb  — 0 erunt  reales  positivi,  siquidem 
a >6;  medium  arithmeticum  inter  has  radices  erit  a,  geometricum  6;  designata 
itaque  una  radice  (et  quidem  maiore  si  sunt  inaequales)  per  'a,  altera  per  ‘b,  pote- 
rit 'a  spectari  tamquam  terminus  progressionis  superioris  terminum  a praece- 
dens, eodemque  modo  ‘b  tamquam  terminus  progressionis  inferioris  ante  b.  Si- 
militer designando 

aequationis  xx — 2 'ax+  'b  'b  = 0 radicem  maiorem  per  "a  minorem  per  "6 
xx—  2"ax  + "b"b  = 0 'a  ”6 

xx — 2“ax+'"bmb  = 0 “«  ""6 

poterunt  'a,  "a,  "a  etc.  spectari  tamquam  continuatio  progressionis  superioris  ver- 
sus laevam,  atque  '6,  “b,  "6  etc.  tamquam  continuatio  progressionis  inferioris,  ita 
ut  iam  habeantur  duae  progressiones  utrimque  in  infinitum  coptinuabiles 


mr  rn  u t _ j « tit  im  / r \ 

....a,  a,  a,  a,  a,  a,  a , a , a (lj 

....""b,  mb,  "b,  ' b , b,  b',  b",  6”,  6“ (H) 


Quivis  itaque  terminus  progressionis  (!)  erit  maior  quam  correspondens  se- 
riei (II);  series  illa  a laeva  ad  dextram  continuo  decrescit,  a dextra  ad  laevam 
crescit:  haec  a laeva  ad  dextram  continuo  crescit  sensuque  contrario  decrescit. 
Versus  dextram  utraque  series  eundem  limitem  habet;  versus  laevam  autem  (I) 
super  omnes  limites  crescit,  ( II)  habet  limitem  0 (nisi  omnes  utriusque  progres- 
sionis termini  sunt  aequales).  Nam  'a  = o + y^aa — bb) ; 'b—a  — y/(aa — 46); 
hinc  da — 'b'b  = 4 a\{aa — bb) ^>1  (na — bb),  similiterque  “da — "6'7>)>4(ao — 'b'b) 
etc.,  unde  patet,  seriem  a a — 66,  'da — '6'6,  Va — 'Vb  etc.  et  proin  etiam  hanc 
a. 'a,  "a  etc.  quemvis  limitem  superare  posse;  ■f=='7<^T  simil*terque  etc. 

i.  e.  ~ infra  quemvis  limitem  deprimi  potest  augendo  ipsum  n , adeoque  limes 
seriei  6,  '6,  "6  etc.  = 0. 
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Ex  definitione  numeri  medii  arithmetico -geometrici  tam  manifestum  est,  ut 
explicatione  ampliore  iam  non  opus  sit,  sequens 

Theorema.  Numerus  medius  inter  terminos  quoscunque  correspondentes  pro- 
gressionum I,  II  idem  est  atque  inter  a et  b. 


3. 

Quo  clarius  perspiciatur , quanta  rapiditate  series  (I)  et  (II)  ad  dextram 
versus  limitem  suum  approximent,  et  quomodo  versus  laevam  illa  crescat,  haec 
decrescat,  exempla  quaedam  hic  sistimus: 


Exemplum  1 . 

=15,83795  47919  02 
"a  = 7,91897  73959  512 
"a  = 3,95948  86986  4971 
'a  = 1,97979  58971  13271  23927  9 
a = 1,00000  00009  00000  00000  0 
a'  = 0,60000  00000  00000  00000  0 
a — 0,52360  67977  49978  96964  I 
a'—  0,52080  54052  86123  66484  5 
a""=  0,52080  16381  12999  95414  3 
<T=  0,52080  16381  06187 


o = l,  b = 0,2 

""b  — 0,00000  00000  00000  00005  7 
mb  = 0,00000  00013  481 
"b  = 0.00010  30955  7682 
'6  = 0,02020  41028  86728  76072  l 
b = 0,20000  00000  00000  00000  0 
b'  = 0,44721  35954  99957  93928  2 
b’  = 0,51800  40128  22268  36005  0 
i”=  0,52079  78709  39876  24344  0 
b”"—  0,52080  16380  99375 
br  = 0,52080  16381  06187 


Hic  av,  b v in  23*  demum  figura  discrepant;  rb  est  minor  quam 
'™a,  'a,  vla  etc.  sensibiliter  formant  progressionem  geometricam,  cuius  exponens  = 2. 


Exemplum  2.  a = 1,  b — 0,6. 


= 

14,35538 

2913 

-"b 

= 0,00000 

00000 

M* 

a 

= 

7,17769 

14569 

307 

~b 

= 0,00001 

73070 

" a 

= 

3,58885 

43819 

99831 

75712 

7 

"b 

= 0,01114 

56180  00168 

24287 

3 

'a 

= 

1,80000 

00000 

00000 

00000 

0 

'b 

= 0,20000 

00000  00090 

00000 

0 

a 

— 

1,00000 

00000 

00000 

00000 

0 

b 

= 0,60000 

00000  00000 

00000 

0 

a 

= 

0,80000 

00000 

00000 

00000 

0 

b' 

= 0,77459 

66692  41483 

37703 

6 

a 

= 

0,78729 

83346 

20741 

6SS51 

8 

b " 

= 0.78719 

58685  06172 

16741 

6 

a” 

0,78724 

71015 

63456 

92796 

7 

b" 

’=  0,78724 

70999 

cT = 

0,78724 

71007 

8 

b"' 

’=  0,787  24 

71007  8 

7 

46* 
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Exemplum  3.  a = 1,  b = 0,8. 

vo  =25.19190  722  yb  = 0,00000  00000  0 

""a  =12,69595  361  16  78  mb  = 0,00000  00133  367 

"a  = 6,29797  68125  07655  42373  4 "b  = 0,00010  98644  58278  08440  9 

'a  = 3,14919  33384  82966  75407  2 "b  = 0,05080  66615  17033  24592  8 

'a  = 1,60000  00000  00000  00000  0 'b  — 0,40000  00000  00000  00000  0 

a = 1.00000  00000  00000  00000  0 b = 0,80000  00000  00000  00000  0 

a = 0,90000  00000  00000  00000  0 b'  = 0,89442  71909  99915  87856  4 

a — 0,89721  35954  99957  93928  2 6"  = 0,89720  92687  32734 

«"  = 0,89721  14321  16346  6"  = 0,89721  14321  13738 

a'"  = 0,89721  14321  15042  b""  = 0,89721  14321  t5042 

Exemplum  4.  a = y‘2.  4 = 1. 

'”a  =19,17024  37557  69475  31905  0 mb  = 0,00000  00009  32560  02627  6 
“a  = 9,58512  18783  51017  67266  3 ”b  = 0,00013  37084  06056  69181  0 

"a  = 4,79262  77923  78537  18223  7 "b  — 0,03579  93323  67652  95745  7 

'a  = 2,41421  35623  73095  04880  2 'b  = 0,41421  35623  73095  04880  2 

a = 1,41421  35623  73095  04880  2 b = 1,00000  00000  00000  00000  0 

a'  = 1,20710  67811  86547  52440  1 b'  = 1,18920  71150  02721  06671  7 

a = 1,19815  69480  94634  29555  9 6*  = 1,19812  35214  93120  12260  7 

<T=  1,19814  02347  93877  20908  3 6”=  1,19814  02346  77307  20579  8 

a"’=  1,19814  02347  35592  20744  1 bm=s  1,19814  02347  35592  20743  9 

4. 

Habeantur  praeter  progressiones 

. . .”a,  "a,  'a,  a.  a,  a,  a", . . 

...” b , "b,  ' b , b,  b b".  r. .. 

duae  aliae 

. . ."c,  "c,  'e,  c,  c,  e",  cm. . . 

. .. md , V,  'd,  d.  d\  d".  d~... 

simili  modo  formatae ; supponamusque , duos  terminos  in  posterioribus  duobus  in 
prioribus  proportionales  esse , e.  g.  a:b  = e:d,  sive  a:c  — b:d  — 1:».  Tunc 
omnes  termini  in  I ad  terminos  in  III,  omnesque  in  II  ad  terminos  in  IV  (simi- 
liter  relative  ad  a,  b , e,  d siti  ac  sitos)  in  eadem  ratione  erunt,  puta 
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e — na,  c"  = na,  c”=  na",  'c='an,  d'  — nb',  'rf  — 'bn 

Hinc  facile  deducitur,  etiam  limitem  serierum  I,  H,  fore  ad  limitem  serierum 
III,  IV  ut  1 ad  n,  sive  generaliter  M(no, nb)  =#M(a,i).  Erit  itaque  generali- 
ter M(a>i)  = aM(t,|)  = 6M(|,l). 


5. 

Problema.  Exprimere  medium  arithmetico -geometricum  inter  numerum  unitate 
maiorem  1 +x  et  unitatem , per  seriem  secundum  potestates  ipsius  x progredientem. 
Sol.  Quum  M(t,l)=l,  supponamus 

M(l+rr,  1)  = 1 + Air + h"s*  + hTo?  + h""xK  + etc. 

ita  ut  A',  A”,  h’",  A”  sint  coCffi  cientes  constantes  ab  * non  pendentes.  Sit 
x — 2t-\-tt,  eritque 

M(l+x,  t)  = M(l+<-H  tt,  1+0  = (l+0M(l+i£.  1). 

Quare  habebitur 

1+A'(2f+«)H-A''{SH-Mj*-M''(2  <+«)*+  etc. 

= etc- 
Hinc  prodeunt  aequationes 
2 A'  ss  1 

4 A"  + A'=  *A’ 

9 A™  + 4 A”=  0 
16  A™  + 12A”  + A"=*A" 

32  A’  + 3 2 A'1”  + 6 A'"=  — J-A" 

64  A"  + 80  A’  + 24  A’”+  h”—  1 A"+lA” 

128  A,u  + 1 9 2 A"  + 80  A’  +8A'~=  — ±A”—  |A" 

256A’“+44SA",+  240A,1+40A,  + A""=  i A"+ J A"+ + A” 

etc.  unde  fit 

A'  = I , A"  — — +,  A*  = ,V.  *“= — rHit  A = iHj,  A — fili  i 
Quare 


M(l+r?.l)  — l+ir? — + 1 1 i s 3?  t+Ht^  etc. 
Ceterum  nullo  negotio  perspicitur , medium  inter  1 et  numerum  unitate  minorem 
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1 — x fore  1 — h'x-\-h“xx — A^+etc.  = 1 — I.r — — Vr^ — 1 1 f r x* — etc. 
Quum  hi  coSfficientes  legem  obviam  non  exhibeant,  has  series  praetergredimur, 
aliawque  viam  tentamus , quae  successum  feliciorem  praestabit. 

6. 

Problema.  Exprimere  medium  ar.  g.  inter  i-\-x  et  1 — x per  seriem  secun- 
dum jtotestates  ipsius  x progredientem. 

Sol.  Quum  habeatur 

M(l+,r,  1 — *)  = (1 — , !) 

statim  habetur  e serie  art.  praec.  substituendo  ibi  pro  j: 

etc. 

atque  hinc 

M(l+#,  l — >*)  = 1 — i** — A>J?< — etc. 

Cogfficientes  huius  seriei  etiam  independenter  a serie  art.  praec.  per  metho- 
dum sequentem  erui  possunt.  Ponatur  x — ^rjt  critque 

M(1  +*.  1-*)  = M(£g.  1)  = l-M) 

Quare  statuendo 

M(l+x,  1 — x)  = l+ax*+6x4+yx,l+5:r,,+  etc. 

(nam  potestates  ipsius  x cum  exponente  impari  non  adesse  sponte  patet)  habebitur 

(i+tO{1+«(7^),+s(i^)4+T(rf7i),+i(rn«)*+etc-l 

= i+af4+  6t*+y etc. 

Hinc  prodeunt  aequationes 
1 -)-  4 a ==  0 unde  a — — | 

— 4a+ 1 6 6 — a 6 — — ti 

4a  — 486+64  y = 0 y = — +1, 

— 4a+966  — 320y+256S  = 6 « = — tHt  — rrKx  = — tHIt 

etc.  etc. 

In  hac  quoque  serie  cuCfficientes  legi  simplici  non  subiecti  sunt:  at  si  unitas  per 
illam  seriem  dividitur , prodit 


Digitized  by  Google 


DE  ORIGINE  NUMKRORITM  MEDIORUM  AR1THM.  GEOMETRICORUM  ETC. 


367 


■*” + tW*** + et°' 

ubi  primo  aspectu  videmus , coCfficientes  esse  quadrata  radicum  + f.|,  } . J.  H, 
).).}.{,  adeoque  secundum  legem  persimplicem  progredi.  Sed  methodus,  per 
quam  ad  hanc  conclusionem  pulcherrimam  pervenimus , inductionis  tantummodo 
vim  habet ; quam  ad  certitudinis  gTadum  evehere  in  disquisitionibus  sqq.  nobis 
proponimus. 


7. 

Supponendo 

M(i+»,  i— »)  = + etc- 

atque  ut  in  art.  praec.  x — ^ habemus 

= l+«+  4f‘+4f*+5/,,+5<,0+C,t,*+C,t14+5t,*+5<,’+  etc. 
unde  emergunt  aequationes 


44=1 

— 84+  165  = A 

12  A—  645+  64  C — A 

— 164+1605— 3840+2565  = 5 etc. 

atque  hinc  4=+,  5 = + A,  D = i A ut  supra: 

sed  legis  ratio  hinc  operosius  deduceretur:  quare  methodum  sequentem  praeferi- 
mus. Ex  aequatione 

etc-  = »(i+4V+biV  . .) 

demanant  aequationes  sequentes : 


1 — 

1 

[1] 

0 = 

1—  44 

w 

4 = 

1—124+ 

165 

[3] 

0 = 

1 — 244  + 

805  — 

64  C 

[4] 

5 = 

i — 404+: 

240  5 — 

448  C+  256 5 

[5] 

o = 

1 — 604  + 1 

>605  — 

1792  C+2304 5— 10245 

[6] 
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ubi  coCfficientes  facile  subiiciuntur  formulae  generali : scilicet  aequatio  nu  erit 


M—  1 — 4 Ax’ 


■1 


»+l  .n.n— 1 .n — 2 


- 64  Cx 


n+1  .n.n — l ,n — 2.» — 3 


1.2  1 ''  1.2.3. 

+ 256  J " — — etc. 

I ^ 1.1.  3.  4.  S . « . 1 . S 

ubi  M erit  vel  =0  (quando  n par),  vel  aequalis  termino  1 (n+ 1)10  seriei 
1 , A,  B,  C,  D etc.  (quando  n impar).  Iam  ex  his  aequationibus  sequentes  no- 
vas deducimus*). 


[2],  0 = 1—  4A 

4[3]  — [1],  4 A — 1 = 3—  48A+  64 B 

»[4] — 4 [2],  0 = 5—  200A+  7205—  576C 

1 6(5]  — 9[3] . 16B— 9A  = 7—  532A+  3696B—  7I68C+  4096  D 
25  [6]—  1 6[4] . 0 = 9 — 1 1 1 6j4+  I 27  20.B  — 43776C+57600Z) — -25600JS 


etc. . ubi  coCfficientes  legi  generali  facile  subiiciuntur.  Scilicet  aequatio  nu  erit 
nf,iv__(n-i)»L  = (2n-i)(i-4^x  a""~  ■ " + 1 6 b X rrr-T !" + * 


— 16  Cx 


» + l .».» — 1 .»  — 2, 7»»  — 7»4-*> 

1 . 2~  3 I 4 ^ 5 ! t 

»4-  2. »4-1  •n.n — 1 .» — 2.»  — 3.  fln»  — »»4-20 


+64Dx"-p"71;"l"~; 


etc.)  ‘ 


ubi  factorum  progressio  obvia  est  (puta  praeter  factores  simplices  in  singulos  coSf- 
ficientes  ingreditur  factor  duplex  talis  knn  — A»  + f(AA — 1)).  Hae  aequationes 
simplicius  sequenti  modo  exhibentur,  singularum  membris  ad  dextram  in  binas 
partes  discerptis  (praeter  aequ.  primam , quae  immutata  retinetur) : 

0 = 1 — 4 A 
4 A — 1 = j 3 — 36  A 

— 12A+64B) 

0 = j 5 — 180A+  400  J5 

— 20A+  320.B — 576  C\ 

16B  — 9A=|7  — 504A+  2800B  — 3136C 

— 28A+  896J5—  4032C+4096Z)j 
0 = )9  — 1080  A+l  0800B— 28224C+  207  36D 

— 36A+  1920J3 — 15552  C+  36864  D — 25600  /Jj 

*)  Signa  derivationi*  explicantur  in  Diaq u uitio nib%t*  Arithmeticis  art.  162. 

••)  L et  N hic  «unt  vel  utraque  =0  (quando  n inapar),  vel  re*p.  terminis  | »*” , jn-f-l***  aeriei 
1,  A , B,  C,  D,  E etc.  aequale*. 
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scilicet  generaliter  aequatio  itto 
nnN — (n — 1 )’Z/ 


= (2»-t) 


1 - 3.4  4 ^=1  + 5. 1 fi  B » _ 7.64 

12  1 1.S.S.I4  1 . 1 ...  I 


, * + 1 . « +1  ...n  — 3 


_ 44^  + «oB^ 


i«  .1» — I . t« 


£ . AnyW-f  I .».W—  t.H  — 2.64 

^ I.  2.  3.  4.  3.« 


11  2 1 


*- 1 
1 


..,..+  2a-'A' 


I . 3 . 3 . . . . 1—1 

1—5  *— J *— S „ 

»+-7-.*  + — -...« p-H*-!}* 


. k — 1 


designante  k indefinite  quemvis  imparem , sint  ita 
0 — 1—4  4 

44—1  = 3{1  — 44)—  4(94—  16B) 

0 = 5(1  — 4 4)  — 20(94  — 16B)+16(25B  — 36  C) 

16B— 94  = 7(1— 44)  — 56(94  — 1 6B)  + 11 2(25B—  36  C)-~  64(49  C—  64  D) 
0 = 9(1  — 44) — 120(94  — 16B)  + 432(25B — 36  C)  — 676(49  C — 64  B) 

+ 256(811)— 100E) 

etc.  et  generaliter  aequ.  nln 
nnN — (a — 1)’B 

= (2n— 1)(1—  441-4  ^t-~ ■”-^(94— 1 6BH- 1 -^(2RB-36  C) 


_ . 2» — 1 .n+l.w+l.n.ii—  I 
04  ■ 

1.2  .3.4-3 


*"7  2 (4  9 C — 64  J))  + etc. 


ubi  legis  obviae  universalitas  e calculo  sponte  demanat.  Hinc  vero  perspicuum 
est,  fieri  necessario 

0 = 1—44,  0 = 94  — 16/1.  0 = 25B— 36C.  0 = 49C—  64D,  0 = 8lZ>—  IOOE 
etc.  in  inf.  adeoque 

4 = 1,  B=  !•*,  0=1.*.«,  D=l. *.«.«,  JS  = 1*  H « VW 

et  sic  porro  in  infinitum.  Q.  E.  D. 

111.  47 
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Si  statuimus 


8. 


fit 

atque 


l + ±M+i-A*'+i-iV-H**+etc.  = 
iw+l.^+fA.V^+i.A.H.V^  etc. 
cT3r+i.9jt4  + ^.A-25x,4-|.A-H  '>9*l,+  etc . - 


unde  sponte  sequitur 


«ddy  , _*dy  , i 


(**—*) + (3 **  - i) — 0 


dy 


Hoc  itaque  modo  media  nostra  arithmetico -grometrica  ad  quantitates  integrales 
revocata  sunt , solutionemque  particularem  huiusce  aequationis  difFerentio  - diffe- 
rentialis  subministrant. 

Eiusdem  aequationis  int.  compl.  est  ^ + mT^T)  ' 

Sit  <p  angui us  indefinitus,  eritque  valor  integralis  f cos<p*dip,  a -f  — o us- 
que ad  f = t,  ut  vulgo  notum  est,  —fit;  eodem  modo  fit  valor  integralis 
f cos<p*d<p  inter  eosdem  limites  — J . J7:;  valor  integralis  /cos  tp*  dtp  = J . | . J rr 
etc.  — denique,  ut  sponte  patet,  J"d<f  =ir.  Hinc  perspicuum  est,  valorem  in- 
tegralis 

J‘dtpx(l  + iaf,costp,-f- 1.  f x4costp*-l-f  .f  .fn*cos9*-(-  etc.) 

sive  huius  /jt . fieri  — r.y , si  sumatur  a <p  = 0 usque  ad  tp  = a, 
spectando  quantitatem  x tamquam  constantem. 

Quodsi  functio  in  seriem  talem  evolvi  supponatur, 

P-(-2  Qco«2<p-|-2 -Rcos4tp-t-2Sco8  6!p-f-  etc. 


ita  ut  cofifficientes  P,  Q,  11,  8 etc.  a sola  .r  pendeant:  valor  integralis  supra  tra- 
diti completus  erit 

Ptp+  Qsin2?-(-|Psin4^-(-  J &sin6tp+  etc.  +C'onst. 
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adeoque  valor  intra  limites  ante  allatos,  = Ptf,  unde  y = P.  lam  observamus, 
quum  sit  — = M ( I .r,  1 — x)  fieri  quoque  — M(l , ^/(1 — xx)).  Hinc  facil- 
lime derivatur  sequens  theorema  generalius : Si  expressio  talis  . = W 

in  seriem  secundum  cosinus  angulorum  2f,  iy,  6 -f  ctc.  progredientem  evolva- 
tur, cuius  terminus  constans  designetur  per  P;  valores  maximus  et  ipinimus  ipsius 
W autem  (puta  . et  -*t)  denotentur  per  v,  v:  erit  y,  medium  aritlune- 
tico-geometricum  inter  j-  et  p.  Proxime  quidem  ratiocinia  praecedentia  pro  eo 
tantummodo  casu  valent,  ubi  f est  quantitas  positiva:  sed  facillime  ad  eum  quoque 
casum  extenduntur,  ubi  v est  negativus.  In  hocce  enim  casu  fit  W=  -r. 

' 1 . l/S  yg  _ , V(6 — | + l|0O«y ‘J 

ponendo  if  = 90  — <j;  unde  p med.  inter  et  ■ . Ut  supra.  Ceterum 

nullo  negotio  patet,  idem  theorema  sine  ulla  mutatione  etiam  ad  expressiones  ta- 
les ...  . ■* r extendi,  puta  ut  =— -U-— r fiat 

V (•  + !”»¥)  r lcrm.  Con«t- 


= M( 


valor  max.  * valor  minira. 


} = M( 


V(<  — 7)  yd*+T)\ 


huiusmodi  enim  functiones  reducentur  ad  formam  -m 7=7,  ei  de  qua 

v(s— t + ^ 

modo  diximus  prorsus  similem , si  scribatur  ■p  = 2 *). 

Denique  monemus,  in  sequentibus  demonstrationem  multo  generaliorem 
eorundem  theorematum  ex  principiis  magis  genuinis  datum  iri ; praetereaque  mox 
etiam  omnes  roliquos  coffficientes  Q,  Ii,  S etc.  per  methodos  aeque  expeditas 
eruere  docebimus.  Hoc  loco  haec  disquisitio  eam  quoque  utilitatem  praestabit, 
ut  iis.  qui  dum  veritatum  aeternarum  sublimitatem  atque  divinam  venustatem  non 
sapiunt,  earum  pretium  ex  solo  usu,  qui  inde  in  partes  matheseos  applicatae  re- 
dundare potest  aestimare  noverunt,  — hasce  investigationes  cariores  reddat  Quan- 
tae enim  utilitatis  sit  evolutio  coSfficicntium  P,  Q,  R,  S etc.  tam  rapida , ut  ea 
quae  ex  his  principiis  promanat,  in  astronomia  physica  sive  theoria  perturbatio- 
num planetarum , nemo  ignorat 


•)  Ceterum  ex  praecedd.  «ponte  «equitor,  m plure»  expressiones  takx  joosfT  ***  cwnP*rat®* 

sint , ut  ipsarum  vitio  re*  extremi  aequales  «iot:  termino*  constanto*  ex  ipsarum  evolutione  prodeuntes  necessa- 

rio aequales  fleri , etiamsi  omnes  reliqui  coi* Scientes  valde  discrepent. 


1'AItS  II. 


DK  FUNCTIONIBUS  TRANSSCENDENT1BUS  QUAE  EX  DIFFERENTIATIONE 

f 

MEDIORUM  A R 1 T 1 1 M ET  1 00  - G E OM  ET  It  I COR  I'  M ORIUNTUR. 


Sint 


ar, 

y- 


y- 


X , 

y • 


X 

y" 


(i) 

(H) 


series  perinde  formatae  ut  series  in  art.  I.,  puta  ut  quivis  terminus  in  sit 

medium  ? um  S i®4®*  duos  terminos  praecedentes,  adeoque  ar® = jr®  = M(#,y): 
patetque , omnes  has  quantitates  et  proin  etiam  ipsarum  limitem  esse  functiones 
duarum  variabilium  x,  y . atque  variari,  simul  aeque  liarum  alteruter  aut  uterque 
mutatiouem  patiatur.  Hic  nobis  de  solis  mutationibus  infinite  parvis  sermo  erit. 
Fit  itaque 

d*'=*d#+idjf,  dy'  = lV7-d*-HVf -djr  = + i j-dy 

et  perinde 

da;"  = F da;'-(-  f dy\  dy"  = 1 . d r'+  J ^ dy’  etc. 


Hoc  modo  differentialia  omnium  terminorum  in  I et  II  jier  differentialia  ipsarum 
x, y adiumeutu  substitutionum  exhiberi  possent:  sed  lex  progressiones  magnopere 
obscura  hinc  prodiret.  Quam  ut  clarissime  oh  oculos  producamus,  sequentibus 
scribendi  compendiis  utemur:  Scribemus 
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d x 


¥+7  =/•  7+y=/.  d¥"+^=/"  ctc- 


_dy'  ^ d*' 

'V 

d*  dy  dY  dy'  . dx“  dy" 

7 7 —9'  7 ~ V ~ 9 ■ sr—%r=-9 

unde  statim  prodit 

f=  i^+T+r+i?)  =/+*£(*-*')++£(*-*) 
==/+**-£•(*-- *')— *0  =/+*^^ 
et  prorsus  simili  modo 

/•=/+*/ ^.  /-=/•+ etc. 

Perinde  fit 


ctc. 


eodemque  modo  g"  = fj'—-,  j-y" etc.  Nec  non  hinc  patet  esse 

/'  = /+/.  /"=;/+/+y*  /“  = f+9  + <j“+!f'~  etc.  Nullo  negotio  perspici- 
tur. seriem  — , — etc.  celerrime  infra  omnes  limites  decrescere,  quamobrem 

9 9 9 . . . 

habebimus  per  seriem  infinitam  rapidissime  conveTgentcm 


/•=/+*; 


f * — x'  x*— *"  xn — sT’ 

i—--? ys~- 


-ctc.  j . = 0 


»d«"  __  IdyJ^  IdM(x.y) 

nc  M(*,y) 

dx  , dy  jd* dy 


\x\i- 


x “*  y * * r y 

dM(».jr)  = M (x,g)  x |¥ x (*  + * — -H  ~ • TT 


i . * — x x — x . 4 , 

"H"  • • -p-+etc.j 

X — *’  x'— x'* 


4-  etc.) 
— etc.)| 


Calculum  aliquantum  commodiorem  nanciscimur  sequenti  modo:  Fit 

*— ■ * _ * :_y  _ (j-y)*  __  (»+y)*—  **f  __  »Y*) 

j’  * + y **— yy  **—99  **—  99 

unde  promanat 

dM  (x,y)= yy)  X 1 ^ X (xx  -yy + 2 (*V- jry  )-\-i{x”x"-y“y" ) + 8 {x"x"~y"g"j . . . ) 

+ ^X{xx ~yy—  2(x  x - yy ) — 4 (Y1 x"-/'/  ) — 8 (xT x” -/V).  ■ ■ ) I 

•)  «t  perinde  «=  A*  «u- 


yy 


xV-  y"y” 
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Ut  computus  maxima  facilitate  per  logarithmos  confici  possit,  sequentes  formulas 
adiicimus , ex  algorithmo  serierum  I.  II  sponte  demanantes : 

(**-*'*')  = 

quae  simul  protinus  ostendunt,  quanta  velocitate  series  nostrae  convergere  debeant. 
Si  magis  arridet,  etiam  sequentes  formulae  poterunt  adhiberi: 

xV— yy  = 4(«— y)’,  sT x"—y‘y"  — i(x— y')*  etc. 


10. 

Rapiditatem  convcrgentiae  harum  serierum  monstrabunt  exempla  sequentia : 

I.  Sit  x = 2 , y — 1 (Con£  art.  3).  Hic  habetur  xx — yy  = 1 

2(xV  — yy)  = 4(x  — y)*  =2=  0,0867864376  2690 

4(xrx"  — y"y’)  = (4  —y')*  — 0, ...  3203980  4927 

8 (rfV  — yy")  = 2 (x"  — y")’  = 0 22  3462 

' . 1 6 («Y-yT)  = 4 (sT-y~)  = 0, 

Summa  = 0,0861068379  10 

Hinc  fit  dM(x,y)  = M(x,y)x  |^X  1,0861068379... 0,91 38931621...) 
sive  in  numeris  ==  dxXO, 4600S2  . . -f-dyx  0,6474860839 

II.  Sit 

' - ’ ‘ ^ JZLl'  ' L : V '£■  * • • 

x = 5,202778-4-2,784072  = 7,986850,  y = 5,202778  — 2,784072  = 2,418706 

ubi  x,  y sunt  distantiae  maximae  et  minimae  Iovis  et  Cereris  (neglecta  excentri- 
citate  planorumque  inclinatione).  Quare 

* = 7.9868500  y = 2,4187066  .x*  — =69, 

#'  = 5,2027780  y = 4,395207  2 {afx  — y'y)  — 1,28 

J = 4,7989925  y'  = 4,781975  4 (xV  — /y")  = 

jT=  4,7904838  y"=  4,78047«  8 («"V*— />")  = 

: aT  4,788480  . , ■ 

'V'“ 

Facile  iam  etiam  co6ffirientes  sequentes  serie 


_ . , . ’ , 

£fn  cientes  seauentes  sene 
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KORTSETZUNG  DER  UNTEUSUCHUNQEN 

l>BER  DAS  ARITHMETISCH  GEOMETRISCHE  MITTEL. 


[Die  weiteren  Untersuchungen  von  Gauss  flber  das  Arithmetisch  gcomctri- 
scbe  Mittel  sind  so  unvollstandig,  nur  in  den  Endformeln , und  mit  so  wechseln- 
der  Bczoichnung  niedergeschrieben , das»  fast  alie  Ubersicht  fehlen  wflrde,  wenn 
der  Abdruck  nur  jene  Formeln  ohne  nebenhergehende  ErlSuterung  wiederg&be. 
In  den  folgenden  Artikcln  habe  icli  die  im  Nachlasse  gefundenen  Stellen  hervor- 
gehoben  und  durch  solchcn  Gedankengang  verbundcn,  wie  er  vielleicht  die  Ver- 
anlassung  gewesen  ist,  dass  Gauss  die  betreffenden  Resultate  unter  einem  erkenn- 
baren  gemeinsamen  Gesichtspunkte  aufgestellt  hat.] 

12. 

[An  mehren  Stellen  bedient  sich  Gauss  neben  den  in  den  vorhergehenden 
Artikeln  betrachteten  beiden  ursprflngliehen  Beihen  von  Grossen  (a,  b) , welche 
sich  auf  dasselbe  arithmetisch  geometrische  Mittel  beziehen,  auch  noch  einer 
dritten  lleihe  von  GrOssen  (e),  die  mit  jenen  durch  die  Gleichung  aa  = bb-\-cc, 
welche  ftir  jeden  gemeinsamen  Index  der  drei  Glieder  {a,b,c)  gilt,  zusammen- 
hangt.  Nach  den  Fcstsetzungen  in  Art.  2 kdnnen  die  Gleichungen  zur  Berech- 
nung  der  rflck-  und  vorwSrts  folgenden  aus  o,  b,  c abgeleiteten  Grbssen  in  die 
Forrn  gebracht  werden: 


Digitized  by  Google 


376 


NACItLASS. 


"a  = 'a-\-'c. 

'a  = o-(-c. 

a. 

2 a'  = a-+-4. 

2 a'  = o'-f-4'. 

"b  = 'a — 'e, 

U 

1 

a 

II 

4. 

4'4’  = ab, 

4T  = a'4'. 

"c"e  = 4 'ac. 

■c'e  = 4 ac. 

C, 

2c'  = a — 4, 

2c"  = o'— 4', 

Hieraus  crgibt  sich  unmittelbar  dass,  wiihrcnd 

M (a.  6}  = M,(an.  6")  = M(na,  n4)  = lim  am  = lira  4m  fSr  m = oo 

ist, 

M(o,c)  = 2"  >1(0",«”)  = 2-"M  (“«.“«)  = lira2s  = lim  ffir  w — oo 

wird  und  sich  damit  die  deni  ersten  Beispiel  in  Art.  3 angcfdgte  Beraerkung.  dass 
die  “a . n+,a , "+*a  etwa  wie  die  Gliedcr  einer  gcomctrischen  Reihe  mit  dem  Quo- 
tienten  2 zunehmen  ais  allgemein  gdltig  erweist,  ferner  dass  fOr  den  im  Bei- 
spiel 4 Art.  3 bereclineten  Fall  a = 4y,2  = e^2  bei  jedcm  n:  “a  = 2".an, 

"4  = 2".en,  "c  = 2".  4”  ist 

Die  Art  der  Anniiherung  jener  Gr6ssen  an  ihre  Grenzwerthe  ergibt  sich  aus 
den  folgenden  Keihenentwickelungen 

M(a,4)  = a"  — cn+'  — cn+* — ... — cn-+-m—  . 

M(«,4)  =:6a  + c“+,  — c”44—  /*.  — ca+m—  . . . 

M (a,c)  = 2~"  . ”o  — 2-*-'.  n+,4  — 2—-* . “+,4  — . , . — k 

* : * ''  • 

M (a,  e)  = 2~".  "r  + 2-"-' ."+,4  — 2“""*.  n+26— . . . — 2~"~*,.n+mA—  . .. 

If  ' i ' 

M(o.6}*  = rtn.an  — ic“.cn—  fcn+,.cn+' — . . . — 1«“+“  c0+nl _ . 

M(a,4}*  = 4”.  4n  -f- — f c”"^1  .c"'*'1 — . . . — jc”+n*.cn+n'  — ,.  . 

M(a.  cf  = 2-«» . "c . V+ 1 2-’" . “A . nA  — { 2"1"-* . n+'A . "+'b  — . . . 

f»— fw»  n-t-m/.  a+m^ 

y t ' '* ysr  X ■ - >?*+■  jr.y  4f+*+s'  • 

M («,  c)*  =*  2-*" . na . °a  — * 2~*” . “6 . ■ Bb — f «-*»-* . n~HA . “+'4  — . . . 

— f 2-*»-*<V,+,B4.n-fc*l,A  — . . . 

\fU(a,b)  — \Jca+*  - s/ca+i  - ...  — V'cn+*m  — . '.  . 

V/M(«.6)=  v^+V/^-^- ...  • -Vcn+,m-  • • . 
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VM  (a,  c)  = V»-"- "«  — n+‘*  — .a+*b- v/J-*-1".  “+*”6  - . . . 

y/M(u,c)  = ^2-h.ac  + ]/2~n~t.n+,b—\Ji~',-4.a+*b  — . . . — n+*“6  - . . . 


ic  M(a,i)  I i . . an  1 i ^ a* 

7 ■ M(o7)  “•  J*  log  4 c"  J*  *0g  i ** 

E M>,4)  i ..*»«,  J . 

1 •M(n,<r)  — 2"  4 t”  “l”  *°?4»E'  + ' • 

« _ i i , " fl  _ 1 W 2 — _ 

1 ’ M(«,4)  ~~  1»  1 S 1 -4  ,»  *°B 1 

e M (a, r)  «i„„o”+‘c  I s l . 

2 ' M(a,6)  — i*  g “4  »♦■,+  • • 


--  loga”" 

>+m  an*m*t 


jlM-M 

S , . 

* “T“  2"^"  £*»•*■«»  "l  * 

I , A n+”a 

* JM«  *°B  2 

■ I 2m+m  i "i+wT-  I 


In  den  vier  letzten  Gleichungen  ist  — statt  der  ffir  best&ndig  wachsendes  m 


geltenden  Grenzwerthe  beziehungsweise  von 
M(«",4”)  s *" 


M(o*\n 


log  i , 


M (®b,  *e) 


log4i 


M(”a,“4) 

M (“«,”«)' 


lo8  2 s» 


das  ist  statt  des  Grenzwerthes  von  M(l,e)logi  ffir  bis  zur  Null  abnehmende 
positive  Werthe  des  s gcsetzt.  Es  folgt  nemlich  zun&chst  aus  jenen  Gleichun- 
gen , in  welchen , wie  die  Relationen 


1-r-  (t)4  = ‘+r 


44’ 


= 2 - . 


(+7)‘  = 1 + 


44 


leicht  erkennen  lassen,  die  zu  logarithmirenden  Werthe,  so  bald  sie  alie  reell 
sind,  vom  zweiten  Gliede  der  Reihe  an  bestSndig  bis  zur  Einheit  hin  abneh- 
meu , dass  dic  gesuchte  Grosse  eine  vollig  bcstimmte  und  z.  B. , wenn  man 
a = 6y,2  = c^2  setzt,  eine  zwischen  den  Grenzcn  f log  2 und  >,»  log  2 einge- 
schlossene  Grosse  ist.  Die  obigen  Gleichnngen  gelten  auch  ffir  complexe  Wer- 
the der  Verfinderlichen , wenn  man  n = 0 setzt  und  diejenigen  Werthe  der 
logma.  logme,  log  a.  log  6,  loge,  logom,  logim  zu  Grunde  legt,  welche  durch 
stetige  Anderung  derselben  aus  den  reellen  GrOssen  folgen.  Nimmt  man  nun 
ais  ein  System  (a,  b,  c)  das  der  Bedingung  a = b\J  2 = c\j2  unterworfene  und 
aus  reellen  GrOssen  bestehende , ferner  ais  anderes  System  (a,  6,  y)  dasjenige, 
fllr  welches  a — c,  6 = bsj — 1,  y = a.=  6y/2  = c\/2  ist  und  die  durch  Wur- 
zel-Ausziehung  zu  bestimmenden  Werthe  von  Cm  und  “y  positive  reelle  Theile 
erhalten , so  kann  man  ein  drittes  veranderliches  System  {A.  B,  C)  aufstellen, 
welches  von  dem  einen  (a,  6,  e)  zu  dem  andern  (a,  6,  y)  stetig  flbergeht,  und  zwar 
m.  48 
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80,  dass  bei  diesem  Cbergang  keine  der  Veranderlichen  mA,  “C,  A,B,  C,  Am.  Bm 
den  Werth  Null  berOhrt  oder  einen  negativen  reellen  Theil  erhalt.  Die  letzte 
jener  Gleichungen,  n gleich  Null  gesetzt,  gilt  also  sowol  far  das  System  (a,  b,  c) 
wie  far  (a,  6,7)  und  da 

M{«,6)  = 1)M(«.6),  M(a,  y)  = M(a.e)  = M(a,6) 

ist,  wird  ^\j — 1 = Iogy' — 1;  es  hat  also  r.  die  gebrauchliche  Bedeutung  ais  Ver- 
hfiltniss-Zahl  der  Lfinge  des  Umfangs  eines  Kreises  zu  dessen  Durehmesser. 

Mit  Ilulfe  dieser  Betrachtung  lfisst  sich  auch  die  Richtigkeit  der  folgenden 
von  Gauss  aufgezeichneten  Bemerkung  erweisen , der  ich  die  hier  benutzte  Be- 
zeichnungsweise  zu  Grunde  lege  und  ein  von  Gauss  berechnetes  Beispiel  folgen 
lasse:] 

Die  Arithmetisch  - Geometrischen  Mittel  gestalten  sich  anders , tcenn  man  fttr 
ein  b\  b",  bm.  . den  negativen  Werth  wdhlt : doch  sind  alie  Resultate  in  folgender 
Form  begriffen : 

1 I | 4 ik 

m(«J)  ‘ M(«,  c) 

[wo  k eine  ganze  reelle  Zahl  bedeutet.] 

Beispiel  fUr  einen  imagindren  Werth  des  A.  6.  Mittels 


a 

= 3.0000000  log  . 

. 0.4771213 

a — 

3.0000000  log  . 

. 0.4771213 

b 

= 1.0000000 

0.0000000 

c = 

2.8284270 

0.4515450 

et 

= 2.0000000 

0.3010300 

f -a  = 

2.9142135 

0.4645214 

b' 

= 1.7320508 

0.2385606 

2.9129510 

0.4643332 

a* 

= 1.8660254 

0.2709175 

»5 

II 

2.9135822 

0.4644273 

6” 

= 1.8612098 

0.2697953 

tT 

= 1.8636176 

0.2703568 

* ■ 1 f 

b” 

= 1.8636159 

0.2703564 

am 

’=  1.8636167 

0.2703566 

V . 

> ’ * 
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a — 3.0000000 

log  . . 0.4771213 

0 

b = 1.0000000 

0.0000000 

360* 

a'  = 2.0000000 

0.3010300 

0 

b'  = — 1.7320508 

0.2385606 

180* 

«'  = 0.1339746 

9.1270225 

0 

b"  = +1.8612098* 

0.2697953 

90° 

a"  = 0.0669873  +0.9306049* 

9.9698876 

85°  52' 

58"  10 

bm  = 0:3530969  +0.3530969* 

9.6984089 

45  0 

0 

a"  = 0.2100421  +0.6418509* 

9.8295254 

71  52 

46.58 

b""  — 0.2836930  +0.6208239* 

9.8341482 

65  26 

29.05 

a*  = 0.2468676  +0.6313374» 

9.8311572 

68  38 

36.05 

br  = 0.2470649  +0.6324002* 

9.8318368 

68  39 

37.82 

a"=  0.24699625  + 0.6318688» 

9.8314971 

68  39 

6.95 

4"  = 0.24609625  + 0.6318685* 

9.8314970 

68  39 

6.93 

a™=  0.24699625  + 0.63186865» 

9.83149705 

68  39 

6.94 

‘ ..  = +0.5365910  — 
SR  (o,»)  1 

1.3728774,- = M(V 

+ _ii_ 

‘ M(a,c) 

13. 

[Die  Differentiale  erster  Ordnung  der  einzelnen  Glieder  des  vollst&ndigen 
Algorithmus  eines  arithmetisch  geometrischen  Mittcls  sind  in  Artikel  9 auf  zweier- 
lei  Weise  zu  einander  in  Beziehung  gesetzt.  Die  eine  umfasst  nur  die  Drfferen- 
tiale  der  Logarithmen  der  Quotienten  jener  Grossen , sie  ergibt  sich  aus  der  wie- 
derholten  Anwendung  der  beiden  Relationen  aa  = bb-\-ee,  und 

kann  durch  Benutzung  der  im  vorhcrgehendcn  Artikel  gewonnenen  Resultate  zu 
einer  Werthbestimmung  des  Differentials  vom  Quotienten  zweier  zusammenge- 
ho riger  arithmetisch  geometrischer  Mittel  erweitert  und  so  dargestellt  werden, 
dass  ^ d log  , welches  mit  6 bezeichnet  werden  mag,  fflr  jedes  positive  und 
negative  a,  wenn  nemlich  ein  negativer  nachstehender  Index  n ais  gleiclibedeu- 
tend  mit  einem  voranstehenden  positiven  Index  von  gleicher  absoluter  GnBsse 
gedeutet  wird , 
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;dlog£  = 


»_ 
' 4"  6" 


d lo8«"  »*•*»«■  d 4»  1 • 


M(a,  *).  M a,c) 


«(«.») 


ist.  Die  audere  Bezichung  crstreckt  sich  auch  mit  auf  die  Differentiate  der  Lo- 
garithmen  von  zweigliedrigen  Producten,  sie  folgt  aus  b'b'  = ab  und  ‘c’c  =4 ac 
in  der  Form 


d log  [am . bm)  = d log  (a”-*-' . 6m+l)  — A . 2”*+' . cm+' . em+' 
d log (ma,“c)  = d l(^(m+’a.m+’c)  + ii.r^i  .m+16.B+'A 

und  crgibt,  wenn  man  m bis  zur  unendliclien  Grenze  wachsen  l&sst,  die  in 
Artikel  9 aufgestellte  Gleichung  und  die  dieser  entsprechende  nemlich : 


2d  logM(a,6)  = dlog(a".6"j4.A  j2"+1.en+,.cn+,+  . + 2’,+".e"+“-cB+m  + .} 
2d  logM(a.c)  = dlog^a.^}  — A|2-"_‘."+,6.n+,H-.4- 2_"~’B.“+mfc“+m6-f.| 


Hieraus  kann  durch  Eliraination  der  Differcntiale  mit  Mtilfe  des  oben  ge- 
fundenen  Ausdrucks  fiir  A die  Gleichung 

^ M (a,  b)  M (o,  c)  = . . —2~'t+”.'t-nb.,i-nb—..—2H-l.ba-'.bt‘-' 

2* . a” . a*  — 21*"*’1  .cn+l . c°+I  — . . — 2*+", cn+m. c0+m . . 


abgeleitet  werden , welche  Gacss  neben  der  im  vorigen  Artikel  wiedergegebenen 
ersten  Gleichung  fflr  - aufgezeichnet  hat,  ohne  den  Weg,  auf  welchem 

sie  gefunden  waren,  anzudeuten.] 


14. 

'Fflr  die  vollstandigen  Diiferentiale  zweiter  Ordnung  findet  man  unmittel- 
bar  aus  den  Ausdrficken  fflr  A,  dass  jedes  mit  gemeinsamen  Index  behaftete  Sy- 
stem von  Gliedern  a.  b,  c die  drei  Gleichungen 

jdlogi.dloga  = J d(  j dlog-'-) 

^d  log -^-.d  log  6 = |d{jdlog-j) 

£ d log  ^ . d log  c — jd(^  dlogj) 

erfBllt.  Multiplicirt  man  darin  die  Zahler  und  Nenner  unter  den  zweimal  zu 
differentiirenden  Logarithmen  der  Reihe  nach  mit  a,  b,  c und  ldst  alie  Logarith- 
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men  von  Quotienten  in  Differenzen  von  Logarithmen  auf,  so  ersieht  man  leicbt, 
dass  der  Ausdruck 

^ d log  a" . d log  6“  — 1 d ( ^ dlogan&n) 

der  mit  D bezeichnct  werden  soli,  seinen  Werth  nicht  andcrt,  wenn  man  statt 
a"  und  b°  eetzt:  a"  und  c"  oder:  6“  und  e".  Nimmt  man  das  Mittel  der  bei- 
den  letzten  so  entstandenen  Ausdrflcke  und  berflcksichtigt , dass 

dloga"  + dlog6n  = 2dlog&"+' 

ist,  so  folgt,  dass  man  in  jenem  Ausdruck  ohne  dessen  Werth  zu  Sudem  statt 
der  beiden  genannten  GrOssen  nuch  c"  und  bn~  1 setzen  kann  and  femer, 
wenn  man  in  diesem  wieder  dlogc"  durch  j d logan+1  -f-  |d  logcn+1  ersetzt, 
dass  man  mit  demselben  Erfolge  an+1  und  An+1  statt  a"  und  i"  setzen  kann. 
Es  ist  also  der  Werth  jcnes  Differential-Ausdrucks  unabh&ngig  von  « und  dem- 
nach  gleich 

D = ^d  log  6".  dlogc"  — |d(  jdlogiV) 

= j d log  e",  d log  a" — |d(^dlogc"anj 
= jdloga".dlog6°  — + d(jdlogan6"j 
, =MM)d|j:diI^r)|=M(«,c)d|^dB^jj 

Setzt  man  a ais  unver&nderlich  voraus , so  wird 

D = bbbcc  = — b b d log  b — ccdlogc 

und  es  entsteht  die  in  Artikel  8 aus  der  Reihenentwickelung  abgeleitete  fttr 
M<^  7)  und  \i,°  6i  a^s  Werthe  von  p geltende  Differentialgleichung 

dd(t — x-d|» — AA66cc.|z  = 0 

aus  welcher  sich  nach  dcn  Untersuchungen  in  der  Abhandlung  •Determinatio  se- 
nti nostrae  per  aequationem  differentialem  secundi  ordinis ' auch  wieder  die  Dar- 
stellung  durch  die  Giusaischen  Reihen: 
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und  ais  specielle  Falle  der  dortigen  Gleichungen  [80]  und  [96]  der  oben  Art.  12 
gefbndene  Grenzwerth  von  M ( 1 , *)  log  — und  die  im  vorigen  Artikel  aufgestellte 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  M(a,  b)  und  M(a,e)  ergeben.] 


15. 

[Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  fflr  die  Glieder  der  Reihe  des 
arithmetisch  geometrischen  Mittels  nimrat  eine  Form  an,  in  welcher  sie  Differen- 
tiale  nur  von  Quotienten  der  Verfinderlichen  enthult . wenn  man  mit  einer  belie- 
bigen  GrOsse  e den  Ausdruck  D df  -^  d log  <)  ~ (d  log  e)*  bildet,  dieser  wird 

nemlich 

-V/(eeon60).  d^.dy^*)-^  (dlog£)’ 

ein  Ausdruck , dessen  Werth  also  unabhangig  von  n ist  und  sich  auch  nicht  Sn- 
dert,  wenn  man  5"  und  cn  oder  c”  und  o°  statt  aD  und  bn  setzt.  Derselbe  ver- 
wandelt  sich  fttr  best&ndig  wachsende  positive  und  ftir  negative  n in 

— «M(o,6).d|s^r.d^ij  und  in  — «M(«,e).d  (^l^.d^i 

dagegen  far  n gleich  Null  und  fQr  a,  b,  e ais  besondere  Werthe  von  e bezie- 
hungsweise  in  -\-&bbcc,  — Accaa,  — baabb. 

Setzt  man  also  zur  AbkOrzung 

'JsfcT) = P’  («,*) = ~ = 

80  wird  mit  RQcksicht  auf  die  Gleichung  fQr  A in  Art.  1 3 : 


= tdiog*  = r.diog^  = rdiogr  = idiogr 

= d (ds  • ■ d,i,>  = #• “tiw,  • ■>  r.) = j&d<nfe-‘s> 


und  von  gleicher  Form  werden  die  Ausdrflcke  des  — c)1  *n 

^ M (a,  <■)  • 


•"Hk») 


Die  Elimination  von  je  zwei  der  drei  Grossen  p,  q,  r ergibt 
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ais  Differentialgleichung  sowol  f'Qr  p ais  auch  fflr  q and  fflr  r,  das  ist  far 

V*£jj.  ^sib) und  Vsnb)  und  eben8°  »och-  wenn  man  -*££$  = »<** 

statt  logy  dariu  gcsetzt  denkt,  ais  Differentialgleichung  fflr  \/gf— y Vm(~~)  und 


16. 


[Die  Darstellung  der  Quotienten  der  Grflssen  a,  b,  e,  M (a, 6),  M(a.c)  durch 
Reihen,  die  nach  Potenzen  von  y*  oder  z*  fortschreiten , lasst  sich  mit  Halfe 
der  Fundamentals&tze  des  hier  zu  antersuchenden  Algorithmus  z.  B.  in  folgender 
Weise  ausfflhren. 

Nach  der  Definition  von  y and  dem  in  Art.  1 2 fflr  den  rflckw&rts  verl&n- 
gerten  Algorithmus  aufgestellten  Satze  wird: 


= “V-mW)  = lo&* 


also  nach  den  Gleichungen  in  Art.  1 2 der  Grenzwerth  von  ly-*"”* . >)  fttr  ein 

immer  wachsendes  n , oder  was  dasselbe  ist,  der  Grenzwerth  von  iy-tr(y), 
wo  r(y)  statt  V gesetzt  ist.  fflr  bis  zur  Null  abnehmendes  positives  y1 
gleich  der  Einheit. 

Bezeichnen  wir  noch  \J M(aJ)  und  durch  P(s)  und  j(y),  so  folgt 

aus  a a = bb- |-cc  und  den  beiden  Gleichungen  fflr  y/M(a,6)  in  Art.  12 


piy)  — -H - • 

?(y)  ==  .1— r(y‘)  + r(|f1,)4-r(y“)+  . . +r(y1“)-f-. . 

r(yY= />(>)*—?(>)* 

Die  Reihen  fQr  p,  q,  r,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  y*  fortschrei- 
ten und  diesen  Bedingungen  genflgen , findet  niau , so  weit  man  die  Entwicke- 
lung  ausfflhrt  von  der  Form : 

p(»)  = t-f  2y+ay  + Jy*  +..+3y”  +... 

?(j0  = 1 — 2y  + 2y‘  — 2y*  + . . ± 2y""  qp  . . . 

r{J)  = 2y*+2y,+  2yVi+2yY+  . . + 2y("++)*  + .... 
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Dass  das  hier  angedeutete  Gesetz  fur  die  Bildung  der  Glieder  das  allge- 
mein  gttltige  ist,  scheint  Gaijss  unter  Anderem  auch  auf  folgende  Art  bewiesen 
zu  haben.  Neben  den  entsprechenden  Gleichungen,  welche  sich  auf  Reihen  mit 
zwei  Argumenten  beziehcn  und  weiter  unten  in  Art.  23  nnd  25  Platz  finden  wer- 
den,  hat  Gaum  sich  die  Aufzeichnung  gemacht:] 

Zur  Theorie  der  Zerle.gung  der  Zahlen  ia  vier  Quadrate. 

Das  Theorem:  das  Product  zweier  Summen  ven  vier  Quadra ten  ist  selbst  eme 
Summe  von  vier  Quadrate» , wird  am  ein/achsten  so  dargestellt: 
es  seien  l.  m,  X,  p,  X',  p'  seehs  complexe  Zahlen,  so  dass  X,  X'  und  p,  p'  sociirt  sind. 
Durch  N bezeichne  man  die  Norm.  Es  ist  dann 

(N  / -f-  N m)  (N  X N p)  = N(fX-f-»np)-)-X{fp' — mX') 

[und  also  auch 

|N(n  + t»))4-N(«j,+  i»>11)|  jN(t  — «)-f-N(|+i)| 

==  N | » (—»+»,+  »,+  »«,)! 

+ N f (» + n — nj  — » (+  n — *,+  nM-\~ «„)  j 

Hieraus  la&sen  sich  leicht  die  beiden  folgenden  S&tze  ableiten . in  welchen 
verschiedene  Darstellungen  einer  Zahl  durch  eine  Sumine  von  vier  Quadratzahlen 
sich  beziehen  auf  die  ver6chiedenen  Werthcnsysteme  der  vier  Wurzeln  mit  Be- 
ihcksichtigung  sowol  der  Zeichen  ais  auch  der  Reihenfolge  der  Wurzeln,  worin 
ferner  unter  den  geraden  Zahlen  auch  die  Null  mit  begrilfen  wird. 

Ist  das  Vierfache  einer  Zahl  von  der  Form  4 A — J—  1 durch  vier  ungerade 
Quadratzahlen  darstellbar,  so  ist  sie  selbst  halb  so  oft  durch  eine  ungerade  und 
drci  gerade  Quadratzahlen  darstellbar,  und  umgekehrt,  ist  eine  Zahl  in  der  letz- 
tern  Weise  darstellbar,  so  ist  ihr  Vierfaches  doppelt  so  oft  in  der  ersten  Weise 
darstellbar,  *.  't.  tii  ■ 

Ist  das  Vierfache  einer  Zahl  von  der  Form  <k-{-  3 durch  vier  ungerade 
Quadratzahlen  darstellbar.  so  ist  sie  selbst  halb  so  oft  durch  eine  gerade  und 
drei  ungerade  Quadratzahlen  darstellbar  und  umgekehrt,  ist  eine  Zahl  in  der  letz- 
tern  Weise  darstellbar,  so  ist  ihr  Vierfaches  doppelt  so  oft  in  der  erstern  Weise 
darstellbar.  ■ •*  ?*&■**- .**  ,, 

Mit  HQlfe  dieser  beiden  S&tze  l&sst  sich  unmittelbar  beweisen,  dass  die 
obigen  Reihen  der  Gleichung  r (jr)4  = ply}* — ?(jr)4  genflgen  . und  ferner  durch 
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die  wiederholte  Anwendung  dieser  Belation , dass , wenn  man  nach  dem  Schema 

p + q = 2 p\  p ? — 2 r",  (/)*-  1f)*  = (f')‘ 

aus  den  Werthen  der  Quadrate  der  beiden  ersten  Beihen,  nemlich  pp  und  qq. 
ais  Anfangsglieder  die  Glieder  des  Algorithmus  eines  arithmetisch  geometrischen 
Mitteis  fCLr  positive  gerade  Indices  bildet,  auch 

p'a  = />(/’).  r = ?(/*).  r“  = r(/“) 

wird.  Durch  Obergang  zu  dem  Grenzwerthe  von  n entsteht  also  nach  An.  1 2 : 

U(pp,  qq)  = I,  j = ~ ] 


»7. 

(Aus  den  im  vorhergehenden  Artikel  abgeleiteten  Eigenschaften  der  dnrch 
die  dort  aufgestellten  Beihen  definirten  Functionen  p,  q,  r folgt,  dass,  wenn 
■a,b,c  drei  die  Gleichung  aa  = bb-\-ee  erfflllende  GrSsten  sind,  sie  in  die  Fonn 
gesetzt  werden  kdnnen 

a = M (a, b) . (py)\  b = M(a,6).  (yy)\  e = M (a, b) . (ry)* 


und  dass  dann  ’^p  = — •e'n  Setzt  man  nun  noch 

a — M (a,c).  {pz)1,  e = M(a,e)  .(}*)’,  6 = M(a,  6) . (r*)’ 

so  wird 

logi  _____  M(«,  e)  n 

m M[a,J)  Ggjr 

Der  durch  die  Vereinigang  dieser  beiden  Darstellungen  sich  ergebende  Sat* 
ist  von  Gauss  so  ausgesprochen , dass  die  Functionen 

$t  = l-fae-"1  4-2e~‘*<  + . . 4-2«~’“"rt  + .. 

Of  = I — 2e-1“  4-2«-“*  — 2«-#e‘  + . . 

9t  I = 2e~ixt  + 2 e-*”* 4- 2 e' . . + 2 + . . 

den  Gleichungen 

ui.  49 
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*»-**!•  0*“7i*T*  ***»&°T 

genfigen,  woriu  die  Quadratwurzeln  mit  solchen  Zeichen  zu  nehinen  sind,  dass 
der  reelle  Theil  positiv  ist. 

Aus  dieser  und  der  anderen  von  ilim  aufgezeichneten  Eigenschaft  derselben 
Functionen,  dass  nemlich 

= ©(*+,),  ©*  = $(<+*).  Sttf  = ^».#(<4-1) 

ist,  scheint  Gauss  den  folgenden  Satz  abgeleitet  zu  haben :] 

Es  seien  a,  6,  y,  8 ganze  reelle  Zahlen,  a 8 — 6y  = t,  t'. 

Wir  unterscheiden  6 Fdlle,  jenachdem  naeh  dem  Modulus  2 

a = I 1 l 0 I 0 

6=01  oi  i i 
y=o  o i i i i 

8=i  i i i oo 

Es  ist  dann 

hyt'  = ©<  sit  sit  nt  yt 

aq r = ©<  ©f  yt  sit  su 
A9tt'  = Sit  Sit  ^3f  ©t  ©* 

A = y/ix{S+yti) 

[worin  X fttr  die  Factoren  der  drei  Functionen  ^3,  Q,  SI  im  Allgemeinen  verschie- 
dene  Werthe  hat.] 

Ist  hier  t = t'  = ^ * *-* , — d = bb — ac  = b'b' — a'c',  so  geht  die 

• a * _ • 

Forni  (a.  b, c)  in  (a,h,c)  Uber  durch  die  Transformation  (_T  ,)• 

Zusammenhang  zwischen  den  Formen  des  negativen  Determinanten  — p und 
den  summatorischen  Functionen. 

Sind  nemlich  die  Formen  ( a.b.c ) (A,  B,  C)  aequivalent.  so  ist  die  Function  j 
in  Betracht  zu  ziehen  wo  ft  = fu  so  wol  wenn  ganze  Zahl  ais  wenn  t = i . 
Jeder  Classe  entspricht  dann  ein  bestimmter  Werth  von  f~~a  — . 
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18. 

[Mit  dem  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels  hat  Gaubs 
einen  andern  in  Verbindung  gcbracht,  wclcher  cbenfalls  wic  jener  von  zwei  ge- 
gebencn  GrOssen,  die  hier  a und  d bezeichnet  werden  sollen,  ausgeht  und  auf 
eine  solche  Form  zurOckgefflhrt  werden  kann,  dass  viele  Analogien  mit  jenem 
sich  zeigen,  wcnn  nemlich 

4 da  iss  [a  — J— fe)*.  b'b'  = ab,  u.  s.  f. 

4 a' a'  = (a  + d)*,  fe'd'=ad,  u.s.  f. 

gesetzt  wird.  Ebenso  wie  dic  bisherigen  Untersuchungen  durch  Einfahrung  der 
die  Gleichung  aa  = 66+ec  erfallende  Grdsse  c bedeutend  abersichtlicher 
wurden,  wird  hier  eine  entsprechende  Vereinfachung  der  Formeln  erreicht,  wenn 
man  7 durch  die  Gleichung  aa  — bd-j-cy  und  8 durch 

bc(by — c6)  — ca(ay — ca)  = ab(ba — ad)  = abc& 

so  wie  7”.  8“  durch  dieselbeu  Gleichungen,  nachdem  allen  Zeichen  der  Index  n 
gegeben  ist , einfQhrt.  Unter  den  zwischcn  dicscn  GrOssen  bestchenden  Relatio- 
nen  finden  die  folgenden  bei  der  Untersuchung  dieses  Algorithmus  vielfache  An- 
wendung : 


a-f  ? y — 4 s — 6 ^ 7 +-  $ s-f"T  ___  a— -y 

a-f-6  e * a — b e a+f  b * a — e 


«'=i.c4V=7(7-iV. 

' 1 /•—*>*  I /T+M 

7 — 1 ' 1 > ’ 


d'=i«d 
a'  = ~yS 


6- & 
c 


aa  + aa  = dd  + 77  = £(06  + 78)  = 7(07  — da)  = a («'+7') 
aa  — 77  = dd — aa  = 7(67  — aa)  = £(ad — 7^}  = b[a' — 7’) 


aa  — dd  = 77  — d 8 = 7(07  + 38)  = 7(37  + 08)  = 2c^a'y 


Die  Grenz werthe  der  Glieder  in  den  sieben  Reihen  von  GrOssen  a,  b,  c,  a,  d,  7, 8 
lassen  sich  auf  diese  vier  zurflckftthren : 


49* 
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k = M(a,  6)  = limo”  = limi" 

« M (a,  i) 


r = hm\7T  =hmVx  =T  V7T-^P-Vr”P  • • • • • 

1 .I*’  = lim  7 [VJi±  v^rsl 

Wenn  a und  6 und  alie  Grfissen  a”,  6”,  positiv  sind , so  nehmen  °*  und 
von  den  Werthen  und  bestAndig  bis  zur  Einheit  ab ; es  ergeben  also 
die  vorstehenden  AusdrQcke  einen  bestimmten  Werth  fflr  x.  Das  Gleiche  folgt 
ftr  i),  wenn  y,  8 und  alie  e“  und  b"  positiv  sind , aus 


l3r‘n  = lim  = hmVT  = » • Vj  t ‘ •'V  ‘ 


V«»-  8*- 


wenn  aber  6 negativ  ist  aus  der  von  Gadss  angewandten  Substitution 

y'—  = tang  U . }Jj  — tang  V = y (tang  U . tang  F)  = tang  U* 
T £7-}-F  = 2F' 


y~?  = tang2  = tang2  — y(taug2U" ’.tang2F')  = tang2£7" 

I7'-fF'=  2F’ 

= tang  4 £F.  Vp  = tang4  F".  y^  = y (tang  4 £7”.  tang  4 V")  = tang  4 £7" 
17"— 1-  F”  = 2 F" 

yri’  = tang2*I7“.y£  = tang2,‘ F".y^  ==y(tang2"C7rtang2"F")=tang2’,£7n+' 

17“-)-  F”  = 2 F"-*-1 

weil  dann 

sin  17*  = ^ ^ , cos£7*  = il,  oo  sin  17* -}- 66  cos  £7‘ = oij 

«in  F’  = y -j4,  cos  F*  = 1 1,  aa  cos  F’-|-66  sin  F*  = «6  j 

ist,  und  diese  Gleicbungen  auch  gelten,  wenn  a",  6",  e”,  a",  S",  y",  8",  2 ”Un,  2" F“ 
statt  o,  6,  c,  a,  6,  y,  8,  17,  F gesetzt  werden , so  dass  also 

= lime±,p*  = lime±,r*  = 


sicb  ergibt. 
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Fflr  8 = 0 verschwinden  alie  8”  und  es  wird 


14=0 

i 


Vergleicht  man  die  Grenzwerthe  k.y,  x,  rj,  u,  zu  denen  man  gelangt.  wenn 
man  bei  der  Bildung  des  combinirten  Algorithmus  von  den  GrOssen  a,  b,  a,  6 
ausgegangen  ist,  mit  den  Grenzwerthen  k\y\  *',  r/,  w',  zu  denen  man  gelangt. 
wenn  man  bei  solchem  Algorithmus  von  den  bestimmten  zuvor  erhaltenen  GrOssen 
a,  b\  a.',  6'  ais  Anfangsglieder  ausginge . so  ersieht  man  unmittelbar , dass 

k = k.  y—yy.  T~  «•  = — 2« 


sein  rauss  und  dass  durch  die  nach  diesem  Geselze  gebildeten  Gleichungen  die 
den  a",  bn.  an,  6“  entsprechenden  Grenzwerthe  F1,  jr“,  x",  i)n,  «"  sicli  ergeben 
Aus  den  Gleichungen  von  der  Form : 

e*  a — b e'  e*  a'  ,y — l.* 

4 a + 4*  a'  «'  '«  + €'*  a'  7'  '7  + 4' 

folgt.  dass,  wenn  alie  Glieder  des  Algorithmus  positiv  werden , y,  y rj  und  ^ klei- 
ner  ais  die  Einheit  sind. 


Die  von  Gacss  angegebenc  Methode  zur  Bestimmung  des  Grenzwerthes  fOr 
U “ und  F"  und  ebenso  die  Bestimmung  von  ^ mit  Zuhfllfenahme  jener  Win- 
kel  ffihrt  bei  Rechnungen  mit  Zahlen  sehr  rasch  zum  Ziele.  Weniger  bequem 
ffir  Zahlen  rechnungen  sind  die  obigen  Formeln  zur  Bestimmung  eines  reellen  rj 
und  des  zugehOrigen  * . Dieser  Umstand  wird  die  Veranlassung  gewesen  sein, 
wesshalb  Gacss  den  Algorithmus : 1 


A’ 


1 

u . 


A"  = 


u.  s.  f.  ' mit  dem  Gren*werthe: 


B’  = 

Bm  = 


1 A Ba 
V(A  + B) 


€ _ * AJ  b** 

k A * a B v a B y7rs 


« "B' 


'tK, 


[aufgestellt  hat,  welcher  sich  auf  den  obigen  zurflekfchren  Iftsst,  wenn  man 
A = a,  JS  = 8 setzt,  weil  dann 
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wird.  Die  Bestimmung  eines  reellen  rj  ist  in  Gacss  Aufzeichnungen  durch  eine 
Ldcke  unvollendet  gelassen,  sie  ergibt  sich  aber,  wenn  man  aus  C — y,  und 
1)  — 8 denselben  Algori  thinus  wie  eben  aus  A und  B bildet,  denn  dann  sind: 


Cn  fe***  yr ■ / * T^n  b** 

= D = i- 

A/  b 'C*  B»  b " C”  i »,  6” 


H ; D ,bC 


oZTV  aiJ-V«".D"  ' 


und  diese  GrDssen  C,  D uShern  sich  rascli  dem  Werthe  y y2,  w&lirend  yn  und 
<$“  zugleich  entweder  bedeuteud  wachsen  oder  abnehmen,  sobald  ’ yt  ij  sich  von 
der  Einheit  unterscheidet.]  . 


19. 

[Die  Beziehungen  zwischen  deu  Differentialcn  der  zu  untersuchenden  Grbssen 
sind  besonders  einfach.  wenn  a und  b unge&ndert  bleiben;  es  ergibt  sich  dann 
unmittelbar  aus  den  Bedingungsgleichungen  zwischen  Glicdcrn  mit  glcichem  In- 
dex,  dass  der  Ausdruck  ^ — y ~ ■ d i°g  j;  seinen  Werth  nicht  fiudert,  wenn 
darin  der  Ileihe  nach  a,  6,  y,  8 stati  6,  j,  8,  a gesetzt  wird.  Die  beiden  so  er- 
haltencn  Ausdrflcke  kbnncn  zu  einem  dem  erstern  entsprcchcnden  Ausdruck  filr 
den  Index  « — |—  t vereinigt  werden , der  Werth  dieses  Ausdrucks  ist  also  auch 
unabhangig  vom  Index  n.  Durch  Ubergang  zur  Grenze  und  durch  Vergleichung 
mit  den  Differentialen  der  auf  verschiedene  Weise  gebildeten  Quotienten  er- 
gibt sich 


-^dlogti  = { V^-dlog*  = i d logf  = -}  ^1«  • d logy  ==  7 V f--  d log  \* 
“ 7 V'1-dlog  l = j V 84  • d l°g ^ - i V^j-dlog  l = 7 Vv-diog^ 


eine  Kelation.  welche  also  immer  gilt,  wenn  die  Indices  der  a,  6,  c,  a,  6,  y,  8,  tj 
um  gleich  viel  Einheiten  vermehrt  werden.  Hieraus  folgt  der  von  Gadss  aufge- 
zeichnete  Satz  :j 


/ 


d V 


y(aa  >in  U*  +-  bb  cos  l*#) 


v*)  — J 


d V 

^(«a  cm  r*  + 64  «in  PJ 
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[Mit  Hfllfe  der  Gleichung  fQr  d log  lassen  sich  durch  wiederholte  An- 
wendung  dersclben  unmittelbar  die  Reihen  fiir  die  Differentiale  der  einxelnen 
GrOssen  a,  6,  y,  8 aufstellen , fdr  ein  negatives  6 entsteht: 


d log  . d 'og  * 

— j-^-+Je'&in2F'  = 4 
d«  ' 2 


d log  - 


— b 


cmK 


= ii'0*!  , *in  V __  * 
du  2 d u ' a oo»  V 2 dw  w iint? 

= c'sin  2F+  c"sin  21  F"-(-c"sin  23F"-j-  . . .j 


20. 

[Die  Differentiale  zweiter  Ordnung,  welthe  auf  dic  Grusse  ij  ais  einzige 
unabhangig  Ver&nderliche  sich  beziehen,  kdnnen  unmittelbar  durch  Differentia- 
tion  der  Differeutialgleichung  erster  Ordnung  hergeleitet  uud  die  Bestimmung 
ihrcr  Werthe  in  der  Weise  dargcstcllt  werden,  dass  die  AusdrQcke  von  der  Form 


d log  tj  d log  r4  J * * d log  d log  i) 

♦ 

fttr  die  rait  irgend  welchem  gemeinsamcn  Index  behafteten  a,  b'.  y,  8 verschwin- 
den , in  welcher  Ueihenfolge  die  a,  6,  y,  8 auch  darin  eingesetzt  scin  mOgcu. 
Multiplicirt  mau  Zuhler  und  Nenner  unter  dem  zweimal  zu  differentiirenden  Lo- 
garithmus  mit  (i,  ersetzt  ab  durch  b'6'  und  die  Dcrivirten  erster  Ordnung  durch 
ihre  Werthe  so  erhalt  man  ffir  zwci  aufeiuander  folgende  Indices : 


ddtogjj 
(d  logi))' 


+ 2 


ac  1'  - ac  b 

kk  F ““  2 Jh  6 


-*a=° 


und  hieraus  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Gleichung  und  mit  ZuhQlfe 
nahme  der  in  Art.  13  filr  d log  M (a,  b)  gefundenen  Keihe  die  Gleichung 


dl°g* 

dlog.v 


d d log  — 
" (dlogrj* 
d d log  — 

' (dlogr.j* 


_x“i 
*■  kk  V 


d d log  - 


-fi 


(d  log  t,)’ 
d d log  — 

- **  r $ logj)P  ' * 


ace 

kk  X 


aci 

kk  h 


welche  ihre  Gflltigkeit  behfilt , wenn  a,  b,  c,  a,  8,  y,  8,  x.  y.  i)  mit  irgend  einem 
gemeinsamen  von  Null  verschiedenen  Index  behaftet  werden. 
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Durch  die  Vereinigung  dieses  Resultate  mit  der  im  vorigen  Artikel  gefun- 
denen  Entwickelung  von  d log  — ergibt  sich  die  von  Gadsb  gefundene  Werthaus- 
mittelung  des  Integrals :] 


f \J [aa  sin  U*-\-bb  cos  I7*)dtf  = f 


' tuo  i u u i - 

' J (o«eo.F*  + Sinor1)» 

= “ | a' a—  2 cV — 4 c'Y" — 8 «"V”—  . . | 

-f- c'sin  2 V' — c'sin  4 F" — c" sin  8 F"1 — ("sin  1 6 F1” — . . . 


21. 

( Bildet  man  die  Gleichungen  zwischen  den  Derivirten  der  a,  6,  y,  B nach 
der  GrOsse  y ais  unabhangig  Verfinderliche , so  tnflssen  dieselben  Coefficienten 
dieser  Derivirten  entstehen,  wie  in  den  Gleichungen  fflr  die  Differentiate  nach  t) 
und  da  die  letztern  Gleichungen  in  solche  Form  gebracht  werden  kOnnen . dass 
die  Verhultnisse  zwischen  den  Derivirten  von  Quotienten  bestimmt  werden , so 
miissen  die  erwahnten  Coefficienten  auch  diesen  Derivirten  umgekehrt  proportio- 
nal  sein.  Ersetzt  man  sie  durch  deren  reciproken  Werthe,  so  ersieht  man,  dass 
auch  die  Ubrigen  Glieder  jener  Gleichungen  durch  solche  Derivirten  dargestellt 
werden  kOnnen  und  zwar  so , dass  der  Ausdruck  von  der  Form 


Miogn  J 


f(lr  einen  beliebigen  gemeinsamen  Index  der  Zeichen  a,  6,  y,  B,  x,  y,  i;  seinen 
Werth  nicht  findert , in  welcher  Reihenfolge  man  auch  die  GrOssen  a,  6.  y,  B 
mit  einander  vertauscht.  Vergleicht  man  diesen  Ausdruck,  welcher  sich  auf 
T’H‘  'bJ'  be*ieht.  mit  demjenigen  fdr  J,  .=  Jj,  Q,  ij  = tjij,  yf  = yy  und 
beachtet.  dass  nach  Art.  19 

r . I 

dlog^-1  d log  d dlog  — [dlogir  d log  ^ dlogy 

dlog»]  J dlogij  d log Tj  ’ Ldlogi)  J dlogij  d logi) 

ist,  so  ergibt  sich,  dass  der  Werth  jenes  Ausdrucks  auch  unabh&ngig  von  dem 
Index  der  Zeichen  a,  8,  y,  B.x,y,r\  und,  wie  aus  den  Grenzwerthen  folgt,  gleich 
Null  sein  inuss. 


■ i 
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Um  die  Derivirte  nach  y von  jeder  einzclnen  der  vier  Grdssen  a,  6 , y,  8 
zu  bestimmen . wird  zunaehst  erforderlich  sein , jenen  Ausdruck  so  zu  verwan- 
deln,  dass  er  nur  zwei  der  Grdssen  enthalt.  Dies  kann  z.  B.  mit  Hulfe  der  im 
vorhergehenden  Artikel  bestimmten  nach  i)  genommenen  zweiten  Derivirten  der 
Quotienten  gescbehen,  so  dass  also  alie  Ausdrucke 

" . S' 

dlog^  ddlogr"  dlog^|  d log  ^ 

dtogg  (d logii)'  ^ dlogif  " diogij 

verschwinden , in  welcher  Reihcnfolge  a,  6,  y,  8 mit  einander  auch  vertauscht 
werden  und  welcher  gemcinsame  Index  ihnen  und  den  Zeichen  y,  x,  i)  gege- 
ben  werde.  Krsetzt  man  | durch  , a 6 durcli  b'€'  und  nach  dem  vorherge- 
henden  Artikel 

dlogj  ddlog^-  [di.»"]* 

idlogg  durch  (idlog i))‘  L dlog^J 

so  ersieht  man  , dass  der  Ausdruck 

dlog^-  ddlog*  [dlogAr 

diogg  (d  log  ijj*  Hd  logi)  J 

seinem  Werthe  nach  unge&ndert  bleibt,  nicht  nur,  wie  eben  gefunden,  wenn  6 
mit  a oder  y oder  8 vertauscht  wird , sondern  auch  wenn  diesen  Grdssen  zu- 
gleich  mit  y,  x,  r)  ein  beliebiger  gemeinsamer  Index  gegeben  wird.  Ftlr  einen 
bestandig  wachsenden  Index  verschwindet  der  Werth  des  Ausdrucks  und  durch 
Multiplication  mit  k\J  ~ entsteht  demnach 

d^-*  dd/"- 

dTogr  (d  logi))*  ® 

ais  partielle  Differeutialgleichung  fQr  jede  der  Grdssen  a,  6,  y,  8.] 

• ’ S * / , , ■ - ‘ X 1 _ 

22. 

[Alie  Glieder  des  Algorithmus  sind  ihrem  Werthe  nach  abhangig  von  vier 
Grdssen,  ais  solche  dtirfen  a,  b,  a,  6 angenommen  werden,  aber  auch  k,y,  x,  t| 
weil  diese  unabh&ngig  von  einander  sich  Sndern  kdnnen.  Sammtlicbe  Gleichun- 
gen  zwischen  den  Gliedern  der  Reihen  lassen  sich  in  solche  Forni  bringen,  dass 
sie  aowol  in  Bezug  auf  a,  b,  e,  . . a",  6”,  c“,  k ais  auch  in  Bezug  auf 
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* Z 7 B 

* ' I*  * ’ * 


homogen  sind.  Die  Verhftltnisse  zwischen  diesen  letztercn  hangen  also  nicht  von 
k and  x , sondern  allein  von  y und  r]  ab , wir  kOnnen  also 

« = *P(#.l)',  S = (jmi)\  y = *R(y,  ij>\  « = 


setzen  und  aas  den  Betrachtangen  in  Art.  1 8 folgt  dann , dass  diese  Functionen 
P,  Q,  R , S dieselben  bleiben , wenn  a,  6,  y,  8,  x,  y,  rj  mit  einem  beliebigen 
Index  versehen  werden.  Aus  demselben  Artikel  folgt  auch,  mit  Benntzang  der 
in  Artikel  1 5 gebrauchten  Bezeichnung,  f(ir  die  mit  einem  gleichen  Index  behaf- 
teten  a,  b,  e,  y 


P(y.l)=py  = 

*(jr. «)  = rjf  = v/i 

S(y,l)  = 0 


ferner  ais  Qleichungen , welche  denjenigen  entsprechen , durch  die  die  Grdssen 
•j  und  £ bestimmt  wurden : 


qqrr(qqRR — rrQQ)  = rrpp{ppRR  — rrPP) 
= PPqqiqqPP—ppQQ)  — ppqqrrSS 


PP+QQ  RR--S8  rr—  QQ  _ RR+SS 

p(py)  r(rr)  ' riyy)  ~p(yy) 


PP+RR  ___  QQ  + SS  PP  — RR  «Q-SS 

pWp)  ?b'y)  1 t(7yj  pWy) 


und  ais  Gleichungen , die  das  Bildungsgesetz  des  Algoritbmus  darstellen : 


tpiytf-Pfjyw)  = -PP+QQ.  Jj»(j'jO--RlyjMin)  = RR+SS 

2r(yy)--R(yy-’ m)  = pp—qq,  ir(ysr)-P(yjr.yn)  — RR—ss 

q{yy)Q(yy<nn)  — PQ-  q(y  y)-S(siy.yy)  — RS 


worin  alie  Functionen , neben  denen  kein  Argument  geschrieben  ist.  sich  auf  die 
einfachen  y und  ij  beziehen. 
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Zur  Berechnung  der  Werthe  der  Functionen,  welche  gegebenen  Werlhen 

von  = — und  U oder  V zugehSren,  erhalt  man  aus  der  GADsaischen  Formel 
* «» 

fflr  H oder  *,  wenn  man  zur  AbkOrzung 

(aB  sin  i"  Un)*+(ba  cos  2*  17“ )•  = b'babnba 
setzt , die  Gleichungen : 

Q =5?.V'A.yA'.i'A".VA".  . . 

R=LQ^ 

S= 


Die  Bestimmung  der  GrOssen  k,  y,  x,  ij  ais  Grenzwerthe  ISsst  erkennen, 
dass,  bei  geeigneter  hier  noeh  zulassiger  Wahl  der  Vorzeichen  der  Functionen 
P,  <J,  R,  8,  fttr  bis  zur  Null  abnehmende  Werthe  von  y,  yi),  i-  die  Atisdracke 


sich  dem  Grenzwerthe  Eins  ntihern , dass  aber  f(Lr  ein  bestfindig  abnehmendes  y 
und  ein  endliches  reelles  v die  AusdrQcke 


P(».  «**■). 


«(*«*). 


2 COS  W 


*(*«»*) 

i2ytiin« 


jenen  Grenzwerth  haberi. 

Die  Functionen  P,  Q,  R,  iS  haben  reelle  Werthe  fflr  ein  complexes  i)* 
von  der  Form  «*“  und  bleiben  bis  auf  iS,  welches  nur  sein  Zeichen  wechselt, 
ungeandert,  wenn  man  u in  — u verwandelt,  es  ist  also 


*<*?>  9(r.^) 

-s(vA) 

— *i  — i — ii 

r ~ Q 

— r — a — ’1 

> 

' » 

33. 

[Bildet  man  denselben  Algorithmus  wie  vorher  far  a,  6,  y,  5,  jetzt  far 
A,  B,  C,  D und  macht  A — y,  B — 8,  so  wird  offenbar  fftr  jedes  n,  A°  — y“, 
B°  = 5",  C°  =a  a“,  Dn  = 6"  und  also  fttr  die  Grenzwerthe  K,  H,  welche  den 
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x,  entsprechen : j = ~ .yi . H,  demnach  bestehen  die  Functio- 

nalgleichungen 


*(»,—  ) ®(».  — ) 
JT11  _ ' n 


Pl^  _ ^ 

H ~~  8 J U 


Macht  man  aber  A = 6,  B~a,  so  wird  C=— 8,  D = — y und  far 
jedes  »,  welches  gleich  oder  grSsser  ais  Eins  ist:  .4”  = aa,  B"  = 6”,  P°=y", 
D = 8",  man  erhalt  also : 

Q(y.  — n) Pit.  — ril »'®(».  — n) <*(»._—'!) . 

f — « — Tt  — 8 — 

Setzt  man  endlich  2 \JC"—^a — \6,  so  wird  fdr  jedes 

n > 1 


2 A*+'  = v«“  <*“ +v  6“  ^ 2 c'n+'  = V«"  «“ — V*”  6" 

2 PD+l  = v'6”  an  + \Ja"  6n,  2Z)n+l  = \jbaaB  — ya"  f>” 

2v'An+,=  ^«»  + ^6»,  2^Cn+I==V«"  — 4 A"'*'1  C”+1  = c“y" 

(f  )*  = X • 

/ ' 1 ’ 

also: 


2JVll)  = P+Q. 
2P(jJM)’  = J>P+f  Q. 
2<2(yy.!)*  = ?P+i><2. 


2B(jr4,t)i))  — P — Q 
2R(yy,i\)*  = pP—qQ 
■2S(yy,  i)’  = qP-pQ 


P(V-P(Vl)==PP+-R-R.  ?(V»  P(vV.l)  = QQ— SS.  r(v».P{v>,»i  — 2PP 
«Wy)  QfVy.l)  = PP  — RR.  p{\'y)-Q[\ip.n)  — QQ+SS.  r{\/y).S(\Jy.t\  = 2 QS 


wo  wieder  diejenigen  Fuuctionen,  denen  keinc  Argumente  beigefugt  sind,  sicli 
auf  die  einfachen  y und  T)  beziehen. 

Der  so  erhaltene  neue  Algorithmus,  bei  welchem  man  von  den  Functionen 
P,  Q.  R,  S mit  den  Argumenten  y,  i)  ilbergeht  zu  den  Functionen  mit  den  Ar- 
gumenten  yy.  xj,  ist  offenbar  der  von  Gaubs  in  Art,  16  der  Determinatio  attractio- 
nis quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exerceret  plancta  ttc.  angewandte. 

Die  Kelationen  zwischcn  den  Functionen,  welche  sich  auf  die  beiden  belie- 
bigen  Werthe  ;,  i)  des  zweiten  Argumcnts  beziehen,  und  denjenigen  Functionen 
mit  den  zweiten  Argumenten  Etj  und  ^ lassen  sich  auf  versehiedene  Weise  mit 
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Hfilfe  des  fflr  a,  6 aufgestellten  Algorithmus  ableiten.  Die  Methode,  ftlr  wel- 
che  die  Entwickelungen  am  wenigsten  wcitlaufig  sind,  ist  wol  diejenige,  welche 
gich  auf  Functionen  bezieht,  io  denen  neben  den  zweiten  Argumenten  Etj  und 
— ais  erstes  Argumeut  auftritt  das  Quadrat  voti  dem  ersten  Argument  der  Functio- 
nen, welche  E,  ij  ais  zweites  Argument  haben. 


24. 

[Bei  dem  Algorithmus  des  arithmetisch-geometrischcn  Mittels  ergeben  die 
durch  Rflckwarts-Verliingerung  entstehenden  Glieder  mit  Hfilfe  der  Gleichungen 

“a 


»•  _ *.  _ i 
■e  ‘i  1* 


die  Glieder  a , e , b die  ebenso  von  a,  c abhangen,  wie  an,  bn,  cB  von  a,  b. 
Vertauscht  man  dem  entsprechend  bei  dem  combinirten  Algorithmus  gleichzeitig 
b mit  c und  6 mit  y,  lSsst  a ungeandert.  so  wechselt  8 nur  sein  Zeichen,  wir 
erhalten  also  einen  Algorithmus , der  ebenso  von  a,  c,  a,  y abhangt  wie  der  bia- 
her  betrachtete  von  a,  b,  a,  6 wenn  wir  setzen 


“n  = «’ 


7o  = 6-  <«  = 7. 


ai 


a.  * 2 * 


g 1 1 ' ' 


r*  = 


6,  = = 1 «A 

Oj  * 2 * «,  v 2 ' ■ * f,00 

*»  « > * 

and  so  fort  bis  zu  den  Grenzwerthen : 

lim  a — lim  e = M ( a,  c)  = f 

n n ' • 

l"S  * M (a,  g)  /■ 

lim = « i = 

i".  j«, 

lim  Vy  = lim  V-j  = -j 

V\\IVt±^Vi]  = 7gi^±1 


Es  sind  also  a,  y,  6,  — 8 ebensolche  Functionen  von  i,  z,  X,  C.  wie  a,  6,  y,  8 von 
k.  y,  x,  i)  und  da  i allein  von  y und  tj  abhfingt  und  zwar  auf  dieselbe  Weise 
wie  j von  rj  und  y,  so  muss  fflr 
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f(».C)  _ *(«.o  _ quo  _ 
Q C y.  n) 


S88“rt*o 


r(*.o 


sein,  wobei  ausser  T auch  noch  ' ais  Function  von  y,  ij  zu  bestimmen  ist  and 
zwar  C so,  dass  y,  i|,  C der  Keihe  nach  mit  z,  C,  ij  vertauscht  wcrden  kSnnen, 
also  so,  dass 


fgnr  __ 

r logz 


rj}ogn)\  flogg*]  = 


wird. 

Fdr  die  P,  Q,  R ais  Quadratwurzeln  aus  , i sind  hier  gleiche  Vor- 
zeichen  genoramen , weil  nach  Art.  1 8 i]  und  C zugleich  den  Werth  I atmehmen 
und  also  nach  Art.  22  und  1 7 


i*(».  i)  _ -B(«.  i)  _ Q(m)  _ 
>'(».D  “ “ Jfiy.O  ~ 


T(y,i) 


I j»«  ri 

r(*.  <)  py  — jy 


wird  «nd  hier  dasjenige  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  gilt,  fdr  welches  der  reelle 
Theil  positi v wird. 

L&sst  man  die  zweiten  Argumente  C.  i)  sich  in  ihre  reciproken  Werthe  ver- 
wandeln,  so  bleiben  P,  Q,  R ungeandert  und  8 wechselt  nur  sein  Zeichen , es 
ist  also 

*tM>  - Tb,$ 

und  eine  entsprechende  Bedingung  gilt  fUr  y ais  Function  ron  tj,  C,  was  durch 
die  oben  aufgestellte  Form  der  9 Function  angedeutet  sein  soli. 

Transformirt  man  in  der  Gleichung,  durch  welche  T eingefBhrt  ist,  die 
P,  Q,  R,  8 in  der  Weise,  dass  die  Argumente  z,  C.  y,  i)  einmai  in  z,  — C,  y,  - 
dann  in  y^z,  C,  yy,  t)i)  abergehen,  und  beracksichtigt,  dass 

_ rj±  —vh  — v~ _ j * 

riry  «yy  r»v  v * W*y»~ 

ist , so  erh&lt  man  . 


<)(«. — C)  _ t»(a  — C)  . JPfc-C)  «(«■-() 


•R(y,  -) 
y*i 


«(y,-) 

yV 


«(y.-) 


tv 


^(yy.vJ  O(yy.iin) 


-R(yy.'n)  *'(yy.  vn) 
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~ — teli  — 'P^og’))’.  (logQl  = SPlflogrj)*.  (Ki-t-logC)*) 

x~r-  — i°gQ*]  = (i°gC)’] 

und  daher 

T(y,ri)  = )/^.e,'0«' 

'm  _ a.  — 4-,-  ^ 

* logs  — * logC 

Worin  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  so  zu  nehmen,  dass  der  reelle  Theil 
derselben  positiv  wird.  das  Vorzeichen  von  +•  }“*?  aberso,  dass  der  reelle  Theil 
dieses  Ansdrucks  negati v wird.] 

25. 

I • 

(Aus  den  Functionalgleichungen  fflr  P,  Q,  R,  S,  welche  bei  der  Verwand- 
lung  des  zweiten  Argumenta  tj  in  seinen  reciproken  Werth,  bei  der  Zeichenftn- 
derung  desselben  und  bei  der  Multiplication  desselben  mit  dem  ersten  Aigument 
y Statt  finden,  so  wie  aus  den  bekannten  Werthen  der  Functionen  fttr  i)  =t  I 
oder  auch  aus  der  in  Art.  2 1 fflr  die  allgemeinen  F’unctionen  aufgestellten  par- 
tiellen  Differentialgleichnng  folgt , dass  wenn  P,  Q,  R,  8 sich  in  Reihen  nach 
ganzen  wachsenden  Fotenzen  von  y*  und  rj*  entwickeln  lassen , diese 

PCy.il)  = i -hy  fa + ')  + y*  + 1-*)  + y*  (vi*  + vj— *)  +/*  (tj*  4-  ij-*)  + + . 

Qty.ii)  = i—  .yft+irt+yiV+n-*)  — /(tf  + O+jW+tT*) — I-  • 
JS(y.n)  - y* (»1*  +0+y{(ii,+ir^)+yY(i,+»i~,)+yv(i)l+’i“i)++ 
S(y.n)  = (»1*  — — ' I-1)— jrvfo*— ■ . 

sein  mfissen. 

Dass  durch  die  Reihen  P,  Q multiplicirt  in  den  Grenzwerth  \JH  die  GrOssen 
yA,  yP  dargcstellt  werden , auf  welche  der  von  G*cte  benutzte  am  Schluss  dea 
Art.  18  wiedergegebene  Algorithmus  sich  bezieht,  ist  im  handschriftlichen  Nach- 
lasse  ala  besonderer  Lehrsatz  ausgesprochen  und  zugleich  bemerkt,  dass] 
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tangi  V = 
tang  U'  = 
tang  2 U"  = 


yt  «in  } y — yt  «in  | y + y V «in  |«  — y*«*  »in)  » 4-  ._. 
y^co»  J y +yt  co«|  « + y'a' co«|«  4-y*’*  co«|y-f  . . 
y*  «in  y - y»,in,  y -f  y1**  «in  t « — y^  «in  T y 4-  . . 
y t cos  u 4*  yt  «a  1 « 4- y <4"  00«  « y 4- y **'  co*7«-f  . . 
yt  «in  2 u — y*  «in  « y 4-  y ***  «io  l«y — y*1’  «in  i «y+  ■ . 
y4 ooa2 y +y'  eo«6»4-y  ^ ootioy+y^  co«<«4-  . . 


[wird.  F0r  deu  Satz,  dass  die  Reihen  P,  Q den  Functioualgleichungen  genflgen, 
welche  den  besprochenen  Algorithmus  bestimmen,  und  welche  oben  in  Art.  22 
zusammengestellt  sind,  hat  Gacss  ausser  dem  Beweise,  der  sich  auf  die  Verwand- 
lung  jener  Reihen  in  unendliche  Producte  statzt  und  der  in  der  unten  folgenden 
Abhandluug  ‘hundert  Theoreme  flber  die  neue  Transseendente’  enthalten  ist, 
wahrscheinlich  auch  noch  einen  andern  Beweis  gefahrt.  wie  er  sich  leicht  aus 
den  oben  in  Art.  1 6 gemachten  Andeutungen  ergibt] 


26. 

[Bezeichnen  wir,  abweichend  von  der  in  den  vorhergehenden  Artikeln  be- 
folgten  Weise,  die  ersten  Derivirten  der  Functionen  P(y,  ij),  Q(y,  t|).  -R(y,i)), 
S<y,r[)  nach  der  Grosse  logi)  ais  unabh&ngige  Veranderliche  nut  P Q',  R',  8' 
und  die  zweiten  Derivirten  nach  derselben  GrOsse  mit  P”.  Q",  R ",  8 ",  ferner  die 
ersten  Derivirten  der  Functionen  py,  qy , ry  nach  logy  ais  unabhtagig  Verfin- 
derliche  mit  p\  q . r,  so  folgt  aus  den  fflr  o,  b,  c,  a,  8,  7,  e gefundenen  Differen- 
tialgleichungen : 

i'-n'  _ rT—  rf_  .L.  , ' 

trp  rpp  n r*  . ' */  /: 


ps-sP 

ppQK 

« 9 


QS—S  Q'  __  US'-sX' 


A'. 


rrPQ 


QJC-Jt  Q' 
ppPS 


PX-XP'  __  g P 


qqQS 


■ PQ' 

rrXS 


— M ■ 0(j^r4  +W9)  ■ «7F.V) > ■ «(y*.  O + ' ' 


r ■?  **«*».: 


RR  Q'Q'-QQ"  . &&  : ' * 

iPPrrTf--ya~-trrrri,-9 
- - t|{ry)‘+2w)‘+4iry,)‘+8^J‘,-h...J.  . ,f,  , 


pp—pp 
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ddf  di' 

(d  log  r)‘  d logy 

welch  letzterer  Gleichung  jcde  der  Functionen  P,  Q,  R.  S genOgt.  Die  vorher- 
gehende  mehrfache  Gleichung  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Derivirten  der 
Functionen  nach  der  Grosse  logij  findet  sich,  soweit  sie  sich  auf  P und  5 be- 
zieht,  in  Gauss  handscliriftlichem  Nachlasse  an  einer  von  den  flbrigcn  Unter- 
suchungen  dieser  Functionen  getrennten  Stelle.  Es  sind  dort  P,  S.  p,  r in  einer 
fflr  diese  specielle  Entwickelung  etwas  bequemeren  Form  ais  die  liier  benutztc 
durch  ihre  Reihen  definirt , und  es  heisst  dann .]  so  i eird 

P P - PP-  = _ . P(yy,  , ,j)  _ .R(yy,n q) 

SS'- SS"  = + . Plyy,  rin)  - R{jfy,  rrf 


PP  — -\-p  [yy) . P(yy,  w)  + r(yy).  R(yy,  i)  r;) 

= ~r(yy)  p(yy- irn)+p (yy)-R(yy-w) 


hier  ist  noch  zu  bemerken  (wovon  jedoch  der  Beweis  tiefer  liegt) 


p(yy)-^$~r  — iplyy)r(yy)\p  {yy)  '—riyy)* 


d logy 


also 


PP-P,P"  S'8'-8S * ,rPP,SS , , , , . , , 

— ptt ss — = — +pp)-p{yy)-r(yy)\p{yyr— r{yy)*\ 

noch  findet  man 

PS—  SP'=  F|.y*  + 3y{  — 5yv  — 7yV  + 9yV  + . — . -.J  X 

xIjW-HT*)—  *) — j'v(n,+ij“,)+ . + . — . — | 

Das  Quadrat  des  zweiten  Factors  im  andern  Theile  der  vorstehenden  Glei- 
chung wird 

= *-Q  [y-n »!)+?• 


Der  erste  Faetor  wird 

— i/»  iyy)*+ r {yy)*  Ito  Ij»  {yy)*— r lyy)*  I p Lyy)  ryy) ? 

Zusammen  wird,  reductis  reducendis 


iii- 


51 
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i PS  -SP  f = +|/Kyy}M-r{yy)’jMyy)<P(yy.  »]■«!)  — r(yy) JR(yy, x 

x !*'(yy)p(yy.8’i)+/>(yy)-R(yy.*i»))i 

— i|[/>(yy)’— »-(yy)*]-P-P+2p(yy)»-(yy)fifS|  x 
X 1 2 y (y  y)  r (yy)  PP  — [p  (yy)’ — r (y  y)1 1 SS\ 


Setzt  man  also 


t|  = «’* 

= si„o 

1‘  * Jp(yy)r(yy) 


40  wird 


dif  — 




\/  C[/>(yy)'— r(yy)’]  •«•**  + 0(yy)‘+r(yy)‘]  «■•’> 


cos  8 = 


* ■/p(yy)*  + ’,(yy)* 
■P  v Jp(yy>r(yy) 
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Media  Arithmetico- Geometrica  inter  unitatem  et  sinus  singulorum  semigrandum. 


1 

0.1563401 

9.4088168 

45 

46 

0-65447»? 

0.6597571 

9.815*914 

9.8193841 

1 9« 
91 

0.8471x31 

0.8505717 

9-9»799»7 

9.9297114 

»35 

136 

0.9615631 

0.9632479 

9-9**977* 

99*373** 

1 

0.1890101 

9.4609180 

47 

0.6649867 

9.8128X19 

9* 

0.8538947 

9-93*4043 

1 37 

0.964895* 

,(.9844801 

3 

0.3111941 

9.4945639 

4» 

0.6701611 

0.6752849 

9.8261799 

! 93 

0.8571793 

9-93J07*7 

138 

0.9665049 

9.9852041 

4 

0.3311018 

9.5100916 

49 

9.829487O 

94 

0.S604265 

9-9347*3* 

139 

0.9680772 

9.9859ICXI 

5 

0.3475041 

9-5409599 

50 

0.M0J55S 

9.63*736* 

95 

0.8636364 

9.93*33=9 

140 

0.9696119 

9.9865979 

6 

0.3610469 

9.558-648 

5. 

0.6*53757 

9.8359187 

96 

0.8668089 

9.9179234 

H* 

0.97x1090 

9.9872680 

7 

0.3753083. 

9.574388! 

5» 

0-690345? 

9.839O666 

97 

0.8699+42 

9-93949*4 

14» 

0.9715685 

9.98-920» 

8 

0.3875870 

9.5883691 

53 

0.6952666 

9.84115X4 

98 

0.8730411 

9.9410351 

»43 

0*9739905 

9.9885547 

9 

0.3990846 

9.6010650 

54 

0.7001389 

9.8451841 

99 

0.8761030 

9-94*555* 

H4 

0-975374* 

9.9891715 

IO 

0.4099431 

9.6117136 

55 

0.7049637 

9.848X668 

100 

0.8791266 

9-94405*4 

.45 

0.9767214 

9.9897707 

» 

0.4101673 

9-6235*5$ 

56 

0.70974*6 

9.851X003 

xox 

0.8821131 

9-9455*43 

146 

0.9780304 

9.99C35I3 

u 

0.4301365 

9.6336061 

57 

0.714473* 

9.8539859 

xox 

0.8850624 

9-94*9739 

*47 

«•9793016 

9.9909165 

13 

0.4396x14 

9.6430699 

58 

o.7*9*5«9 

9.8568M8 

103 

0.8879746 

9.94*4006 

.48 

0.9805351 

9 99U631 

14 

0.4487447 

9.6519994 

59 

0-7*37995 

9.8596183 

104 

0.890S49T 

9.949*045 

«49 

0.9817310 

9.99199*5 

«5 

«•457573° 

9.6604604 

60 

0.7*83955 

9.86I367I 

105 

0.8936878 

9.9311358 

150 

O.9818890 

9.99*5045 

16 

0.4661299 

9.6685069 

61 

0.7319474 

9.865O718 

106 

0.8964887 

9-95*544* 

«5* 

O.984OO94 

9-99*999* 

17 

0.4-44428 

9.6761838 

62 

0.7374556 

9 *677159 

107 

0.8992526 

9.9538*17 

«5» 

O.985O9I9 

9 99347*7 

18 

0.4815346 

9.6835185 

63 

0.7419207 

9.8703575 

108 

0.9019793 

9.9351966 

«53 

O.9861366 

9-9939371 

<9 

0.4904148 

9.69057*4 

64 

0.7463419 

9-*?s93*4 

109 

0.9046691 

9.9564897 

«54 

0.9*7*434 

9 9943&>3 

ao 

0.4981301 

9.6973428 

65 

0.7507128 

9.*754?96 

1X0 

0.9073117 

9-9577**3  ' 

«55 

O.988IH5 

9.9948064 

11 

0.5056651 

9.7038630 

66 

0.7550*05 

9.8779*18 

111 

«■9099373 

9.9590*13 

156 

O.989O438 

9-995»>SS 

aa 

0.5130424 

9.7x01531 

67 

0.75935*7 

9.880445* 

111 

0.9125158 

9.9601404 

«57 

0.9899369 

9.9956075 

13 

0.5101718 

9.7162311 

68 

0.76361x4 

9.8828714 

**3 

0.9150571 

9.96144*3 

158 

0.99079*3 

9.9959826 

14 

0.5173661 

9.7221x21 

69 

0.7678251 

9.8851623 

**4 

0.9175616 

9.9616351 

«59 

O.99I6O9S 

99963408 

*5 

0.53433“ 

9.7178x05 

70 

0.77x9981 

9.8876l62 

**5 

0.9100188 

9.9638014 

x6o 

0.9913894 

9 9966821 

a6 

0.541x753 

9-7333379 

0.7761305 

9.8899548 

116 

0.9214590 

9-9*4947* 

x6x 

0.9931310 

9.9970065 

17 

0.5479055 

9.7387057 

71 

0.7801117 

9.89HI86 

1x7 

0.9148510 

9.9660723 

i6x 

0-9938346 

9.9973141 

a8 

0.5545180 

9-7439*35 

73 

0.7841750 

9.8944684 

rx8 

0.9272080 

9.9671772 

163 

0.9945004 

9.9976049 

19 

0.5610483 

9.7490001 

74 

0.7882874 

9.8966845 

1x9 

0.9195168 

9.968l6l9 

164 

0.9951l8l 

9.997*79° 

30 

©•5*747*3 

9-7539439 

75 

0.7912602 

9.89R86-8 

120 

0.9318084 

9.9693166 

165 

0.9957178 

9.9981363 

31 

0.5738016 

0.5800433 

9.7587617 

76 

0.7961936 

9.9OIOXS7 

121 

0.9340519 

9.97037 15 

166 

C.9961696 

9.9983769 

3» 

9.7634604 

77 

0.8000879 

9-903*377 

.22 

0.9362601 

9-97*3965 

167 

O.9967833 

9.9986008 

33 

0.5862001 

9.7680459 

78 

0.8039432 

9.9051154 

■»3 

0,93*4303 

9.9714020  ! 

168 

0.9972591 

9.9988080 

34 

0.5911755 

9.7725238 

79 

0.8077596 

.--2 

0.9405632 

9.973388« 

169 

0.99:6968 

9.9989986 

35 

0.5981716 

9.7768991 

80 

0.8x15373 

9.9093085 

»5 

0.9426588 

9*9743545 

1 

170 

0.9980965 

999917*5 

36 

0.6041943 

9.78x1766 

8x 

0.8151764 

9.9*13049 

Il6 

0.9447172 

9.9753018 

«7* 

0.99*45*1 

9^993198 

37 

0.6100433 

9.7853606 

82 

0.8189771 

9.91317X8 

**7 

0.9467383 

9.9761299 

«7* 

O.99878I7 

9.9994-0* 

3$ 

0.6x58110 

9-7694551 

«3 

0.8116396 

9.9151096 

118 

0.9487111 

9.977*390  1 

«73 

C.999C67I 

9.9995947 

39 

0.6115315 

9.7934638 

84 

0.8261639 

9.9I-II88 

129 

0.9506687 

9.9780291 

«74 

0.9993147 

9.9997012 

4 ° 

0.627x770 

9.797390* 

»5 

0.8298501 

9.9189)9« 

130 

«•95*5779 

9.97*9005 

■75 

0-9995*4« 

9.999793* 

41 

0.6317574 

9.8011371 

86 

0.83339*3 

9.9208526 

*3* 

«-9544497 

»•»797530 

176 

0.9996954 

999986:7 

41 

0.6381757 

9.8050084 

»7 

0.8369086 

9.922678O 

*3* 

0.9561841 

9.9805870 

177 

0.9998287 

9.9999156 

43 

0.6437334 

9.8087060 

88 

0.8403811 

9.9*44763 

*33 

0.9580812 

9.9814013 

«78 

0-9999239 

9.9999669 

44 

0.6491319 

9.8113330 

89 

o.*43*'59 

9.9262477 

*34 

0.9598409 

9.9811991 

«79 

0.9999800 

9-9999917 

45 

0.65447»? 

9.81589x4 

90 

0.8472131 

9.9179917 

*35 

0.9615631 

9.9*1977* 

180 

I .OCOOOOO 

10  ooooooc 
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ELEGANTIORES  INTEGRALIS  / 


PROPRIETATES. 


[«•] 

Valorem  huius  integratis  ab  x = 0 usque  ad  x — 1 semper  per  I m de- 
signamus. Variabilem  x respectu  integralis  per  signum  sin  lemn  denotamus,  re- 
spectu vero  complementi  integralis  ad  |o>  per  cos  lcmn.  Ita  ut 

sin  lemn  f = x.  cos  lemn  (|  ® — = x 

Variabilis  x tamquam  radius  vector  curvae,  integrale  autem  tamquam  curvae  ar- 
cus respondens  considerari  potest,  curva  vero  erit  ea  quam  Lemniscatam  dixe- 
runt. Haec  sufficiunt  ad  intelligenda  quae  sequuntur. 


[2-1 

I = ss-t-ce+sscc  sive  2 = (l  + ss)(l-t-cc)  = — 1)(^ — |) 

VI—  ce  ,/l— ii 

r+rc  c = ^r+r. 

sin  lemn(a±6)  = ^ 
cos  lemn  («  + b)  = 

sin  lemn  { — a)  = — sin  lemn  a , cos  lemn  ( — a)  = cos  lemn  a 

sin  lemn  = 0 sin  lemn (k +4-) ® ==  + 1 

cos  lemn  Am  = + I cos  len>n(A+±)m  = o 


i 
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k denotante  numerum  integrum  quemcunque  positivum  seu  negativum,  signum 
superius  sumendum  quoties  k est  par,  inferius  quoties  est  impar. 


[3.j 

sin  lemn  y = s 

sin  lemn 2 7 = «(1-f-ss);-^.  = *c(l  + cc) ~ 
sin  lemn  3 ? = s 

sin  lemn  4 a = 4 *c  ( 1 -f-  ss)  — r —‘7  * *'  *‘  * *'* — , 

~ 1 ' ' i+ jo»*  — »<*•+ i« *■■  + ,*• 

sin  lemn 5 9 — s.  ^i^+Tp-r^i^-i».*^!!^;» 


sin  lemn »9  = s. 


, ».»1  — 1 • ■»  + « t,  I»*—  13»*  + l«im  + (H.».., 4.  ! t 

60  I iiasn  -•••. 


N.fl.  Htt 1 


, flN.nn-i  .n» — 4.nn~t-7$  . 

• - r . . . 


cos  lemn  = e 

cos  lemn  2 ® = -iriifri*  = 

• i + uc—e‘  1+1  ««  + «* 

cos  lemn  3 <p  = c 

cos  lemn 4 a = 4- »«■»  + «■■ 

T 1 + »««  — 11«*—  5 «•—«*«■+.  8 «'*  — Jl «'•—*»••  + «•• 


arc  sin  lemnu;  = 

'is  1 1.(1  'l.l.Il!  ' 1 . 4 . « . S 17  ' ' ‘ ‘ 


sin  lemn  ? = 9 - ± + jL  <p9-  + 

P*  = ®—  a 

T T «0  T 10090'  ' 156468100 ~ 


i?”-: 


3616000  ' 116240000 

1*1 i Ui 


207464333066000 


er»17  I 


= <S 2±-  T»  r _*”»  ffi17  ■ >146048^» 

Y 1.2,1.«.*  T ' 1....13T  1 ....  1 7 ^ ' l....U^  *• 

Qf  = l+JL^ 

T 1 12'  I 0080  ' ' 19966400'  ' 


436801466000 


= 1+4-9' “L.  m*»U_  Jiii?.  «»•  k 

1 1.2.3.  i T 1 ....  8 T *l...;llT  ' I....18» 


i’/ 
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coslerontp  = 1— <P  <P + 7 75  <?s—  ^5<pU’+Tir.?U . 


P9' 

99i 


} = 1+i??-n?‘+i^*+^y+j^?,0-+ 


403200  < 

H ili—  <p"  -\ ilii <p« 

— T 1 697  1263206000  * 


— 4101 347300 


Formulae  pro  P,  Q,  p,  q in  infinitum  continuatae  quavis  convergentia  data 
citius  convergunt,  formula  autem  pro  sin  lemn cp  diverget,  si  <p  ponetur  > 
sive  formula  autem  pro  cos  lemn 9 diverget,  si  <p>® 


Einti/e  netu  Formeln  die  Lemniscatischen  Functionen  betreffend. 


V*sei  f7U=^=^  oder'?=  T + flip4  + 5Ti-T-l"  + ii7^n*"-- 

Man  liat  dann  ??  ==  + + 


Es  sei  x = sin  lemn  if , y = sin  lemn  <j> . r = sin  lemn  (<p -)-<{() 
so  hat  man 

, _ «VO— y*)+yy(<— **)  ««— yy 

l + IXyy  Iv'(|_y*)_yv(,_j.*) 

,1— »«  _ — liy  + tMi— «*)y'(i— y*)  1— »»— yy— -rjyy 

VT+«i  1 + *x  + yy  — <rxyy  3xy  + v'(l— x‘)/(l—  y*) 

■ /»—»*  __  » ( « -4- y*) v* ( » — **)  — y(i  + i*)V(«  — y*) 

’ ««  (i  + x*yy)(**  — yy) 

,/>.  _i\  _ (•— **yy)v'(i— **)^(i-y‘)  — u-y(** -t-yy) 

V i*—*  ) — (T+Tiirt* 

gz\  V<t  — *4C) v*(t  — yy)  — *y^(H-irg)^(l  + yy) 

VV  ' l + **yy 


v^(i+«)  = 


yi  + »g)V(i-fyy)  + *f  y'(i  — xxjy'!1— yy> 

l + x*»y 


1 
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Die  einfachste  Manier  sinlemmp  in  eine  Reihe  nach  1’otenzen  von  9 *u 
entwickeln  scheint  folgeude  zu  sein : man  hat 

ain  lemn(l-Li)»  = 

v 1 /T  v(l — «nlerna^*) 

aetzt  man  also 

(ain  lemn^)-*  = <p  * { l — oc <p4  — {—  6 -4- y <p'* . . . .) 

and  folglich 

(ain  lemn(l+»)<p)~*  = — |iip_,(l  — 4a<p4-f-  I6698  — 6479'* . . .) 

also 


sinlemnip*  = — 2 «(sin  lemn(l-j-i)<p)  *-(-(sin  lemnf)  * 
= 5a<f'f — 156tp"-f-  65y9,# — 2568914  . . . 


man  hat  also 


(l  + at+6<*+yt,+6<4+...)(5a— t5S<+65Yt’— 2558t’+1025*t4...)  = 1 
hieraus 


5a  = I 

a = T 

l 

T 

36  = aa 

6 = - 
75 

1 

ilii 

= na 

13y = 2ag 

2 

2 

_ _Lg 

7 <m 

0»  ® 

51  £ = May  — 366 

^ = Jam 

1 

t 

».»•.13.17 

34? 

205t  = 50a<S  — 10  Sy 

1 

2 

Ulli» 

«V. 13.17 

75^ 

8 1 9 C = 206  at  — 54  6£+13yy 

r 1 

2 

_ 1 

342409375 

3*.»*.l  3*.t  7 

ii* 

3277«)=  818aC  — 202f>e  + 38yS 

n — 4 

4 

= — c 

72» 

1 19527  42137  5 

3.5*.  t 3*.t  7.29 

3 1 07  0 = 3278at|— 8226C+2 1 8yt— 

51gg  fj  225 

22» 

_ 223 

448 1 5433293 1 25 

»no^ 

Die  Grenze  dea  Verhfiltniaaea  zweier  aufeinander  folgender  Glieder  ist 
(2.6220  .)*:  t = 47,27  : 1 
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Sehr  nahc  ist 


C = 


(»»)“• 


. *i  = 

108 

i,  _ _LL* 

(Tir* 

V ~ 0 ■)“ 

4»  . 

l — i-tf©8 L7®«_JLfo« L, 

54  T 122  1 T 240  Y 3*0 

! 0«. 

' •f" 



4200  ■ 

921790  T 

ioaeo#oe Y 

1 1 4»«t»750  ' 

>4 


114054911«? 


I?  - 


logsinlemn9  = log^— • 


= log9— n<P‘+  ^r?”  + 


m i«  i 

9U451MIO?  5453115  1 

»»  14 


Die  Coefficienten  a,  6,  y u.s.  f.  lassen  sich  auch  vermittelst  folgender  Glei- 
chung  bestimmen 

, + af+e  H+tiM-  . . . = + + + . .)’ 


Die  bequemste  Art  log  cos  lemn  9 in  eine  Reihe  zu  entwickeln  ist  fol- 
gende.  Es  ist 

djog^Umnj  = _ **« = _(,_<)  8in  lemn(l+i)« 

Aes,  a log  aui  lemn  9 ' * ' 1 / * 


hieraus  ergibt  sich 


, . 2 a 1 tn  41  14  423  11 

1°8  cos  lemntp  — 99  ~ Jm?  “ 

«eu  te  20SU782  3u 
4 Tsaou is  ^ 5JT240J»ee24^  * 


«42*  „2* 

9#2i»*¥ 


<U*  d*^ 


,dd7V 


^ = »- r^*4- £r.?+ n^+i^+S^-  • • 

t ^5  I f 39  f 107  «,17 

9 TTTTe^  3*.  *.  *.7  ¥ ' 13».  91  .29.7  . ll.Tj^  2»4> . 243 . I 29 . 4»  . 1 1 . t 9 . 17  ^ 


23.37 »1 

«UW2.72M.473.  IV.  22  . 93.  >7  . tt» 
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so  ist 


tu. 


= + 2.622057 5 <J/ 

— 2.0656648 

— 0.581  1 9 1 8 4i“ 
+ 0.0245475$'* 
+ 0.0001 890$” 
+ 0.0000620 $” 

P fo  = +1.2453446  = 

dd  loy  Q PP 

d?1  — QQ 


Die  Halbirung  geschieht  selir  bequem  so 

cos  lcmn  9 — tangu 
sin  lemn  9 = \l  cos  2 u 
cos  lcmn  9 = \/tang|-(450+«) 
sin  lemn  9 = y/tangf(45°  — u) 

sin  lemn  (9  + 1$)  = r (cos  v + i sin  e) 
sin  lemn  9*  = tang  <J> 
sin  lemn$*  — tangV 

r = v'tang(®  + '*r) 

*»«• = es 

sin  lemn(»  + « = 

'i 

v .ros  l 4 «in  i f ) — ^(«in  J<5  c«»  jf  j 

Es  sei 


sin  lemn  A = x.  sin  lemn  B = y , sin  lemn  = * 

(!  + «)*  = 1 + ")(l  ~»|)~v'<1  -»«)(>  + »») 


v' i + «*)(*—»»)  4-^(i— «)(i  + »») 

* + * 


52 


i . . 
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t + 1 «in  lemn  A — sin  lemn  li 

, , A + B sin  lemn  A + «n  lemn  B 

«m  lemn  — - — - 
» + * 

pp=QQ-PP,  qq=QQ+PP 
P{a  — b).  Q{a  + b)  = Pa.Qa.^QP—Pb^—Pb.  Qb.iJiQa'  — Pa*) 
Pia  — b) . P(a  + 6)  = Pa'.  Qb'  - Qa*.  Pb ' 

Q{a  —b) . Q(a+6)  = Pa'.  Pb'+Qa'.  Qb ' 

q(a — b).q(a  + b)  = pa' .Pb' -\-qa' . Qb' 

— pb'.Pa'  + qb'.  Qa' 

q(a  — b) . Q (a + 6)  = qa  .qb.  Qa.  Qb — pa  .pb  .Pa . Pb 
q(a  — b).  P(a-|-6)  = qa.pb.Pa.Qb-\-pa.qb.  Qa.Pb 

P<f=zP 
Q?=  Q 

PV  = ^{QQ-PP) 

q<t  = MQQ+PP)  ■ . 

P2<?  = iPQ\J[Q*  — P*) 

Q2<p  = Q'  + P‘ 
p 2<p=  Q‘  — 2 QQPP—P* 
q‘l<?=  G*  + 2 QQPP+P* 

P 3<p  = 3Q*P — 6 Q*Pi—P'> 

Q3<f  — Q?  +6QjP4-3QP' 

p3tp  = \Z(QQ  — PP).(Q’—  4 Q*PP— 6 Q‘P* — 4 QQP*-)-  P*) 
q 3?  = \J(QQ+PP).(Qi+4Q,PP—6QtPi+4  QQP>+  P*) 

P 4?  — 4PQv'(Q4  — P‘}.(Qls— SC^P4— 5Q4 ?’+?'•) 

Q4<p  = Q,,  + 20Q,,P‘ — 26Q"PS  + 20  Q4P”-f-P!® 

p4<f  = Q'«—  8 Q'  4PP  — 1 2 Q‘*P 4—  8 Q 10  P"+  3 8 Q*?"--}-  8 Q*  P 1 2 Q‘P'  * 

4-8QQP4-^-P", 

qiq,  - Q,,+  8Q’4PP—  t2QuP4+8Q“’P‘+38«/P1'—  SQfP'0— 120^" 

— SQQP4+P,,! 
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|^^l  + A(»‘-»«*)(^)‘-T»+8T(»,  + 70n'!-371»‘+  300Wn)(|3), 

+Trri4l-inF(l7lt"  + 165nI0+4191«*—  106885»*+ 426492»* 

- 324000 ««).({»)“ 

= 1+Vri»*(»— 0(||)4  — — 4){»*  + 75)(|5)" 

+TrnVm»»(*"- !)(»»—  4){««  — 9)(17  »‘  + 403  »«+ 9000) . (|?)'' 


Pif  = iPrf 

Qi<t  =ez  Qy 

P*9  = ?? 

?‘<P  — P9 

/>(l  + <)9  = (l  + f)Pp 

(?(»  + »)<?  = V(P‘“  p4)  ==  PI 
*>(1  Jt-i)>f  = QQ-iPP 
q(l  +»’)?  — QQ-\-iPP 

P(2+»)<p  ==  (2  +i)PQt  — iP‘ 

Q{l+fy  = p-(l-‘li)QPt 
/)(2+i)<p  = \/(QQ-\-PP).[Qt—(1  + *i)QQPP+f,t\ 
q (2  +0?  = vw  0 - pp) • I v + (2 + 2 0 Q Qpp+  pi  1 
P(3  + i)<p  = (3+i)P(»,-(2  + 6l}P5^  + (3  + .-)P*(> 

(?(3+*')*P  = V(P*  — ■P‘)  ■ iP*  + (2 + 8i) P* 0* + /**( 

p (3  +i)tp  = p,»-(4-3.)pW-(2-4^0‘/J‘+(4  + 2.)p‘P,-(3+4.)PPP*-t^*0 
,(3+»>  = ()'®+(4 — 3i)Q^PP — -(2  — 4i)Q6/’* — (4+2»)Q‘P* — (3+4»)  QQP* +»7>l* 

/>(1  + 2.)?  = (1  + 2*)  1*0*  — Pi 
Q(t  + 2i)<p  = Q*  — (l  + 2»)QP* 

P:i  + 3»;<p  = (l+3»)FQ'  — (6  + 2t'PsQ5  + il  + 3i  P’ Q 
Q(1  +3i)«p  = Q’°  . . 

/*(1  + 4 t)<p  =:  (1  + 4 •) P Q1*  — (20+12  — (10  — 28»)  P*  Q* 

+ (t  2 — 20  i)  P1*  Q‘  + P" 


Q(l  + 4»)<p  = 
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NiCHLigS. 


p;i  + »i)<p  = (l+iaJPQ""  — (~f - + — — «) P4 Q""~‘  + 

— /J  _(_  ,n  p Q"" l+jl». pt  Qtm—( 


Unter  den  /ahlen  y = x,  2x+l,  2x+»,  2x — 1,  2x — i ist  immer  we- 
nigstens  eine  (oder  drei  odcr  alie),  die  die  AuflOsung  der  Congruenz  t — y4  = zz 
nach  irgend  ciuera  Modulus  inOglich  macht. 


* 


sin  lemn  X = x;  sin  lemn  Y — t/ , sin  lemnZ  — * 


sin  lemn  (X  + K+Z)  = 


— ixyt  (xx  + j»  + ir-xxyyn)  + *V(  i — »•) -vO— -«B+SBi  + 

+ yv  ( 1 — x") . l!(  I — «*) . I . I -ryja—xxm+  rxjrjr) 

+»»'(!— x*).t(l-y*).(l+yyB+xm-xxwl 

1 + Ijjvt  + lxxa  + lxxyy  + |V  +x*t*  f x‘y‘—  2x‘yyn—  lxxy*s—  Jj-ryyi" 


Ist  f + (p'+<y"  = 0,  sin  lemn^p  — x cos  lemn  9 = y 

sin  lemn  <p'  = x'  cos  lemn  <p'  = y' 
sin  lemn  9'  — x"  cos  lemn  f'  = y" 

so  ist 

* (y  —yy)  — *'[y—yY)  = *"{y"—yy' . Y = *$=% 

Q 


— l+2i 

5 

l + {~ 

1+  2 i)Y 

— 3 

9 

t + 

6x4  — 

' 3x" 

+ 3+2i 

13 

> + (- 

1 1 +10i)x‘  + 

(7 

— 4i)x*  + 

(3  + 

2i)xw 

4-1+41 

17 

1 + (+ 

12  — 20«}x4  + ( 

— 10+28  »)x*— 

(20  + 

12«)  x’*+  ( 1 + 4 i )x*® 

5 

25 

1 + 

50  x4  — 

125x*+ 

300x** — 105X** 

“''V-VV* 
. / 

i 

— 62x“  + 

5x" 

fttr 

yfi  * ' . 

x*  = +1 

und 

x4  = -1 

werden  diese  Functionen  respective  den  Quadraten  und  Wttrfcln 


von  I — « — 2 — 2 — 2 i — 4 i + 8 

gleich  fOr  M as  5 9 13  17  20 


Q a + b i,  9 = Qaa+U  + * | [a +bi)*  — ( a a + bb  j Q-+**-4 P* 

— T#  b 14 1 0 ia-f-fti  * — 35  aa-{— bb* — 336;a+^t  4+300  a«+66(  | . 

Qiw+Ai-sp* 
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Posito  integraii  / a x — 0 usque  ad  x — s,  = 9 , dicimus  s 
sinum  lemniscaticum  ipsius  9,  s = sin  lemn  9. 

2. 

Valor  integralis  ab  x = 0 usque  ad  x—l  est  = 1.31  10287771  4605987 
secundum  SnauNQ,  qui  valor  a nobis  usque  ad  figuram  undecimam  verus  in  ven- 
tus est,  utentibus  formula:  arc  sin  lemn  -fy  -f-  2 arc  sin  lemn}  Euleb  habet 

1.31 1031).  Potestates  huius  numeri,  cuius  duplum  semper  per  ® designabimus, 
has  invenimus 


1 . . . 

1.31 10287771 

4605990690  320.7 

• 

2 . . . 

1.7187964545 

050931  1.7 

, . 

4 . * . 

2.9542612520 

1927863.4 

5. . 

3.8731215170 

0712625  4 

** 

6 . . . 

5.0777737666 

5251025.3 

8 . . . 

8.7276695451 

8251569.0 

- > 

9 . . . 

1 1.4422128208 

59 

- 

12  . . . 

25.7837664151 

41749 

13  . . . 

33.8032859402 

6 
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nachlaks. 


logbriggl®  = 0.1176122226  9692.2 

log  hyp*®  = 0.2708121550  7159155410  6425 

logbyp®  = 0.9639593356  3153686352  36577 

Sinum  lemniscaticum  ipsius  (l  a — a)  cosinum  lemniscaticum  ipsius  a 
dicemus. 


3. 


Aequationis 


ix 


integrale  completum  invenitur  hoc 


,1  — »»  , ,1  — XX 

X’/TT7»  + ,V 


i— *»v- 


.\  — XX  I — 


l + XX  Q 


*» 


l + XX  1+)) 

Sed  eiusdem  aequat,  integrale  est 

arc  sin  lemnx-+-arc  sin  lemny  = c 

unde  sequitur  C esse  functionem  ipsius  c.  Ut  appareat  quadis,  ponamus  y = 0, 
tum  fit  C — x,  c = arc  sin  lemnr-,  quare  erit  e = arc  sin  lemn  C , sive 
C = sin  lemnc.  Hinc  si  sin  lemnp  = x,  sin  lemn  q — y,  erit 

' 'l 

sin  lemn  (/>  + $)  = — ‘ 


i-*»v 


i— **  >-»» 


l + XX  l+y, 

Hinc  posito  p = i ffl.  q = — a.  fit  propter 

sin  lemn  (—a)  **  — sin  lemn  a,  sin  lemn  Jm  = 1 

. ;A;-  ;;:;f 

Forma  autem  praecedens  transit,  in  hanc 
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sin  lemn(p-j-g) 
cos  lemn 'p -f*  ff) 


•in  lemn p coa  leran  q 4:  «in  temo  q cos  lemnp 
l + «in  lemn p «in  lemn  q coi  lemn/»  oo«  leran  q 

cos  lemn  p cos  leran  q ^ «in  lemn  p sin  lemn  q 
1 + ain  lemn/»  sin  lemn  q cos  lemn/»  cos  lemn  q 


'S  pii  tere  Bemerkung:] 


I. 


a 4-6-+-')'  = 180°  [=  oj] 


Setzt 


« 

sin  lemn  a = tang  a, 
sin  lemn  6 = tang b , 
sin  lemn  y = tang  c , 


cos  lemn  a = cos  A 

cos  lemn  6 = cos  B 

cos  lemn  y — cos  C 
• • 


so  sind  a,  b.  c,  A,  B,  C Seiten  und  Winkel  eines  spharischen  Dreiecks . wo 


•in  A sin  B 

•in  a sin  b 


sin  C , A 

~ — = v/2 

sine  * 


11.  a + 6 + 7 = 90°  [=  1©] 

Setzt 

sin  lemn  a = cos  a , cos  lemn  a » — tang  A 

sin  lemn  6 = cos  b , cos  lemn  6 — — tang  B 

sin  lemn  y = cos  c , cos  lemn  y — — tang  C 


so  sind  wieder  a,  b,  c,  A.  B,  C Seiten  und  Winkel  eines  spharischen  Dreiecks, 
in  welchem 


&in A __  «ini? 
sina  «Ini 


nnr  * * 


(<•] 

Si  valores  * [==  sin  g<p] , qui  reddunt  ipsum  sin  lemn  9 — 0 secundum 
reculas  notas  productum  infinitum  generare  concipiuntur , nec  non  valorcS  ipsius 
s,  qui  reddunt  ipsum  sin  lemn 9 = 00 , quorum  primum  sit  Py,  secundum  Qy, 
permissum  erit  (id  quod  rigorose  demonstrare  possumus)  ponere 

sin  lemn  9 = ^ 
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erit  vero 


Ptf  = + )(*  + (,*»  -P^Y  ) (l  + (?»"1  >T*p  ) 


Q?  = (l- 


;)(*■ 


(#ht 


lii )(i ili ) . . . 


a 

a = — 

* 

Simili  modo  positis 

P9  — C'A  (,»  + ,-«)•)  (l  (e"  +«-**)•''  ' 1 <»“  + ) 


erit 


cos  letnn  tp  = 


[5.] 

V2.  /,{9  + + ffl)  =/><p 

V2.  + = qy 

J>(<P  + i®)  = — 

?{?  + i®)  = ^2.Qtp 

Pi^a  = ie***Ptym 
Qitym  = e^Q+ffl 

pii/ a s=  «*♦+  j i|i ra 
qt'|o5  = 

[werden  die  an  einem  andern  Orte  untersuchten  Reihen  Scite  405  d.  B. 

tP — •‘r?4 — rrWTT*+  • • 

1 — iff  — A<p‘—  ■ • • 

* + i??  — *V  + • • • 

resp.  mit  $<p,  0<p,  ptp,  q<p  bezeichnet,  so  ist:] 

^ 9 m = e,r‘W  Pijiro  pijio  = 

-Q^o  = q^qj  q^os  =z=. 
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[6.] 

Rx  expressionibus  supra  allatis  sequitur 


sin  lemn?  = 


V*—***)  Vr-.-‘e) 


m * , b>  v ' 

I71  -|«  ' #ji  , . -fit 

r — J*  + « e +ll  + « 


+ etc. 

cos  lemn  tp  = 

Hinc  vero  sequitur 

sin  lemn  ~ * 

■ .*"  + 


---sin4.it  — «— i_K«in3<|.it+  . . . 

* ■ « +« 


logO  + pcos?)  = 2 {,+v(i— i^T)  «•T“(1+(f(Ljs),T,  + (i+#:FrtJ 


log  Qtym  = — i log  2 4- A* 

+ ?r=ia cos  2ij>r— cos4^x  + l cos64.1t—.. 

logPi}«ffl=  *log2  — 41t4-logsin4.it 

— ?^-icos2(|»it— i,-SI^r7cos4(j/i:— cos64.1t—.. 

log?4-fi5  — — 4log2-+-*ic 

— jrrT»  cos24.1t  — + ,-nr~ «t  cos4  4. it  — 4;arr7=i*coe64.it— .. 

logp4l®  — flog2  — i it  + log  cos  4<  it 

4-;m~ri  cos24.1t— *;a^cos44.n  + l-?3^;ricos64.it—  . . 

log  sin  lemn  4.  ® = log  2 — 4-1t4-logsin4.it 

— ^rzrt  cos  24.  it  4-  4 cos44.1t — + p*^r,  cos64.it — . . 

111.  53 
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log  Qfyr.  = — 0.0847742372  7 


+ 0.0865895371 

57 

COS 

2l|nt 

— 0.0018674144 

52 

cos 

4 4 >15 

+ 0.0000 

537996 

86 

cos 

6415 

\ * 

17436 

71 

cos 

84* 

+ 

602 

81 

cos 

104* 

— 

21 

71 

cos 

124* 

+ 

81 

cos 

1 44* 

— 

3 

cos 

1 6415 

logP4®  = log  sin 


— 0.1770251853 

2 

— 0.0037418731 

98 

cos 

24* 

— 34673 

54 

cos 

4 415 

— 43 

42 

cos 

64* 

— 

8 

cos 

8415 

[8.] 

• J ’Jtl  • L . * I 

. , , i 4 iiodin  — e un  s y n 4*  « tinfrum  — . . 

sin  lemndxD  = v— .* — 1 — 1 — 1 — — 

* i *4R  . 

« 1-4-2«  cos  4 y it — . . 

P4®  = 2*\/  sin4,1t  — e-1*  sin3^it+«”Vlt  sin  5 y-ic  — . .) 

Q4®  = .|  l + 2«-,t  cos  24nt  + 2 e-' cos  4 4 ~ — • •) 


1 — 2«~’'+2«-4* 

— 2«“^+  . 

. . . = 

V” 

*-**+<-«*+<rv*+  . . . 

. . . = 

v/“  = 0.9135791381 

v n 

5611682140 

724269 

2 e-**  = 0.9118762555 

3199247353 

1842589456 

058838833 

2«— **  = 0.0017028766 

8561031607 

1704906 

— 59 

3851399312 

9644497731 

18 

II 

* 

> 

1 

C* 

40505991 
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le~*  = «.0864278365  2754449954  8835474343  4560225514 
2 = 0.0000069746  8471241799  0983550387  96535 

2 = . 105109703  5201288 

2«““*= .295807 


[9.] 


— pqn  sin ♦*' — sin  3 ♦* ~ .«T?  ■« 5 4* - 

+<-'*-  ■ • 

— 4 — . . .)  sin  3** 

— 4(«-H":— . . .)  sinS^r 


[10]. 

sin  lemn^m  = tang  u i: 

itdu  = ocos  lemn^m.d']1 

oos  Icmn^m  = cos cos  3 + *+  . . .) 

• +«  -f  « * 

“r  - tn*  -t,  sin^+i-^- 4 -■  sin  3+*+  . . . 

• +•  , 4*  • 

i 

— —p 

l + 2/>  oosy+  2pp  cos  2 9 + • • ■ = — - — 


— -f  p — 2cos<p 


1 — 2 p co %y-\-^pp  cos2<p — . . . = - — £ 


1 


— -f  J»  + » co«9 
P 


(~-p)co*f 

pcoa<f-\-p  cos  3 9 + • • • = — - 

/ * 


(— +p)’— »«•?’ 


2 p sin  9 + i/j’  sin  3 <p  -f-  . . . = arc  tang  -i 


f « tc  = arc  tang  — — J'-_  — axe  tang 


2 tin  4*  r. 


#k  -In 
«*  — e 1 


p 


53  * 
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[11.] 

! r— 

(P  <|<  m)*  = (l-4-2«_,r  cos4i{nc-[-2e  cos  8 tj>*  + . . .) 

_ — l?._(2e“tr‘cos24i,n+2c—,rcos6^ic  + 2«_v'co«  I0i}m+  . . .) 
iin  t * 

(Q<|»(B)’  = 2,cos*r.\/£.(l+2«~I’!  cos4^ic+  . . 

-4- 2*  sin ii:.Vs-(2e  !,!co82^"+  • • • 


0.3522376226 

6118372314  = A 

0.3535519576 

3585935635  =s  2Be~iz 

0.0013155679 

2352259042  = 2^Le“1’' 

0.0000012329 

5741446398  = 2 Be~*z 

0856752170  = 2Ae~*z 

1494  = 2 Be~Vz 

2° 

3° 


©re l_ 

r.it  li;  * 


[12.] 

Variae  (Summationcs  serieram  absconditae. 

[.^+b^r+[.-^r+---=t 

t^r+b^r+b*?T+ -» *£-* 

UJi-T +tBi?=r +t=d?=I + — 

[.^-K]’+bv^sI+[^-'*:]’+  i iit* 

, i . «> 

' '== 


.**+,-♦*  J*  + *-»r 
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[13.] 

Recknungen  zur  Lemniscata  gekOrig. 

j(sin  leiun|®}*+(sin  lenin  i®)1}*  = 1 4 y 5 — 30 
| (sin  lemn$  ®)* — (sin  lemn  4®)* J*  = I0y5 — 22 

1 (sin  lemn  } 1 (sin  lemn  J ffl)4  — 6y' 5 — 13 

= 0.4161078649  9873817845  5042012387  65741 


!|(sin  lemn}®')*  — f (sin  lemni®)4)4  = 340 — 152^5 


= 0.1176674200 

3196614580 

5602352846 

01228 

daraus  Radix 

0.3430268503 

0761971797 

7310507555 

85731 

also 

(sin  lemn -i®)4 

= 0.0733810146 

91  1 1846047 

7731504831 

80010 

(sin  lemn  \ m)4 

= 0.7594347153 

0635789643 

2352519943 

51472 

(sin  lemn  4-®)* 

= 0. 2703893033 

8999814497 

30710 

(sin  lemn  4®)* 

= 0.8714555153 

9155336074 

646029 

QtV®  = v'(f  cosTVw-f-Jsm1V’') 
QA®  = &(f  cos  ^ ir  — ^sin^ic) 


[14.]  ' 

Lemniitcatuiche  Function. 


Es  verhalte  sich 

i 

X 

^(1 — xx) 

\J(i+xx) 

wie 

p 

9 

r 

f 

and 

i 

X 

\i(\-XX) 

y/(l  + XX) 

wie 

p 

Q 

R 

$ 

so  verhalten  sich  die  <p  <1>  entsprechenden  GrSssen 
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wie 

ppPP+qqQQ 

pqRS-^rsPQ 

prPR  — qsQS 

oder 

pqRS  — rsP  Q 

qqPP—ppQQ 

qrPS  — ps  QR 

oder 

prPR-\-qsQS 

qrPS-t-psQR 

ppRR — q qSS 
— rrPP—asQQ 

oder 

psPS  — qrQR 

qsRR-\-pr  QS 

rsRS — ipqPQ 

Es  sei 

x 

sin  iemn  X =■  x 
sin  lemn  1 = y 
sin  lemn  Z — z 


und  X,  Y,  Z so  von  einander  abh&ngig,  dass 

■X-}-  Y-j-Z  = 0 

Man  setze  fxxdX  — FX 

und  FX+FY+FZ 


Aus  friiher  vorgekommenen  Formeln  folgt 

xx — zz  = yz^(\ — x*)  — xy^(\ — #*) 
W — z z = X z V ( J — y* } — xy  \J  ( 1 - z‘ ‘ ) 
xx—yy=zyz\l(l  — x*)  — xzij{i—f*) 


Aus 


folgt 


du 

* 

0 


xxdx  ■ yydy  , ssdt 

V (t  — ' Vt»  — »*)  ' Vt» — »*) 

d»  . dy  ■ -d» 

Vt* — »*)  V{> — y*)  "1" 


d«  = (yy  -xx)^^  + (**  - xx) 

= xsdy  + ^ds—  yz.\/(i  — + 

— xzAy  -\-xydz-\-yzdx  = d.xyz 


psPS+qr  QR 
qsPR — prQS 
IpqPQ  + rsRS 

ssPP-{-rrQQ 
= ppSS-t-qqRR 
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also 


so  ist 


u = xyz 

Es  ist  folglich 

F(a+6)  = Fa-\-Fb — sinlemna  sin  letnn6.sin  lemn(a+6) 
Setzt  man 

Fa—^FQO9  = Ga 

G(a  + 6)  = Ga  + Gb  — sin  lemuu . sin  lemn  b . sin  lemii  (u  + 6} 


Ga  = 


(i  Qa 
Qa.da 


[!5.] 

n — 1 i 1 . 1.1. 4.1.1.  tl  I , » /1 

It  ' '4.4*  9 ' 4.4. 8.8  * 81  ■” 4.4  .8.1.11 .11  * 711  ' * *'  V S 

© i_  1 | 1.1.1  1 . 1.1. 8. 7. 8 _i . 1 .3.4.7  . 8,11.11  1 , \ J 1 

K m ' 4 * l‘«. 4.1*  21  '4. 4. 8.1.11*141'  4. 4.%.  8. 11.  II.  14*1117  ' ’ * g 


[16] 

Ponendo 

M(i7^)  ==  A+.acos29  + i>c08  4?  + . . . 


N = 1.393203 

— ilog(l — cos2<f)  = + 0.220635 

a = 0.581803 

-(-0.636620  cos  2 'f 

b = 0.309601 

+ 0.318310  cos4f 

c = 0.209449 

+ 0.212207  cos6'f 

d = 0.157960 

+ 0.159155  cos8tp 

e = 0.126704, 

+ 0.127  324  cos  I0<p 
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N = ( - 

'2. 4.6. 9. 


3. 3. 7. 7. 11. 11. 1& 


)*  — 2 — 
’ ' '/  rs 


U . 0 13.13  X t 

a »'77«*  8.13  * 13.14  ’ * *'  mro 


b =at^JV 

ra  4 .8.8.13. 12.14 

jTS  3.3.».  0 13.13 

ro 3 1 1 i.  11  11 

7 *”*"  3*3*  8*9*1813 


[17.] 

i+.(i)V+ (i.±)V+(f  4.1)**"+  - • . 


Demonstratio.  Ponatur 


!+(l)  **  + (t;t)  >**+•••  = * 
eritque,  posito  x(x* — l)^|r  — (3a,i — — -®,  R — 0 

J 

Hinc  etiam 


0 =.x~-+-R;  nec  non  0 = 2 xt  d*+  2(f+ 


unde  fit,  evolutione  facta 

-1-  ( 1 9 J7*  — 1)21^+8^71 


sive  ponendo  tt  = u 
cui  aequationi  invenitur  respondere 

1+(7)V  + (^)V4- 


N 

r V 
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lam  quum 

• t — f 

i 

z = 0 usque  ad  * =4=  I , fit,"  pro  x = ) , 

< = &.£=  *di 

R 2 R * 

adeoquc  *'  , 4 

1^(i),+  (^!S+(^)‘+...  = 2^ 


/dem  a /io  modo 
Valor  seriei 

fit 


1+(t)’+(^)1+(^)’+... 


_4^  rr dydt)» 

r.r.JJ  y^(i— cosip*  ooa^*) 


a f — 0 usque  ad  'f  = 90°  et  a '5  — 0 usque  ad  i/  — 90°.  Faciendo  itaque 
cos  9 cos<ji  — cos  u,  idem  valor  fit 


-=iT 


<i  «p  du 


V'  (coicp*  — OOBU*  ) 


et  quidem  ab  u =*  0 usque  id  u=  90°  et  a f = 0 usque  ad  <p  = o.  Deni- 
que statuendo  9+0=/,  o — f — g,  erit  expressio  nostra 

— .1  ff  d/-ay 

kkJJ  v sin/  &in  g 

ab  g = 0 usque  ad  g = 60°  et  a f —g  usque  ad  f ==  180® — Sed  haud 
difficulter  probatur  integrale  eundem  valorem  nancisci,  si  sumatur  ab  /=  0 us- 
que ad  f = 90°  et  a g = 0 usque  ad  g = 90°,  unde  ipsius  valor  deducitur 


= 2- 
K It 


uti  supra. 

UL 


54 
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[17.] 

Sammlung  von  Rechnungcn , 

vornehmlich  solchen , bei  deneu  von  meinen  Methoden , die  Factoren  grosser 
Zahlen  zu  finden , und  vor»  den  WoiJTUBschen  Logarithmcntafelu  Gebrauch  ge- 
macht  ist. 


Erste  Rechnung  fUr  e_c  = A 

Durch  eine  vorlfiufige  Naherdng  war  schon  bekannt , dass  A bis  auf  die 
1 4“  Figur  0,04321 39 1 8 J 6377  sei,  folglich  11. 10,0A  sehr  genau  4753531008 
= 128.243.15'2827.  Es  fragte  sieh  also,  ob  die  Zahl  152627  sich  noch  in  ein- 
fache  Factoren  zerlegen  lasse. 

Die  Division  mit  kleinen  Primzahlen  gelang  nicht;  man  musste  also  zu 
kdnstlichen  Methoden  se  in  e Zuflncht  nehmen.  Ilicr  fand  sich  nun,  indem  man 
die  Zahl  selbst  sowohl  ais  verschiedene  ihrer  Vielfache  mit  den  nfichstcn  Quadra- 
ten  verglich , unter  andcrn , dass 

552’ = 950,  677’=  152  mod.  152827 

woraus  man  sogleich  schloss , dass 

1104’=  3800,  3385’ = 3800 

und  mithin  die  Zahl  1 52827  keine  Primzahl  sei,  weil  sonst  die  Quadrate  zvveier 
Zahlen , die  beide  kleiner  ais  die  Halfte  von  jener  sind , unmCglich  congruent 
sein  kOnnten  ( Disqu . Arr.  art.  .).  Durch  die  in  diesem  Werke  gelebrte  Me- 
thode (art.  ) fanden  sich  nun  die  Factoren  der  Zahl  1 52827,  nemlich  67.2281. 
Man  war  also  gewiss . dass  sich  der  hyperbolische  Logarithme  von 

N=  128.243. 67.2281. 1 1 — 1 0— 

aus  den  vorhandenen  Tafeln  bestimmen  lasse  und  zugleich  dass  derselbe  von  dem 
gegebenen  Logarithmen,  — A,  nur  in  der  I0,en  Decimalstelle  abweichen  konne. 
Die  zu  dieser  Differenz  gehorige  Absolutzahl  brauchtc  also  blos  berechnet  und 
mit  N multiplicirt  zu  werden , um  A zu  erhalten , 

_ ^logll+10  logio  — logllSI  — logll4<  — log>71  — K 
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Durch  dic  WoLTMMsche  'faiel  war: 


[Zur  Abkdrzung  £ — Iog(1+2136.10  £' — log(l-4-1443.IO  n)=S"gesetzt.j 


1 0 log  1 0 

4 

•t 

4 

23,0268509299 

404^6841)17 

9914546843 

6420760110 

14886286 

log  1 1 = 

2,3978952727 

9837054406 

1943577965 

1292998217 

06853937 

25,4237462027 

3882738424 

1658124808 

7713758327 

21740225 

1.2281  = 

7,7323692222 

8438803081 

0466064812 

2168095619 

53159812 

1.2144  = 

7,6704285221 

9069260675 

6232603654 

6055909444 

33575023 

1.972  = 

6,8793558044 

6043907581 

0690427528 

9816593884 

53057834 

r.  = 

3,1415920535 

8979323846 

2043383279 

502884 1 97 1 

69399375 

25,4237462025 

2531295184 

0032479275 

3069440920 

09192044 

d = 

0,.  ‘ 2 

1351443240 

1825645533 

4644317407 

12548181 

0 

.. .1443242 

4616770530 

2204949495 

65316893 

8"  = 

0 

242 

4616770634 

3320449495 

6431533124 

4-8"8*  — 

o, 

8324222063 

e!'  = 

1 — 

4616770634 

3329478889 

4755755187 

e»'= 

1 

. ..  1443242 

4616770634 

3679351089 

4781097632 

e‘  = 

1 ; 2 

1351443242 

4619851957 

0236156393 

853651221 1 

11  A = 

0,4753531009 

0149474751 

8595108889 

0081240330 

0920791693  5 

A = 

0,0432139182 

6377224977 

4417737171 

7280112757 

28  1 0981063 

Um  sich  von  der  Richtigkeit  dieses  Iiesultats  durch  eine  zweite  Rechnung 

zu  versichern,  multiplicirte  man  die  Zahl  A durch  593.10*,  wodurch  sich  ergab 

2588513703,999957  . so  dass  man  also  eineyehr  leichte  Rcchmwg  flbrig  hatte, 

wenn  die  Zahl  2588513704  sich  in  Factoren  kleiner  ais  10000  zcrlcgen  Hess. 

Nach  angeslelltem  Versuch  faud  sich  2588513704  = 8.7.17.2719027.  Es  kam 

also  daraufan,  ob  2719027  eine  Primzahl  sei.  Man  fand,  dass  — 1848  gewiss 

ein  quadratischer  Rest  von  2719027  sein  mflsse , Wbnn  diese  Zahl  eine  Primzahl 

sei,  und  dass  sie  in  diesem  Fall  einmal  unter  der  Forni  3x.r-t-  01 6yy  cnthalten 

■ . «* 
sein  mQsse  und  umgekchrt,  dass  sie  durch  diese  Form  entweder  gar  nicht  oder 

mehr  ali  einmal  mQsse  dargestellt  werden  kflnncn , wenn  sie  zusammengesetzt  sei. 

Allein  die  Exclusionsmethode  lehrte,  dass  jene  Zahl  wirklich  nur  einmal  unter 

der  Form  3«r.r-j- 616yy  entlialten  sei,  uemlich  2719027  = 3 197,+  616.65,1 

54* 
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woraus  also  mit  Gewissheit  folgtc,  dass  271902^  eiae  Primzahl  und  folglich  die 
versuchte  Methode  diesmal  nicht  anwcndbar  sci. 

Nacli  einigen  andern  vergeblichen  Versuchcn  kam  man  cndlich  auf  folgen- 
den,  der  beSser gelang.  Die  Zahl  ^multiplicirt  mit  lo'*gab  4321391826377,25 
und  die  Zahl  4321391826375  zerfiel  in'die  Factoran  125.81.13.32831087.  Dass 
dic  Zalil  32831087  keino  Primzahl  sei,  folgte  daraus , dass  sie  nicht  unter  der  . 
Forni  xx-\-if)0yy  cnthaltcn  war;  man  wandte  also  die  erste  der  in  dcn  Disqui.  t 
Arr.  gelehrten  Methoden  darauf  an.  wodurch  sich  entdCckte,  dass  sic  das  Pro- 
duct  aus  373.8819  sei. 


Zweite  Rechmng  fur  e~n  = A 

59.10 *A.  fand  sich  sehr  genau  = 2549621  178  = 54.13.3631939. 
3631939  zerfiel  in  die  Factoren  1091.3329  (welche  aus 


Die  Zahl 


3631939  = 40.232’-f-  19.279*  — 40.3d0*-f-  19.41*  • 

gefunden  waren).  Also 

59  A = 702.1091:3329.10— = N* 


Aus Wolfkams  Tafel  fand  sich  [S— log(l  — 1 

C9l.10=  21,2767341630  5358884383 
C.1.59==  5,9224625560  9428054938 
6.5539334040  258111  1965 
6,9948499858  3307081851 
8,1104272375  7602494295 
3,1415926335  8979323848 
0,*  . . . . : . . .1  7156951280 
0,....:,: •>,  „* . . 487  20 

A " - ' • • ’ 

V , * . % t*.  # t * i t . * •'  • • * 

«’  = 1,.-.  . • .....  .48720 

1—«*=  0... ...1  7156951279 

59 A = 2,649621  1775  6256273669 
A =fc  0,0132139182  6377224977 

• ; ' * *#  - 


1.702  = 
1.1091  = 
1.3329  = 
TC  zzz 

8'  = 

« = 


'4}=8’l  e gesetzt] 

8076907840  7221315900  86602341 
3949626280  3023759366  53210670 
6455273791  0722868232  39752589 
1895817110  3840806982  08318637 
2021653586  1576659324  67001597 
264  3 38  3 27  9 502884197  1 69399  375 
5042661888  1414250778  24285109  ?. 

9675470563  5420349120  2333331382 

. . .. ...  11 86866339  3606594227 

9675470563  6607215459  5940425609 
0324613026  9032989386  4786573955 
0646493131  9526652679  5847882752  6 
4417737171  7280112757  2810981083  6 
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Zngleich  kann  man  aus  derftbereinstimmung  beider  Rfechnungen  schliessen, 
dass  dic  I>ogarithrnen  ron  2.  3,  5,  II;  13,  59,  67,  1091/2281,  3329  in  der 
WoLnuMschcn  Ttifcl  bis  auf  die  letzte  Figur  richtig  sind.  . 

_ * 'i 

T)opptlte  Berechnung  ron  e = A. 

Erste  Ilechnung. 

Da  man  durch  eine  schon  vorher  angestellte  Rechnung-wusste , dass  der 
Werth  ron  A bis  auf  die  letzte  /.ifcr  =0,4559381277  6599  sei,  so  war 
1 9.1  3 1 .4  oder  2489  A = 1 1 34,8300000095 oder  248900.4  sehrgenau  = I 13483. 
Man  fand  1 13483  = 283.401  aus 

I 13483  = 311*4-58. 17*  = 7»* 4-58.43*  • 

' , 

• " • 1 r , 

iuid  hiemit 

2489A  = 1 1 3483. , 0— '.e1*08'0- lo®I,1_lo®40l+log,48,— **  = Ne J 

AusWolframs  Tafeln  erhielt  man 
,'wenn  zur  Abkiirzung 

S — log '14-84  28.10-'*)  = $' 

gesetzt  wird  : 

8=  0,. 842825208  2107272461  74218S8198  29069513 

£' = 0 ,.25208  214278S053  7419892695  5615344103 


4$'£*as  ‘ •,  317727033  5630835760 

= . . ■ ■ ’ 267 

e*  = l;.  . v. .....25208  2142788053  7737619729  1246180130 

<■*  = 1 . .842825208  2142790178  3220613906  2965706721 

2489  A 


= 1 134,8300000095  6463331037  8102578065  2249279282-5372058193 
A = 0,4559381277  6599623676  5921294728  0294194106  04366 

' * « ' * - .*  . • C “ 

\ ; • * _ , * ^ * 
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Zveite  Ilechnung  fUr  e l"  — A 

ll^il  wurde  gefunden  51,52100843755.  Die  Zahl  515210084352  zer- 
fiel  in  die  Factoren  ^7.131072.145583.  Endlich  erhielt  man  aus 

* 4.145583  = 437’+  163.49’  = 763*+  163 

145583  = 197.739  mithin 

USA  = 96«.788.739.10— ,0.e,'l0B,,  + loK,,>-5loe“,-l0g’8,-l0R,S,"i,e  = NS 
[und  wenn  b — log ( 1 — 4 576.1 0 ,s)  = b'  gesetzt  wird 


2=  4575948387  0747214839  8399455217  14190720 

_g'==  ....51612  8205796360  1919946163  4337976121 

0,  1331941624  0928492341 

l_/=  ; 51612  8205796360  0588004539  3409483780 

— l, 4575978387  1794180021  9145023046  2961445343 


1 13  A =51,5210084375  5757475454  9106304267  3243940900  3220627240  5 
A — 0,4559381277  6599623676  5921294728  0294194166  0436523820 

e-*”  s 0,4659382  = 367  1.54.23. 10~’ 

■+*  \ ’ ; J-  ‘ ’ 4 . k 

Dritte  Bechnung  ftir  ■ = A.  ....  -V  a ' 

455938128  = 144.3166237  Die  Divisoren  der  Zahl  3166237  fand  man. 
indern  man  die  Periode  der  reducirten  Form  (I,  1779, — 1396)  entwickelte,  in 
welcher  die  Form  ( — 1897,  530,  1521)  die  sechste  war.  Hieraus 

(11  + 28.1779)’ = 152!  = 39*.  und  3166237  = 107.127.233 

A = 455938128.  ^ V \ 

. 

[und  8 — log(l  — 513.10-")  = S!  $eseUt]: 

— b =*  o .5  132357855«  7221312746  8124093623  9185&79000 

— g'^0 ,.23678543  5636712701  8105102450  7737^14264 

-1-^6'^=  27797  385,8291471  9466811797 

— + S*  = , 21  8473957577 

l_/=i0,..'.,;.....  . .23578543  5636684904  4246810500  6804560044 

I — *»  — o .5  1323578543  5515726975  9430616946  9818422176 
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Berechnung  r on  e~x"  = A. 

* ■ 

Drlrch  Naherung  war  bercits  gefunden  A = 0,00085)  4383  42805.  Nun 
fand  sicli  8514383436  = 4.9.13.19.307.31  19,  mithin  sehr  genau 

A = 4. 9.U.I9.30T. 3119.10“” 

aus  Wolpbamb  Tafel  • ■ . 

1 3log  1 0 — log  31 19  — kig  1842  — log  1482  — {it  = fi 

> ♦ 

[und 

6 — logfl  — 9335.10““)  = fi',  fi'—  log(l  — 285.10“'*)  ==  fi" 


gesctzt ] : 

— 8 = 0 9 3352850560  83425838G8  5326823995  3184946898  8 

— 8'  = 0 2850517  2631458732  9539039720  5781872612  0 

— 8”  = 0,»  * ...  .*..  .51^*2631458326  8289039720  5396053412  0 

ffi”fi"=0,  - 133780  5810183616  8 

1 — «*”  = 0,  • 517  2631458326  8288905939  9585869795  2 

1 — e4'  = 0,  • ....2850517  263143^326  6814705974  3354407457  0 

1,— = 0 9 3352850517  £604848748  0300042494  763912718)5  6 


A = 0,0008514383  4280515803  5852453295  4846487994  1872486024 

8176915 

satis  exacte  = 4.1 1.13. 29.3593.7“\l  0“,l> 

Ecee  iam  computum  pro  e*". 

Per  logarithmos  brigg.  invenimus  praeter  propter  eir'  = 4,810484. 

Est  vero  48104847  = 2293.37.7.81  et 

— log81. 259.2293  +7  iog  10-ffr 

= — 0 15214  7666454820  0537824776  3190 


num  log  = 1 — 0 15214  7550690316  7468363738  6798 

= 4,8104773809  6535165547  3044648993  1536 
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Computus  secundus  pro  e1*. 

* 

Invenimus  48104773808  = 195497 . 1 3*. 7 . 16  supercst  itaque  ut  utrum  sit 
195497  numerus  non  primus  investigetur.  .Tentamus  itaque  aequationem 

195497  = + Q 

Limx  = 111,  ExJl.  valores  x = * 

195497  = 44s-f-  193*561  = 76*4- 189721^s=  356*4-68761  = 364*4-63001 
= 364*4-251*  quare  195497  estprim.  , 

• VAV  = 34-44-44  + ff  =»  4,8104773824  4 . . 
log!^-4-4.z=  — 0 3 0*703542806  9410475204  9155 

O 5.53«!  1 * 

num  log  = 1 — 0 3 0703542802  2275098164  7660 

Computus  pro  «T,n 
• 

e-i*  praeter  propter  = 0,207  87957  = 7151.19.17.9.10 

''  ■ S * ' . — • 1 ( ’ 

— log5i.57.7151  4-8logl0 — 4«  * 

= — 0,^< .305  5019097261  874,0193606  8277 

num  log  =1  — (| . . /30 5-  5019651296  147719901  1 4138 

Investigatio  divisorum  numeri  2078795763  = 99.^0997937,005 
20997937  = 1848.34*4-4343*  numerus  primus 

Computus  secundus  pro  f ~ !" 

11  .s-1’'  = 2,286675339858378 
228667536  =81.16.176441 
176441  = 880xx4-yj7  = 73.2417 

log  * - 4-  8 log  10 4 77 

= — 0 ...88  0825474705  3269478285  7110 
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VARIA  IMPRIMIS  DE  INTEGRALI 

d M 


/ 


^(l  + (t|irio  y*) 


K ~ CO*  P 

n = tangi’,  = ® ’ 


S'iffl=-r r--*”  1 

T liol  m'  m’  n'  m'  I • • I 

L«  ® + • ® «®+«®  j 


**«'+&)  *r“" 


T$u 

Wiw 


n ® __  n 

Wty®  = ^Mcos».  [l  + e " 2cos2!pit  + e “ 2cos4i{(K+ . .] 

r — t—  * — § ® jt  i 

Z1^®  = ^cotg», ^Mcose.  L«  " 28in^it  — e ° 2sin34ir-f-  . J 
T\m  — \Jcosv 


t fj 


d U 


(t-f  pp.»in« 


iTj  — 9 = <1'®,  S<f  = sin*  ] 


w = a+m\ -g^v - ^p-’-00"** ..  -.  ] 

U'-.-»’'  J 


_ p' _ ow 

Terminus  constans  (S®)*  =r  ~r  . - “ .~t *.* — - — +w  " + • • 

' Ty  fifA®©  m'  jn* 


— — * —4  — r. 

1 -f-  2 9 4"^ 


+ . . 

55 
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Problema.  Summare  seriem 


o6tt>  y/Mc 


o'  m 

[l+2e  *S'“  cos4<(,i:+2e  ’ " ' cos8<{.i:  + . .]  ' 

r — ” * — i — - 

[2  e " cos  2 ji  r -j-  2 e 0 cos  6 <Ji  :r  -f-  . ,] 

,[t  2 € 


- ro' 

— J — tt  — » — T.  1 

® cos  4 2 e 0 cos  tt']<TC+  . .J 

r 1 roi  ^ t °r 

«.[2«  “ cos2i{»r-4- 2e  ra  costt<((it+  . .] 


( Wtytnf  — cosie.^Mcose 

+ sini®-V^c0S 


r(-jo  — tf)1  = cosc.(W''<p' — T<f ’) 

JT(i«D  — <p)*  = (sine*  T<f'  + cos®*  W< f) 

flgV.  2btn’r. 

Ti> b> . TT(i  — fr)a>  = 1/1 00'.<’'vMc^-[c  — e 4“sin3<!^+«  8“  sin5<|rtc— 

V«n*  k ■ 


Si 


(l+axMl+a^Kt+a**)  . . . (1+t)(«  + t)(‘+t)  ••■=** 
supponitur  producere 


+ r,  + ! + p+«a+Baa+- 


producet 


, + « 


(l+a^)(l+a^) . . . (H-£)(t+f)('  + 7)  •=*•,+£ 
• • ■ +?.Vh£7+p+  «#*«+**•««+  . . 

— . . , — -I--0-+-  - aa-{-  . . 

••'*«*■*«'*  ' * 1 * 1 


(l+curHl+a^Hl+a^)  . . . (t+£)(t +£)(!+£)  . . . 

= P|l+*(a+£)+^(aa+fj+*V+?)+  . . .| 
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Si  ex  quadrato  prodit 


..+^-f-P+Q«+... 


ent 


• • • + ^--f-P+Qa:xa-i-Pj;‘aa-|- 

. . . + - - + 5 1+*  -4--a+  -«a+... 

• xx  ia.  1 n t 1 ii  1 ix  1 xx  ' 


. . . (l  + ^O  + r^U+x)*  ■ ’ • 

- Pft+M(aa+^)-j-4f»(a‘  + i)+4f,*(a«+i)+  • •! 

+ Q|(a+7)+*V+?)+*'V+?)+^(«,+?)+  • -I 


T<f  = o , <p  = £©-4-i®y — i 

w<t  = o,  <p  = (*+*)©+ (i+±)d>v-i 


a = cos^w-J-esin^cK 


W^m  = 


‘ " ’’ * ' t’  • ' V ' *£’m  * . 

0+**®  ®)  (*  + ****)  (*+***  *®)  • • • (|+^)(,+^)(*+^)  • < • 

sa  aa  aa 

(i+**),(i+»,),(i+*“)* . . . 


t 


Obaervatio 


Med.  inter  l et  V 2 — i 
Med.  inter  i et  \/(J  V*  — 2) 


= v+ 


M sin  7 4® 
M tia  i s* 
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[II-] 

ZUR  THEORIE  DER  TRANSSCENDENTEN  FUNCTIONEM  GEHORIG. 


[1-] 

Es  sei  2e“ ' H*+”)  — T,  indem  ftlr  k alie  ganzen  positiven  und  negativen 
Zahlen  gesctzt  werden , und 

T = A-\-  2 Boosa>P-f-  2 Ceos  2u»P+  2 Deoa  3u>P-f-  etc. 

so  ist 

A — J Pdiu , B =fT  cos  tu  P.  d u> , C = fTcoaiwP.du), 

D = j Tcoa  3uj P.dm,  u.  s.  w. 

alie  Integrale  von  u»  = o bis  u>  = 1 ausgedehnt.  Es  ist  aber  klar , dass  jene 
Integrale  zwischen  diesen  Grenzen  mit  den  Integralen 

dBt  Je— “““cosajP.du),  fe~ ’“mcos2u)P.  d(u,  yf-’“nCos3u>P.do>,  etc. 

flbereinkommen , wenn  diese  von  u>  = — oo  bis  io  = -|-oo  ausgedehnt  wer- 
den. I)a  nun  allgemein 


e w*”  cos  ntoP 


nnP  P 


. — ctnaB  -f  inmP  \ * —awo—itumP  , «a 

i c “l  T e T c 


inP*  . i»?  * 
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so  folgt  leicht,  dass 


folglich 


cos  n u>  P . d u>  — e ’ 


r^=v'f  h + 2e  ® cosu>P-f-2e  ' cos2u>P-|-2f  ' cos  3 tu  P-f  etc.  J 
In  einer  andern  Form  so  : 

le-< <*+•)*  = ^5.  e-™».ve  * 

Allgeraeiner : 

v e— »(fc-Hi)* } cos  2 (i cu) a — tsin  2(A-J-tu)a<jtj 

— " * |cos2Atuir — isin  2 Atuirj 

Oder,  aa  — rc-  und  — aty  = uitc  gcsetzt, 

' , * - r * 

v g— »(*+“)’  j cos  (2  k -f-  2 tu)  u»it  — i sin  (2  k -f-  2 tu)  u>’it  [ 

— .Se-® (*+*')'  [cos  2 A tu  i:  — tsin  2Au»itj 

««  ns 

W_  !,-<*+-+*)■=  4 y/f(e  'sin  tuP-3*  rain3a,P+etc.l 
Man  kann  den  Lehrsatz  auch  so  ausdrilcken : 

^ — $t:u 

andert  den  Werth  nicht.  wenn  t in  ~ und  v in  —a  verwandelt  wird. 


Man  setze 


p_  . | J»»*1.  l-jt»*1  , «*»■  !-«»***.  ! — | — j»*» 

' l+^.l+.r***  1 + »*.  1 +**♦*.  I + *"+'  "■  l + *".l  + i***.  ! + *«■•.  ! + *•«  "r  e*C’ 

n *•  _,  «**■  i— >*'  , i**1.!— *•♦*  , 

^ l + **-ri  + **.  ! + **♦•*'  I + Jt*.  » + **♦'.  l + *«*  ' etC 

R = P—Q 
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M&n  suche  zuerst  diese  Differenz,  indem  man  das  erste,  zweite.  dritte  Glied 
u.  s.  w.  der  Reihe  Q von  dem  ersten . zweiten , dritten  Gliede  der  Reihe  P ab- 
zieht,  so  kommt 

rj  1 JT*.  1 — I*4  | X*" . 1 — *" . I — .T*4-1  , X""  . I — x".  1 — T*4'*.  I — x"4,1 

“ — f+x”-*-  l + + I + X*.  I + *"♦'.  I + X**'-1"  l+x\l+  x*+,.n-x"*,.i  + x***->~ elc- 

Wir  bezeichnen  diese  Reihe  durch  p (x.  n). 

Man  suche  ferner  jene  Differenz  R,  indem  man  das  erste,  zweite,  dritte 
Glied  u.s.  w.  der  Reihe  Q von  dem  zweiten,  dritten.  vierten  u.  s.  w.  der  Reihe 
P abzieht.  so  wird 

0 , *•»♦'  x*"**.l  — X»**  ,_x«*. 1-**** 

! + *•+•  I + V-n  . I + X"**  I+X"*,'.l  + X**,.1  + *"**  ~ U,8W- 

oder  offenbar 

R = 1—  *?-+'.  <p{x,i.-H) 

folglicli 

= i — x,1,+l . tp  (x,  * -H ) 

Dieser  Schluss  ist  allgemein.  so  lange  n>1,  man  hat  demnach  unter  die- 
ser  Einschrankung 

?(*,»)  = 1 — x*"+‘  + x'"+4  — **"+•  y»+i«  _ etc 


hingegen  ist  ftir  den  Fall  n = 0 das  letzte  Glied  von  Q nicht  ais  verschwin- 
dend  zu  betrachten.  Setzt  man  es  = T,  so  wird  der  erste  Werth  von  R um 
T kleiner  sein  ais  der  zweite , also 

T=  1 — xp(x,  1)  — tp  (jr.  0) 

oder 


also  da 
und 

so  wird 


p(x,  0)  = 1 — x<f[x,  l)  — T = 1 — x-f-*4 — x^^x'* 

»(*,0)  = * 


— . . — T 


I— X I — XX  I — X*  I — X* 

2r=a‘  .+5’i+^-t+?*T+?  etc- 
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,T-:  • iis  • ii?  • rir* etc-  *•-**+«•-  **+  *•"-  etc. 
der  erste  Theil  ist  hier 

« J « a , J , I — XX  1 — Jf'  I — 3"* 

= t — x.  1 — jt . 1 — x1.  1 — x etc.  -—-.-7 — .——a  etc. 

i+X  \+ XX  i-fx1 

==  (1 — x)'(l — xx}(J — — x*){l  — xs)*(l — x“)  etc. 

Bezeichnen  wir  noch 

I — 2x  + 2x‘ — 2 x“  4- 2 x"1  etc.  mit  Fx 

so  wird  offenbar 

Fx.  F{ — x)  = (Fxx)1 


[3.] 


Zieht  man  auf  Shnliche  Weise  von  der  Reihe 

x*.i-x****.i-x*«  . x~.i— x«** 


1 — i””  , r*.l  — X~"  , x“.  I — 1— -T"-”.!  — .T"**  , 

,_ye*r-t-  r_xiW.Tr?»  f"  i— i-  etc- 


die  Eeihe 


!».i_ , z*».i— x«*.i — j»**  , x»«.t— x»**.t~ 

— x*«  ' l— x*~.  I — 


etc. 


l-x*~ 

ab,  so  erhalt  man  einmai 

t— X*  , x".l  — x*.l-x"**  , x*".t  — x".i  — X***.  i— v*4  , ,, 

t — x"+"  "■  i-x**\l— x"**  "T"  1— x*+*.l-x^‘.l— x***  etC-  — V(*< 

und  zweitens 

* +‘*"+'  — t- - — i- x**1.!—  x*>*  — i-  etc- 


„+,  x*w.l— x*+*  . ****,.X***.«  — X«*,.l  — X»** 
i— ^ 1 r x***.  i— 

— 14-x"+i4*x,*+j<J((x,»4-  2) 


Man  hat  also,  den  Fall  n = 0 ausgenommen , 

(x,  n)  = i+x'*+,+x,’*+,+{x,»4-2) 

folglich 

dagegen  hat  man  fttr  den  Fall  » = 0 

lHx,0)  = 1 4-x  + J* $(*.»)  — iZxfi- 4 ' ii f.  etc. 
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folglich 


I-X.I— **.I— i*...  - 'Ti-|-r+*  -+-■*  -+■  eic. 


[«•3 


Wir  bezeichnen 


1 — x.l — xx.  1 — x*  etc.  mit  [x] 

so  ist : 

,+I+I.+x.+etc. _ = ‘i? 

= l+x.l+xx.  1-f-x3.  ! + ■**•  1+x*...  1 — x* . t — x‘.  1— x?* . 

= $ 

i+2x+2j?‘+2x,+  etc.  = — t?rfx*y 

= (•+**)*•  ■ • 


— X 


. MI 

Wl?"] 


(H-**)(‘+*V)0+*V)  • • • (*+f  )(>  + J)(»  + J)  • • - 

= [Tql1+*Cy+7)+**(yjr+^)+ir'(^+p)+  • 

etc.+x(^0,+x™4-.*<“+,>’_|_  etc.  = [#*]ud±*! 


1 . 1 + . t + **—• .»  +r*—* .. . 

. x**"" 1 . XUr~  * 


[x]3  •=  I — 3X+5X3 — 7x“4-9x,<’ — etc. 

folgt  leicht  aus 

= i»-2x8  + 2x33—  |(yy  — ^)*«—  t**  — £)•*“+  etc- 

wenn  mau  y = l-f-io  setzt  und  daraus  die  Bedingungsgleichungen  bildct. 
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[5.] 

Zu  den  Ilauptsfitzen  in  dieser  Theorie  gehort  folgendes  Theorem. 
Bezeichnet  man 


441 


Pjl  121  P* 


I ••/*« 


\e  — e — e ” ~f~e  5'  +?  14  + -.|.y'a  durch  <pa 

so  ist 

Diese  Function  ist  ein  Maximum  fur  a = 1,  wo  ihr  Werth 


= 0,7682255  = 


y1  2 . y l , 1 ftS  1 4 .* 


ferner  ist 


(«pax}**  = 4(?X)‘(94X)*j{?X)«+(94X)*| 


rfa 


oder 


_ e »*  V®  • (1  — e~aP)  (1 — «-*•*)(! — e-*»*)... 

o— logj-  *vL 

w-i 4sr 


Es  sei 


(l+,*y)<l+*,jF)(l+.rtjr) . . . (>+f)(l  + £){l+£) . . . = F(s,y) 


so  ist 


«>W«]  , ««_js.fi 


-*T  irm^,  - 


P t. 


*j.«  14  e*Pm’“ 


M 

Die  Siebentheilung  fuhrt  auf  folgende  Gleichung 

b = 

ll  + lJ-  + 2j-‘+  . .J 

A — f,  + ,*T+  lr”+  ■ - i* 

l » + Jx  + 2/‘  + . . J 

» fl—  3**+)«**+  . .i* 

ll+2*  +t**+  . J 


56 
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AH  * A « |1«—  Ai  50  32“  eibb  A*  20  + T3S&4--TMA*  -j 

1/1  “t“  4f  ^ 343  **"  "*  2401  ^ 10307  A 


_j_  4A  — 3I44&&-I-  6I44&*  — «O'M.6®^ 


J5»— f bblf-i 


2101  lesoi 

n)6'  — 2144  6*  f 4144  4*  — 40»c6 


B- 


= 0 


= 0 


Wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  statt  66,  1 — 66  und  statt  A,  — A 
setzt , so  wird  sie  nicht  geandert. 


[’•] 

Fur  die  Dreitheilung  hat  man 

<i  6 — — t 

a 

A B f = T 

r44-(!2<— (tc/— 12/*)  r-M‘  = o 

oder 

{T—  <)‘  = lG(t~t‘)(T—  T*) 

A it  — f4  + 3T(i  — ill) 

« J[ril— «0  + <C  — 3T)] 

Setzt  man  T = tangiV,  t = tongn , so  ist 

3 sin  {2  N — 2 n)’  = 4 sin  (2V+  3 n) . sin  (3  iV-f- «) 
sin  (N — »)4  = sin  4 n . sin  4 N 

A cos»  2?«inn  __  2 wn(Ar+  3 n)  Bin^A’—  3n) 

a co«  N b sin  A’  3 ain  (2  AT — in)  i »in  (3  AT  + «) 

1 i ' 

[«.] 

Zum  Beweise  der  schdnen  Lehrs&tze  der  Reciprocitfit  wird  folgendes  dienen : 
1.  Das  Product  aus  ailen 

1 3 

ist  das  Product  aus  alleu 
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also 


^r 


in*-y  5*i‘  'WnKi 

a a 1 — e ® _ a 1 — e * 

= f 


. iV 
Hin  — t: 


2 .V  . 
R» 


liV 


II.  Sollen  aber  blos  fiir  k die  ungeraden  Zahlen  gesetzt  werden , 80  ist 
jenes  Product 

& — R « _VL»  — 5*> 


N tt 
cos  — — 

1 i 


_VL» 

2«  1+  * 


2o  l + « 


aV  . 
— — iri 


N . 

— R1 


!+•  * 1+** 

Setzt  man  also  N = k'a,  so  wird  der  Werth  jenes  Products,  wenn  man 

a g'«t  1JR» 

e a = x und  e * = y 


setzt. 


=»-,.SS  = y'.TT7-1 

folglich  das  Product  aus  allen  Werthen  f&r  k'  alie  ungeraden  Zahlen  gesetzt 

Es  seien  m,  n zwei  beliebige , positive  reelle  Grbssen  und  X reell  oder 
imaginar,  man  sctze 


e — r. 

« * — e”  =y 


so  ist  das  Product  aus  allen 


1- 


k m + k‘n  i 


fur  k und  k'  alie  ungeraden  ganzen  Zahlen  gesetzt , obigem  zu  Folge 

56* 
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Offenbar  ist  aber  obiges  Product  auch  das  1'roduct  aus  allen 


1 — 


li 

litui  + ls'n 


also,  wenn  man 


\ . 

— *» 


e -=  x , e — j/ 

setzt,  soistjencs  Product 

— iV  ww 

— [,v]‘ 

folglich  dicsc  beidcn  Ausdrtlcke  einandcr  gleich,  oder 


l+xy.  1 + — . l + x*y . 1+  — . . . I 4-x’y'.  I — ,.i+x'*y'.  i+  y • • 


1+ x . 1 -f  x . 1 -t- x'  . I + X*  . . 


I + x’ . I + z' . I + *”  .lix".. 


Diese  SchlQsse  bcdurfen  ciner  Verbesscrung  (alie  geradezu  noch  einen  con- 
stanten  Theil  irn  Nenner). 


[#•] 

X + + ••  * 2//  , 3/* 

I +>  ix-f  lx‘4-  3J*  + ===  I — «r  x 1 — x*  ' 1 — t * 

=*  — £ i.  . f!__i £* — u . . 

also  , 

4log(1  + 2x-(-2j;‘+2^+.  .}  = r*-  +1(4'^)+  + • • • 

I.  aus  der  Differentiation  des  Logarithmcn  des  Ausdmcks  durchs  Product. 
Wird  I.  entwickelt  in 

j;+  & + .r5  -+*  jo1  4-  . . . 

— 'lux—  1x*~  2ar“-  2x"—  . . . 

+ 3 4-  3a£+  3ar,s+  3X11  + . . . 

— 4r‘  — 4*"—  4^°—  4.r"~  . . . 


und  die  vertiealeu  Reihen  einzeln  summirt,  so  cntsteht  II. 
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(1  + 2^+  2.r‘+2.r*4-  . .)* 
(1— 2*+2jf4— 2**4- . .)* 
{2j*+2/*+2jV4-  . .)‘ 


= «+  r-x 

1 

1«XX 

1IX*  | 3 U‘  . 

• l— *’  1+x*  r * 

1 +X2 

— i *x 

+ 

)»« 

Jlx*  Jlx* 

i + * 

l+XX 

l +^r*  ‘ r+x* 

in* 

«8x* 

4- 

1-«T 

7— x* 

' t -x4*  > • • * 

(l  + 2j?+2x‘+2y+--)1  = ‘ + (T^T.+ 


■)’  1 (*  + «)' 


#xx  , 8x* 

~r 




(1— X*)*  ‘ (14-  X*)' 


(1  — 2 2or*  — 2.1^-f-  . .)*  = 
(2*!+2x‘  -|-2jr’‘  +.  .}*  = 


'J-  %SI  s,  ’ s _r* 

— 0+>7 ■+■  (T+Tx)*  ~ (l+xf  (7+Ty  ~ • 

l«(i  + xx)x  , lofi  + x^x1  , |<.(H-X‘,)x-  , 

(I— xx)*  "r  (1— x‘)*  ' (1-4")’ 


l)ie  Rcihen 

p = 1-^-2(T+2jt*+  etc. , — = t 

• . \ 

o=l — 2 jc-4—  2 j?* — etc.,  — = u 
T 1 . vv 

werdcn  durch  Differentialgleichungen  ani  einfachsten  auf  folgende  Art  ausgc- 
drflckt 


xd* 

, 

xd*' 

.u  xdf" 

dx 

* . 

dx 

= ' • ar 

__ 

xdw 

L 

xdtt' 

« rdii’ 

dx  * 

M , 

dx 

= «•  TT 

= u' 

t _ 

N 

2(fw'- 

-•*') 

= — 4 u3/”  = 

: -f  4 fV 

Digitized  by  Google 


[111] 

[ZCR  THEORIE  DER  NEUEN  TRANSSCENDENTEN.] 


Die  Theoreme  in  Bexiehung  auf  diejenigen  Reihen  und  unendlichen  Pro- 
ducte, welchc  zu  der  Theorie  der  Arithmetisch  Georaetrischen  Mittel  gehOren, 
ordnen  wir  so : 


1. 

1 — X.  t — XX.  1 — 3?  . 1 — X 4 . . . = 

[*} 

2. 

1-f-ar.  1-f-arjr.  1-f-ar*.  1-f-ar*  . . . = 

[**] 

M 

3. 

1 — *.  1 3?  . 1 — ar*.  t — x1  . . . = 

[*J 

CT 

4. 

l-}-ar.  1+ar* . l-f-.tr4.  l-f-ar’ . . . = 

[**]• 

[*][«•] 

5. 

[— *]  = 

J «S 

W[*‘l 

6. 

l+*jr.l-J-ar*jM4-*;>-  •• 

M+A"1 

evolvitur  in  seriem 


7. 


also 


F,  _ (i— «)*(»— «■)■...  __  » 

1 — 1 * + i x*  — 1 1’  -f  , . , [*■*]"  * 1 — Jx  + 1 j-4  — J*#  4"  • • ■ 
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t 


8. 

9. 

10. 

II. 


Fx  = 


1 + **  . 1-f  **  • ! + *'* 


_ I >T  _ 


1 — 2 jr44-  1 jr**—  2 »**  -f* ...  [»*][«"]  ' I — 2*4  •+■  2«** — ... 

[xx].Fx  = [x*]Fx‘  = [x”j  Fx™  = = etc.  = 1 

1 — XX.  1 — **  . . 


1-2x+2^— •■=  gj 


» + 2x  + 2x*4-  . ■ = gjrjyy  1 


1-f-  xx.l-f  x*  . . 

1-f-x.  1—  xx.l+x  *.l—  x*. 
1 — X.  1 + XX.  1 — X*.  I + X*  ♦ 


Andere  Beweise  dieser  Sfitze. 

Wenn  man  in  6 statt  y,  xy  schreibt . so  wird 

»4-^-  i4-**yy-i+<yy-  l+^yy  ■ ■ i+^y-1-  i+**y_‘-  i+**jr' . . 

=*  [^5 } (« -f-y-’) -f- (yH-x-4) (x4 -f-x-") -+-  ■ -i 

oder 

12.  y + ^-l+xxyy.  l+x'yy.i-\-x°yy  . . . 1-fxXjT*.  1+x‘y-’.  t+x*y-’.  . 

= — 7Ti(y+y_')*1+(y,+y_:,)*,+  • -I 
[*■»]** 


Anderer  Beweis 


13. 

= *t  + X*+  * ‘ ‘ 

oder 

14. 

tgf  = H-x4*1+**4-*ll>+  ■ • = 

1— xx.  1— x*  . . 

1— X.l— X».. 

Anderer  Beweis. 

15. 

(1— 2x+2x‘— . .)  (l  + 2x+2x‘4-.  .)  = 

(1  — 2xx+2x’  — . .)’ 

16. 

(1— 2X+2X4—  ..)’+(l+2x  + 2x‘+  . .)  = 

2(l-)-2xx4-2x*4- . .)’ 

17. 

(1  4"  2x-4~  2 x* . .)*  (x^  x^  + . .) 

(x»+  x*  4- . .)* 

18. 

(142x4-2x‘4- . .)’4-  (2x‘  + 2x*+  . .)*  = 

(l-|-2x*4-2x’+.  .)* 

19. 

(I42x4-2x‘+  . .)*  = (1— 2x+2x'— ..)4+(2x*4-2x‘4-.  ,)4 
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Anwendung  auf  arithm.  gcom.  MitteL 


20.  a = A(l-f-2x  -+-2x4  + ..)* 
d — Afl+2xx+2x* 
a"  = A(l-f  2.r‘  + 2*,*+..)1 

flw—  Afl-f^x8  -f- . .)* 

etc. 

c = \j[aa  — 66) 

c'  = \l(dd-b‘V)  = *(«-*)  = £ 

c"  = s/(da—b-b“)  = *(«'—&’)  = <K. 

c*  — \J{d"a”—VT)  = +(a" — 6”)  = r-'a- 
etc. 


6 = A(t — 2*  +2«*  — . .)* 
6'  = A(l  — 2xx-f-2 a?  — . .)* 
6"  = A(1— 2x4+2x**—  . .)* 
6"=  A(l  — 2x,  + 2x“—  . .)’ 


etc. 

ee 

.i  *'  

r 1 

Ta'  * 

4 /fl'A 

e* 

{/*"  - 

c 

fi  4 a a a"  ' 

V,A  — 

4b*«"1A* 

r* 

e 

2**  a’*  a''*  a'" 

« A* 

etc. 

21. 


22. 


a — b ran  r 

etc* 


Setzt  man  in  6 statt  x,  x 3 und  statt  y,  — x,  so  wird 

1 — x4.  1 — x10. 1 — x’*  . . . 1 — x*.  1 — x*.  1 — xH  . . . 

= pj(  1 — xx  — x4-f-x,04-x14 — x34 — x“-f-  . .) 

oder 

23.  [x]  = 1 — x — xx-f-x4-}-!7  — x11 — x14-J-  etc. 

Anderer  Beweis. 

Man  setze  in  6 statt  x.  x3  und  statt  y,  -|-x,  so  wird 
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p,-*-r'*-|-xl4-|-etc.  = [**].  t-t-x.1+xx.l  + x‘.  l+x5  . . 

_ i**]i>,T 

_ I *][**] 


Man  xetze  in  6 statt  x,  x3  und  statt  y,  xxy , so  wird 

l + ^+*‘#+^+V'w  + etc. 

-t  » + f • 1 + 7- 1+7  . . l+x4*.  l+x"jr.  ...  l^] 

oder  statt  x , X1  gesetzt 

* + 7 + x'*y  +7;  + xwyy  -f  etc. 

= i.i+fi+J;i+fv.  1+^'V-  i+*My.  • ■ [a**] 

also  . 

25.  x-bx‘+x1,i-|-*'“+.r‘!’4-  • • 

- x.  I+X4.  l+>.  1+*".  • +*«.  1 +.x»...  [x1*]  = 

26.  x — x* — x“+.r“-{-.r“  — etc.  = x.  1 — x*.  1 — x1*.  1 — x*1.  i — .ru  . . [x1*] 


xmm 


Da  nun 


A.l-X*.!-*’.  XM...  [*»]  ~ ^ ' 

' ' l . 

SO  19t 

27.  x — x‘—  x'*-t-x“+x**—  ; . 

J f M ■■  » 4«* 

==  t — x*.  1 — x*.  I — x'4  . . . J-jx^-f-x*  -f-x  * -f-x  ‘ + etc.| 

feruer  folgt  aus  24,  wenn  man  statt  x,  x*  setzt,  weil 

i— «**  + i**— »***+•..  _ C«* ][**]*  — i f r*  I r*  t- r*4 4-  r**  -4- 

28.  t — 2xl,+  2.r"—  2r“-J-,.  = i—  x*.l  — J . I — x'\..Jr  |x*-f-xV+xv-j-etc.  j 

' ' ' X* 


also  aus  der  Verbindung  von  27  und  28 

IU. 


57 
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29.  1— 2x  + 2x‘— 2x*+2x"  — . . 

= 1— x*.  1 — x*.  1 — x'4. . . — jx* — 2x*-|-xv-j-xv  — 2xv  — etc.  J 

X*  j 

ferner  folgt  aus  23 

X1 — X-"  — + X~'‘  + . . = X*  [X4; 

alto 


30.  1 — 2x*-f-2xu — 2xi,-)-2x<* — . / 


= 1 — X*.  t — j*.  1 — 


‘ I .t 


U AI  . Us  i AS 


— jx*— x’ — x’ +x  * +x  * — ..| 


Aus  der  Summation  von  29  uud  30 


31.  jl  — 2x+2x‘— 2x^4- . -J-  1 1 — 2x*+2x'*  — 2x*’-f  . .j 

= 1— x*.l  — x".  1—  .-  jx*— x‘  — x*+x  • -f  x • — 

r* 


Aus  der  Summation  von  28  und  30 

32.  |1— 2x'+2x"— 2x”+.  .|  + jl  — 2x’+2a'“— ax^^  . .j 

. ..  ..  i , t jxi  m tu 

= 1— x*.t  — a?.\  — x”. . |x*-fx  • 4-x  • -)-x  * + . 


Setzt  man  in  6 statt  x,  x*  und  statt  y,  xy,  so  wird 

|+x7y.  l+x“y.  1+*"*- •*  .[x'*] 

= i+7+^+^+^JV  + v- 
Man  liat  demnach  die  Zerlegungen  in  Factoreu 

33.  (1  — ax^ax”  — 2x*’+  : .)  + (•— *X*+2x"—  2x*'-(-  . .) 

= 2[x*].  I—  x4.  l-x4.  t-x'*, . . H-x“.l+x*'.  t+xM.  l+x*T, 

34.  (1  — 2x+2x4—  2x*  + .)-+*(!  — 2X,4-2x,’—2x*’+  . .} 

= a[x'*].  1 — x.  t — x*.  1— x4. 1— x7.,. . l+x*.  t-f-x7.  1-f-x17.  t+x*’. .. 

'•  •'  ' 4 - ' . . 

35.  (1 -F-2X4  -f-  2xl7-f-  2x*7  -f-  . 2X4 -j-  2xf* -J-  2X4*  -j-  . .) 

= 4[x**]. t-J-x*.  1+xV  t-^x'*. . . t— x”.  t— x*1. 1— x4' . . . 

30.  (I4-2x+2x4+2x>+  . .)  + (l  + 2x*+2xl,+  2x*,+  . .) 

= 2[x'4}.  1+x.  1-Fx*.l+x*.  t+x7. . . t— x*.  1 — x7. 1 — x17.  t — x** . . . 

> ' 
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Hieraus  ergeben  sich  zugleich  die  Factoren  dea  letzten  Theils  in  31. 
Aua  der  Subtraction  von  28  and  30 


37.  (1  — l.it+Zx** — 2.r*'+. .}  — (1— 2x*+2xM—  . .) 

< LL  •_  »»»  ««i 

=^?.l — x*.l — 4^.1 — x“. . -^(x* +x* +x  * +x~*  -f-..) 

i' 

Setzt  man  in  6 statt  x,  x*  und  statt  y,  x*y . so  wird 

l+jr"jr.  1+a^y.l-F^.y  . . . 1+^.  1 + y.l  + y [x”] 

= l+f  + Jf,,jr  + ^ + ^+... 

Also  die  Zerlegung  in  Factoren 

38.  (1  — 2X*+2x“—  2x"  + . .)  — (1  — 2 Jf34-2ar'’ — . .) 

= 2x*[x**].  l-|-x*.  l-4-x“.  1 — |— jr** . 1+x" . . . 1— x*.  I — x®.1 — x'\ . . 

39.  (1  — ax^ax1’  — 2x^-\-. .)  — (1  — 2x+2x9— ..) 

= axfx”].  l-)-x.  1+x*1.  l-j-x1*.  t+x15.  • >1 — x .1  — x*.  1 — x*. . . 


40.  (l-f-2x,-l-2x,*-|-2xJI-l-  . .)  — (l  + 2x9  + 2x“+  . .) 

= 2x*[*“].  1 — X8.  1 x”.  1 — -x*1.  1 — x“.  . . 1-j-X*.  1 + X9.  l + X11 . . . 

41.  (l4-2x  + 2**4-2x'-f-.  .)~(l  + 2x*-|-3xu-f-  . .) 

= '#*[«”]  . I — x.  1 — x” . 1 XU.  1 x“  . w.  I+X.1+**.  l+X*  ■ • • 

* .*v**  v /.  /■ .•»  “ /*  *•,. : 1 7.  !?.  i ■ • 


Aus  der  Subtraction  von  29  und  30  folgt 


42.  (J— ' 1*^+  — (1— 2x  + 2x‘~  . 

»-  , , I U tl  11  u» 

. -r(x'  — X*  — X*  + X*  + * * 

•c  'i  - ' 


— 2.1- 


Woraut  die  Zerlegung  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  in  Factoren  folgt. 
Aus  der  Multiplication  von  34  und  39  folgt 

43.  (|  — 2x*-f-  2x'*  — 2x*7-|-  . .)*  — (1  — 2x  + 2x* 

= 4x(x,*]*.(l — x)*(l — x*)*(l  — **)J  l + x.  1 + x* . 1+x7. 1+x". .. 

— 4xt^-  [«jfx-iW  [**][*•]• 

* ■ y f * - 

Ebenso  aus  der  Multiplication  von  36  und  41 
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44.  (!+2x-|-2x*-f-  . — {l  + 2xs-f  2*'*+  2x”-f-  . .)* 

— 4x[x'*]’.(l-f-x},(l-t-x>),(l-|-x*),!...  I — x.  1 — X4.  I — x7.  I — xtI . . . 

- 4-^'TL"!  W£i!2  _ 

~ WU‘]‘  ’[**][*’  J — Wivit^T 

Also  der  Quotient 


45. 


(I— lx*'+  . — lx  + t 

(i  + l**+ »*••  + ***’  + . .)*  — ()  + »x+l**  + . .)• 

--(s-:ns5)i:;-a‘(sir(S3'  • 


_ wt**]* [*•][«"] 
- [»]■(/•]■ 


und  das  1’roduct 


45b. 


t(i—  a^+ax"— . .)’ — {i  — 2x  + 2x* — ..}’{ 

Xt(l  + 2x*+2xu+  . (l  + 2x-f-2x*  +..)’! 

Aus  2b  + » 30  folgt  . 

. * . ’ " • r- 

46.  (1  — 2j^+2x*’—  . .)  — i(l—  . .) 

il  'A  4 ».t 

= t — x5. 1 — x*.  1 — x'4 . • . (x*  H-  «x  * 4-»x*  -+-«  ' + • •) 


Nun  findet  raan  aus  6 nach  dem.  was  zwischen  22  und  22  gezeigt  ist 


• *+‘r'V- 1-j-x"^  ■ ■ • * + 1 + ^-  ' + y • • • * — 5* ' 1 — •**'  ■ ■ ■ 

= t+^+x‘y+g+x'Vjf+  *. ... 

Also 

✓ .t  , ■ , ‘ \ . * '■•••_  • e » 

1-4-x‘i.  I— xl#t.  l + x",i . . . 1 — 1 + 7- 1 — y • I— x**.  l+x1' . . . 

= l + *xx  + ix‘  + x10+x14-f-  ..  . 

Daher  die  /erlegung  in  tacto  ren 

47.  (I  — 2x,4-2x1*— . .)  — i(l  — 2x4-2x‘— ...)  ' 

= t — x.  1 — x5. 1 — x4. . , I — l-f-x*.  1 — x‘.  l + x*. . . 

X i-^-ix . 1+»xx.  I — »'x*.  I — ix*.  1+t‘x’.  l-t-ix*. . . 
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und  ferner 

43.  (1  — 2.r:,^-2.r,,—  . -*■  i.r  + 2.r* — . .) 

I — x.  1 — x*.  t — x*. , . 1 -f-«.  l + x*.  1 — x*.  !+•*“•  ■ . 
X t — i\r.  1 — ixx.  l + »x*.  1 — }—  * jr* . I — ix1. 1 — ix* . . . 

49,  (l-t-2-r*  + 2.rl,-f- . .) — »'(l+2 x-\-2x*+  . .) 

— 1 — J— j’.  1 -J-x*.  1-j-  r4.  . . I — ».  1 — ,r*.  1 — x* . I — x* . . . 

X l — ix.  1-4->.r,r.  1 — ix* . I — |— »jr* . . . 


50,  (t+2xs-b2x,;!+..)  + i(l-|-2x-+-2x‘+..) 

= 1+,r.  1+x*.  1 -(-x1.  • • l+i.t — x*.t — x*.l — x*... 

x I +ix.  1 — ixx.  t «>' . I — ix*.  . . 

Also  au»  der  Multiplication  von  47  und  43 

51.  (1 — 2,rJ-t-2x'?—  . . — 2x-}-2x* — . . .)’ 

= 2(l-x),(l-X*)^l-^)V..  (1+^(1— ^‘(l+x*)*...  ' 
Xl+w.  l+^.t+^.l+r10. . . 

— 2(ir- x)*(l— x*)*{1  — Jf. . . (l+oT  !+•*?••  . 

x(l— **)*(! — x”)*. . . 1+xx.  l-f-.r* . 1 + x*.  1-f-x". . . 

_ * 


= 2 

k l^IT^J  l*  J l»  J 1**1 

; . ••  »►  * >;;'v  r 

und  aus  der  Multiplication  von  49  und  50 

52.  (t4-2x,4-2jr,,4--  .)'  + (I  + 2x4-2x4-1-  .)* 

= 2 (!+*)* (1  +X*)*(X+«f )* • , • (t-x»)*(l-x')‘(l-x*)’..  . 
Xl-f-xx.  l+x4.  l+x*.  l-f-*10-  • • 

und  der  Quotient 

53. 

l'Tl*  T 

-(s-yoTSi^r-^frasr-.-- 

_ i'-n— Tl‘— t*  _ i ansjsx 

— W \.+W 


»fanaEjK3 


(i—  »**  + **“  — . .)*  + (i—  i*+a**—  • .J* 
(l+l**  + l*”+  ■ .)*+(l+l*+l**+  . .)• 


Digitized  by  GoogI 


454 


NACHLAS8* 


und  das  Product 

54.  |(l-3**+  • .)*+(l-2x+  . .)*|  {(1  + 2**+  . •)*— (!  + 2*+  . .)*! 

— 4^  = 4(1— 2x*+2xM— . .)* 

Aus  Formel  23  folgt 

55.  x+x’+x”+..  =x.  l+*\  1 + x'*.  1+x”.  .,(1— x“  — x"+x“+x"*— . .) 

f Exponent  — □ — l 

Aus  Formel  26  folgt 

56.  x*+x,,+x7t+..  = x.l+x*.l+x,,.l+*M...(x*— x'0— x4’+x*‘+xl*B— ..) 

oder  x*.  1+x8. 1+x'*.  i+xM. . . = A,  x*  = f gesetzt 

55.  x+x*+x*s+  ,.  = A (# — — /**+  #***+  — . . .) 

56.  *»+x”+*7,+  . . = 1""—.  r.) 

Nun  folgt  aus  der  Factorenzerlegung  in  24  sehr  leicht.  wenn  man  statt  x,  it 
statt  y,  i setzt 

if— s^+if1*— »f“— »<*'+. . 

= */.!— **.»+»,5.i+rM.  t—  #**...  i+fw.i— f".  l+t44. . . 

t * 

Also  aus  55  — 56 

57.  (x  + x*  + x”+ , .)  — (x*+x*7  +x7*+  . .) 

^ X.  1— XX.  l+x'°.  I+*U.  1— X**.l X**.  . . 

XI+*“.’|—  x*‘.i  +xM. ...  I +x*.  t+x“.  i +x’4. 

Und  so  sehr  leicht 

* . \ ' .*  ' • 

58.  (*+**+*“+  . .)+(xs+X*7+*7i+  . .) 

= X.  1 +XX.  t — Xl#.  i —X14.  1+x”.  1 +x“... 

X 1 +X1’.  1 —X*4.  1+X**.  . . 1 +X*.  1 +X**.  1 +x*4. . . 

Also  durch  Multiplication  t ■ 
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59.  (x-}-x® -f-x23  + • «)* — (x2 -t-X^+x74-}- . .)* 

= X*.  l -x4.  l — **V  l — X**.  l — x44.!— x“ . . . 

x(l  + X,*)‘(1  — jp“)*(l  +X*1)'.  . . (1  +X»)*(1  +X1*)2.  . 


««scium 


'£**]■[**•  ft*®? 

Eben  so  folgt  aus  der  Factorenzcrlcgung  in  24.  weun  man  statt  x,  t und 
statt  y,  — i setzt 


also 

6(».  {x+sf-\-xu+ . . .)+i(*’+x”+x”+  . . .) 

= x.  t-f-ixx. 1 — i*w.  t+sx14.  1 — »x**. . . t+at".  1-+-X1*. . . 1 — x”.  1 — x“. . . 

und  eben  so 

61.  (x-f-x#+xM-(-  . . .)  — < (x*  x*7  -f- x,s  + . . .) 

a X.  1 — «XX-l  + IX10.  1 — »x“.  l-f-»X**.  . . 1-f-X*.  1 + X1*.  • • 1 — X12.  1 — X24. . . 

...  , v’  • fcVPf- .;  • '' 

Also  durch  Multiplication 

62.  (x+x*+x“+...)N-(x»+xw+.f)2 

- „J3L  yjyi  [«“i  r,»i»— ,,^‘h-'1]^] 

— x'r[^]yT, :c?r  ‘ [ ] ~ [«*][•“]• 

Also  Product  von  59  und  62 

63.  (X  + X*+X"+  . . .)*  — (x*  + X2,+x”4-  • Y — ** 

Durch  Multiplication  von  62  und  44  folgt 

• ‘*V-  - 

64.  |(x*-f  *’+xV-f-  . .)*-Kx*+xv-f -.)*}  f*1 

X |(l  + 2x,  + 2x*4- . f)‘  — 0+2x,,  + 2x*4+ . .)*| 


-fv 


- •-’*&&&■ = -“pPipf 


Durch  Multiplication  ron  59  nnd  44 
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65. 


j(**  + *l  + *V+..)l-(*‘+*V+--)tl 

X ((1  + 2*’ + 2**  + . (1  + 2**+  2*’*+  . .}’} 

, J t**][**P[*'*T  [**?[*‘,]0**T 

= 4**g^^4^+*V  + ,V+..j* 

Man  hat  ferner 


66. 


67. 


6S. 


' _ aVt^  (g  « — i A;  *** 
lXJ  - ■ ,1,*^  ■ 

[**]  = 

1 le*y/k 

r 1,  «#»*+»{■  «-i*)4 

[* 1 = imTT 


• — w 

* ~ pfft 


» _ w 
* ~ KF 


??■•=**  = ■ 
AA  [ax]* 


Fur  die  Ffin/-  Theilung  \“A  'u 


A/L—un  ni> 
AA  ’ Ai 


I a — A Y _ — 

\4j4  — <»/  <*«— * 

I B—b  \*  __  AA  — BB  AA 
{ijB  — bf  «a-64  ’ «« 


u — /i  __  I B — b *.o  /? 

#-.*  « * & 


(a  — A)  (5  A — af=  25  6^4 ai 6 (au  — 66) 

{B — 6)  (5  B — 5)*  = 25  6 Baab  {a a — 65J 

• - • 1 *•*■«  w : • * 

(a  —Af{bA—d)  =■  1b<iAaBB{AA^BB, 
(B—  bVisB—b)  = iMAAbB  (AA—BBj 

■ ' : : 

A __  — 0»  ^ A* 

“ «[*•]  ■*  “"  A*(.._ii)* 

54_a=4M£: 
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Zu  der  Theorie  der  Ftlnftheilung  gehOren  folgende  Theoreme.  Wir  be- 
zeichnen  l+.ry.  l-f-ofy.  l-|-,r5y  . . . 1 + g • 1 + ^.  t + ^ . . . durch  (x,y),  so  ist 

[69]  (j?,a.y).(.r,|)  = J>f«+*ar(yjr+^)+^{y,+^r)+  vi 

+«fj'+7+*‘(yJ+p)+*,V+p)+-.i 

wo  P,  Q von  y unabhangig. 

Also 

(*,  a«)(.r,  y)  '=  (#*,aa)  = P(l  — 1xx-\-2aP — . . .)  = [jrp-P 

odor 

p=iw.B“)S 

Ferner  fQr  y — — ax 

( x , — a ax).(x, — x)  = 0 , 

= P(l+i+a«r‘  + ^+  . .)-  Q(n,+ i + * +«V+ ? + • • •) 

d.  i. 

P\a+{  + xt(ai+±iy+xtt(a>+±)+ . .| 

— ^|l+^(«a  + ^)+*,(a4+'j:)  + --| 

Nua  ist 

P =iJi?l,+ie‘r(aa+i)+  ' ' 'i 

Also 

« = ^lM")+*V+?)+  • • -I 

und  unser  Theorem 

70.  (*,ajr).(«f£)  = pl^  [\+xx(aa+±)-\-a*(al-]~2i)  + ..\ 

x\\+xx{yy  + ^)+^[y*+^)+  ..\ 

+-rj<*+7+»*(a,+;.)+‘^,(““+?)+  • -j 

IU.  58 
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oder 

(x,  ay) . (x,  -*-)  = j (jj,  aa) . (xx,yy)+xay  (xx,  aaxx).  (xx.xxyy)  j 

(Mau  kanu  auch  leicht  die  Reihe,  wodurch  P multiplicirt  ist,  = 0 machen, 
durch  y = ix) 

71-  (*.y)  + (*•  = (*\  J'* ) j 

(■*. ax)  = v (*'  • (•*■ axx)  = «) 

Den  Satz  7 0 kann  man  auch  so  enonciren 
72.  ( •*,<*).(*, 6)  — j(xx,ctd).(x^,  °)-|-xa(j;x,a6xx).(xj,’p)| 

Hieraus  folgt 

(*•  7)  • (*•  f ) = I (**•  f()  • (*»•  j) + a (**.  a6).  (**,-")( 

hieraus  ferner 

* A ' 

Nun  ist 

1 + ix  + »i*  + ■ ■ ■ («j*,  —»»»*) 

1+  »*•  + »*“  + . . — •**) . (•*!",  .«* ) 

(—»•*■«)(— x*.—x)4- *(—«*.  —«*)(—«*.**) 

— (-x*  xx)(-x*  -x)-x('-x*,  — x*)(-x\x*) 

Woraus  der  erste  zu  beweisende  Satz  von  seibst  folgt.  Ebenso  ist 

i + Jjr  +lx*  -f*  . i — tx.  1 — ccx>  I — t*g.  1-«V.  l-f  c/g,  l + »xx.  l-f  t*«.  1-f  i*xjc  . . . 

i-f  1**+  1 + cx.l  + iix.l  + c'g.l+i‘x.l-igg.i-iczg.t — 1‘lZ.I-l‘gg... 

— *— «••>  — *'  («'**.  « t x* ) . (»**,  it t x* ) 

— « + .*  »+T  ' ().x* 

It  — i’.i  — i*  (— x,  — t*x) . f — X,  «)—  ix(— X,  l*Il)( — X,  — ix) 

II  + I,.I+C*"  (— X,  — «fx).{— X,  !)-i-tx(—  x,i*xx)(—  X,  — ix) 

— I + II  + I*  — «*  (x,  «*x).  (x,  — 1}  + t’(x,  — i*)(x.  Ix) 

+«  + «I  + I*  + »*,(X,t*X)-lX,-C)—  t*(x,  — «*)(X.IX) 

Woraus  der  zweite  zu  beweisende  Satz  von  seibst  folgt. 
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(*.*)  = = 2^2 
0M)  = (i+*f  (H-**)*.'..  = £^ 


Man  hat  also 


(*• a)*  = {(**•« + 5^(w.«a«) | 


f£iri 


459 


Durch  die  Entwickelung  von  [x,y]*  erhftlt  man 

P|  «+*V+£)+ . -|+Q|»*(y+j)4-*,^+^)+*y(y4+p)+. .) 

also  fttr  y = — «x 

(1  — = Qx~ *|e — tt — {* — **)»* — . . ,| 

oder 

3x*.jE~j*  = Q(1 — xx— x*-f  xw-f-x“—  . . .)  = [jrx]Q 


also 


Durch  Entwickelung  von  (x.jr) . (x,  — y)1  erhSlt  man 

f”f  l+*V+£)  + . . .|  + Q>*(j+ + • •) 

i > — »«  (I  + ••)[**] 

w * [**]•[**/[*“] 

Man  folgert  hieraus  leicht,  dass  man  setzen  darf 

r(^.J')*+  U(x,y)(x,—y?  = (**,jr*) 

so  dass  T und  U Functionen  von  x.  Um  sie  zu  bestimmen  setzen  wir 
' 58  * 
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T(x , x)1  = oder  T — ^ -**■" 


1)  y =■  x so  wird 

2)  y = — t*  so  wird  T(x, — »*)*  = U[x,  +tx)* 
oder 

2 r«r  PPPr  u'  + 


PTC**]* 


oder 

oder 

I 

folglich 

also 


T . jj&nzi 

1 + P?[**r 

U iPIIifl 

f t**l* 


C«*3*r(«.-y)i 
[*•]■  l (*.  y)  J 

f-, 

[**]*  (*■  -y) 
[«■■T  C*.y) 

C" 

[**] 

F- 

PT  r(*  -y)i‘ 
[*'•?  1 (*.y)  J 

(**.y*) 


t 

» . 


[IV.] 

HUNDERT  THEOREME  0BER  DIE  NEIJEN  TRANSSCENDENTEN. 


Es  sci 


rp o" — 1 # , ar  — l.g"  — a a"  — I -a" — a.  a" — ua 

' » « — 1 ’ 'a  — I aa — 1 * ' a — l.aa— !.«• — I 

. a*— l . a*  — a.  a"  — aa.  a*  — a*  . 

+ us  w 

indem  wir  n.  a,  t ganz  unbestimrat  lasscn.  So  oft  n eine  ganze  nicht  negative 
Z&hl  ist,  bricht  die  Keihe  offcnbar  ab  und  besteht  aus  n-j-l  Gliedern,  auch  sind 
dann , wie  wir  in  der  Abhandlung  Summatio  quarundam  serierum  singularium  ge- 
zeigt  haben , alie  Co6fficienten  uugebrochne  Functionen  von  a.  Ist  aber  n ge- 
brochen  oder  negativ,  so  findet  beides  nicht  Statt. 

Indem  mau  T mit  i-{-a"  t multiplicirt  erhfilt  mau 


' ' 1 -«—I  a — l.aa  — i 1 


«**♦'  — 1 . a*+*  — a 


a**'—  l . — a . — a 

a — l.aa  — I .«•  — I 


!.t’4-etc. 


Indem  man  also  in  T das  Element  n ais  verfinderlich  ansieht,  und  sich 
des  Functionalzeichens  H bcdient,  dass 


wird  man  haben 


T — H« 


«(»+!)  = (l+a"f)«« 


Hieraus  folgt  das  i . Theorem. 
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Wenn  n eine  game  positive  Zahl  bedeutet , ist 

1+^’  t+  tt+  — |»+  etc.  . . 

= (l+*)(I+af){l4-flflO(«+«*0  • • • (l+a'*-'*) 


2. 


Wenn  wir  T auf  folgende  Art  schreiben 


M | I'">'  , | l“fl*  , , | I W I” • » •*  J 

l+rrr,+  1^-i'3^ir  a“+ir^--,-r7r  -t^*0  f 

■+.—  lr^!. «•.#«_!-  etc. 

1 1— a 1 — aa  l — aB  l — a4  * 


1 — a*  I — a*"*  I — a**1  j.j 


wo  die  Exponenten  von  a die  Trigon alzahlen  sem  werden , so  erhellet , dass  das 
letzte  Glied  sein  wird 

«»(■"- ">  t"  = y" 

wenn  wir  a^n~^f=y  setzen.  Die  ganze  Reihe  wird  dann,  indem  wir  das 
letzte  Glied  mit  dem  ersten , das  vorletzte  mit  dem  zweiten  etc.  zusammenfassen, 
ffir  ein  gerades  n 


(i+y,)+^^+^+|E7lE5rB<(,+^)+  • • 

+ |=f  • TE£ . .1^««*— )(*-»),*—  (1+yy) 

■ 1 — q*  1 — a*~*  1 — al**'  J . Jn.  Jn— 1 ^ 

' l — a 'i— aa 

, . ’ • 5 V*  ✓ 

indem  das  mittelste  Glied  isolirt  stehen  bleibt.  Bezeichnen  wir  dasselbe  durcb 
A und  setzen  a = xx,  so  wird  die  Reihe 

+7^-£^-iE£*V+j-*}+  • • -I 

n.s.w.  welche  Reihe  aus  4(»+2)  Gliedern  besteht  und  dann  abbricht. 

Unser  Product  (I+t)(t-f-at)(i+aa/) . . {l+a"-'#)  hingegen  verwan- 
delt  sich 
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(l+£)(l+£.)(t+iEd  • • • (l+^-'jr) 

Das  Product  der  ersten  Hftlfte  der  Factoren 

= ^•(,+^)(1  + y-)(1+?y)  • • (,+^)(14-^- 

wozu  noch  die  Qbrigen  kommen 

+**?(> +■**.?}  • • • + 


Da  nun 


t _ l— *»♦*  1— *"♦*  1— X»*4  I— X**  yi" 
A — 1— XX  ‘ 1— *•  • I— x*  • • 1-  X*  • — 


* 

wird,  so  verwandelt  sich  das  erste  Theokem  in  folgendes  zweite:  fUr  etn  gerades 
i»  tcird : 

t ' » m l • • 

»4-  S*»  • *{*■ +7) + *‘(yy +y^) 

+ ;^-^-iE£-*V+*-*)  + etc. 

= (H-*y)(i+**y)(l+*‘y)  • • • (t+«^jr)(»+£)(i+ J)(t+ J) . . . (H-y^) 

I — XX  I — X*  I — X*  1 — X** 

x I_r»»* ' 1 — x*4*  ■ 1— x^*«  ■ • I — X~ 


3. 


Ist  n ungerade.  so  stellt  sich  die  Reihe  so  d&r: 

+£?  • i=£  • • <«",}  <*+✓> 

. 1-0»  t-4(— 1)K—  «>fri— Ofl-t-id 

• I — a ‘i  — fl-  ‘ ' “ 


Machen  wir  wie  vorher  a — xx  und  setzen  das  Glied,  welches  hier  das  letzte 
ist,  = Bx*  ,(y*-{-y-*),  so  wird  die  Reihe 

= B | x*  (jf*  +y_  *) + **  (y  * +y  “*) + 1 • £r£r.  •» v (y*  +y " *) + etc.  | 


Digitized  by  Google 


464 


NACHLASS. 


welche  Reihe  aus  f(n  + t)  Glicdern  besteht  und  dann  abbricht. 
Product  stellen  wir  die  ersten  f (n  — 1 ) Factoren  so  dar 


yh*-*) 

) ' 


wozu  noch  kommt 


Von  unserm 


Da  nan 


(*-Hj')(i4-**y)(i4-'*V)  • • • 


1 — x"**  I — *»+•  1—  | — X»"  xt*»-*»!.  ytl»-')yl 

1 XX  'l  — X*  "l  — X*  ‘‘l X*"’ 'xl*“”"+f  .xl 

1 — x**’  I — X”  yl» 
i — XX  ' * ' I — x*"1 


so  ergibt  das  erste  Theorem  folgendes  drittk:  fur  ein  vngerades  n ist 


*l(y*+y  *)+fr£n •**(/+»  4)+r^*^-*v  (/•+•*  f)4-  etc. 

= **{y*+y-i)(i+j,*jf)(J+^V)(,+*'y)  • • • 04- 

x 04-y ) (1+7)  U-f-7)  — ( i+~) 

. , l-XX  1 — X*  I— X*  1— 1*-‘ 

X i— x***  ‘ j — ' 1— x« 


4. 

Wenn  man  n ins  unendlicke  wachsen  liisst,  so  verwandeln  sicli  die  Itei- 
hen  und  Producte  des  zweiten  und  dritten  Theorems  in  unendliche  Reihen  und 
Producte.  In  dieser  Gestalt  ist  das  vif-rte  Theorem 


l + -r(J'4-y)+'T4(j'J'+^)4--i;,(y,+7)+  etc.  in  inf. 
x(l — «*)(!  — ) ( 1 — x*)(i  — ■**)  • • 

und  DAS  PtiSFTE 

Jt‘  Cy*-hjt-4)  4-*1  (jr*  +J'-*)  +*v  Cy*  -Py-*)  4*  etc.  in  inf. 

x(i+j)  (1+J}  {14- j)-. 

X(i—xx)  (i-*4)  (!—*»)  . . 
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5. 

Die  Functionen,  welclie  durch  das  vierte  und  fflnftc  Theorcm  in  unendliche 
Producte  cntwickelt  werdcn,  sind  von  grosser  Wichtigkeit,  und  es  wird  gut  sein 
sie  hier  durch  besondcre  Functionalzcichen  zu  bezeichnen.  Wir  schreibcn 
daher  v - 

-P(*.y)  = i+*(y+y^)+*,(yy+y-,)+»’(y*+y-!,)+  etc. 

R (*y)  = jf1  +y-i) +■*•*  [yf +y_l)+*v  (yf+y~\)  4-  etc. 

zugleich  auch 

Q,*.y)  — i—  *{y+y-,)+**'>y4-y-*)— *”(y,+y_,)4-  etc. 

• ’ , ' t 

wo  also  Q(x,y)  = P( — x,y)  = P(x, — y)  wird.  Der  einfachste  Werth.  welcher 
y beigelegt  werden  kann,  ist  1 und  da  die  demselben  entsprechenden  Werthe  un- 
gerer Function  von  besonders  grosser  Wichtigkeit  sind  und  haufig  vorkommen 
werden,  so  schreiben  wir  der  KOrzc  wcgen  statt  P(x,  l),  Q [X,  l),  R{x,  1)  schlecht- 
weg  P.r,  Q.r,  Rx.  Wir  bemerkcn  noch,  dass  wo  ein  Exponent  sich  blos  auf 
das  Arguraent  einer  Function  bezieht,  dieses  durch  Klammern  bezeichnet  wird 
wie  P(x?),  ohne  Klammern  ist  immer  vorauszusetzen , dass  es  sich  auf  die 
Function  bezieht , also  Pj?  so  viel  bedcutct  wie  [Px)1.  Also 

P.r  = I + 2J’+2,r4-f-  . 

Qx  = 1 — 2x-p2.r4 — . 

Rx  = 2x*-|-2xt-|-2x,,>-f-  . 

Endlich  wollen  wir  durch  das  Functionalzeichen  F in  dicser  Abhandlung  das  un- 
endliche Product  ausdrilcken 

Fx  — (t — x)(1 — xx)(l— x*)(l — x*)  . . . 

In  diesen  Zeichen  erscheinen  die  beidcn  letzten  Theoreme  so 

4.  P(x,y)  = (1+*j»{l  + f)(»+^jO(t+5)(l+*'jr)C«  + y) 

5.  R{x,y)  =xl(y‘+<}i-‘)(l+xxy)(l-|-^)(t-t-x4y)(1-f-J)...Pxx 

Und  so  ist  oftenbar 

6.  Q{x,y)  = (I— *y)(l— ^)(l— **y)(l— ^)(1— *‘y)(t~)...-F*<» 

III.  59 
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ferner  indem  roan  y — 1 setzt 

7.  Px  =■  (l+x)*(l  — xx)(l-f-x*)*(l — x4)(t+j5)’(l — x*)  . . . 

8. 

9. 


Qx  — (1 — x)*(l — xx)(1 — ar*)*(l — x*)(l — x4)*^ — x*)  . . . 

Px  = 2x1(l-f-xx),(l — or^}(l— (— j?4)*(I — x*)(14-x*}*(l — x*) . . 

Substituirt  man  hier  1 -f-x  = 1 -(-x3  = - 

Ausdrticke  sich  in  folgende 


u.8.w.  so  verwandeln  diese 


10. 

pr 

— (*•*)•(***)' 

: ' ; 

« V 

1 1. 

b xx 

12. 

Px=2x*^ 

F xx 

hieraus  ergibt  sich  ferner 

13. 

Px.  Qx  = (Qxx)1 

. 

14. 

Px.Rx  = 

oder  was  dasselbe  ist 

Pxx.lixx 

= *(**)*.  ***  = ££ 

Qxx(Px)’ 

= 4 x* . (Px*  )*  also 

15. 

Fx  = vQ^*‘lr 

4 i* 

_ ,,F(*‘) «(»*)«(**)  ,AQt)‘R[x*) 

V , “ v , 

1**  2** 

ferner 

16. 

17. 


Px-(-  Qx  = 2P(x*) 
Px — Qx  = 2fi(i‘) 


Also  durch  Muitiplication  nach  1 4 


18.  (Px)'  — (Qx)*  = 2(Pxx)* 
Bedeutet  ferner  i die  imaginaire  Grdsse  \J — t , so  wird 

19.  Px-J-»  Qx  = (1+i)  Q(tx) 

20.  Px  — iQx  = (l — »}P(i'x) 

Also  durch  Muitiplication 
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21.  (P*)*+(Qj)*  = 1{Pxx)' 

und  aus  der  Multiplication  von  IS  und  21  mit  Zuziehung  von  14 

22.  (Px)i  — {Qx)i=.{Rx)t 

Man  sieht  also , dass  {Pxx)*  das  arithmetische  Mittel  zwischen  (Px)’  und 
(Q jr)*  ist.  und  da  nach  13.  die  GrOsse  (.Qxx)*  das  geometrische  Mittel  zwischen 
denselben  GrOssen  vorstcllt  und  da  ( Theor . attract.  el.  p.)  wenn  zwei  Grossen- 
reihen 

m,  m,  m",  m" . . . 

».  n", 

so  verbunden  sind , dass  m^1  immer  das  arithmetische  das  geometrische 
Mittel  zwischen  mP'- und  n1' ist,  man  die  gemeinschaftliche  Grenze  das  arith- 
metisch  geometrische  Mittel  von  m,  n oder  von  irgend  ein  Paar  zusammengehO- 
rigen  GrOssen  der  beiden  Reihen  nennt,  so  ergibt  sich  das  hOchst  wichtige 
Theorem  (23): 

Das  Arithmetisch  Geometrische  Mittel  zwischen  (Px)*  und  (Qx)*  ist  alie- 
mal  = 1. 

Nach  dem , was  wir  am  angezeigten  Orte  bewiesen  haben , ist  also  auch 
24.  das  Integra!  j Aq*)‘  «vr) 

von  <p  = 0 bis  <p  = 2x  ausgedehnt  = 2ic  oder  auch  von  9 — 0 bis  y — ^kr., 
wenn  k irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  = j k%. 


6. 

l 

Um  den  Zusammenhang  des  Algorithmus  des  arithmetisch  geometrischen 
Mittels  mit  unsern  Functionen  noch  weiter  zu  entwickeln,  bemerken  wir  zuviir- 
derst.  dass  wenn 

£ — jyjji  und  m = (i Px*,  n = ftQx’.  mm—nn  = |S|i(2Q4 
gesetzt  wird,  man  hat 
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m'  = | i(P,rx)’, 
m = |a(P**)\ 
«’=  (a(P^)!. 
m"'=  ^(Px1*)’, 

u.  8.  w.  odcr  allgemein 
= |a{Px**)*. 


n'  = (i(Qxx)*, 

»"  = ,i(Q*4)*( 

»"'  = lx(Qx,f, 
n~=  (t(Qx,«)s. 


»(>)  = ntQx*1)* 


mm  — n'n'  = (i|i(Pxx)4 
m”  m' — n"n“  = nn(-Rx‘;4 
m"  m"’  — n'"n”  = jii^Px*)4 
rn'"nr-n"n"=  |a|a(P*,«)< 


*—nknl  ==  pntlix*1)4 


und  dass  offenbar  (x  das  arithmetisch  geometrische  Mittel  zwischen  tn  und  n 
selbst  ist.  So  bald  wir  also  den  Wertb  von  x,  welcher  vorgcgebenen  Werthen 
von  m und  n entspricbt,  zu  bestiromen  im  Stande  sind,  werden  wir  jedes  Glied 
der  Reihen 

m,  m',  m" . . 

» , n,  n’  . , 

unmittelbar  darstellen,  auch  die  Reihen  interpoliren  und  ruckw&rts  fortsetzen 
kOnnen.  Das  niichstliegende  Mittel  x zu  bestimmen  ist  folgendes. 

Man  sielit  leicht , dass  die  Glieder  der  Reihe 

*-(¥)■•  mh-t  *•=¥•  *-=(-,-)•■ 

r~m-- 

sicli  dem  x immer  mehr  n&hern , so  dass  x die  Grenze  derselben  ist.  Man  hat 
also 


, A'  A"  A™  A'” 

x — *'ITF'F 


Nun  ist  aber  nach  1 4 
A 


y — (Pxx)*  und  so  y,  = Px‘ , *r„  = {Px")‘ , 


A™ 

A"" 


(Px>‘) 


l«\t 


Also 


Digilized  by.  Google 


ZUK  THEORIE  DER  HEUEN 


Digitized  by  Google 
1 


[V.] 


[i-3 

Allgemeines  Theorem  (1827  Aug.  6) 
P(x,ty).P{x,j)  = P{xx,  tt).  P(xx,yg)+R{xx, ti).R{xx,gg) 


t*0 

Durch  Zerlegung  in  Factoren  bestStigt  sich  leicht, 

(l+<e)(l+ar,)(l+**)(1-Hp7) ....  — M 

geBetzt: 

P(ix*.  <*»)  = ^ 

P{ix',  -ix*)  = 

also  durch  Addition 

P(x,  1)+P(**,  1)  = 2 M . P(**,  —x) 

P(x,  l) — Pix1,  l)  = lMx.P[P,  — xi) 

alto 

P(*,1)*-P(^,1)*=  4jnr*.iV*)-(i— *)(i-*‘)(i-*,)(i-*M)(i-*M)  ■ 
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P[x,xt)  = ~^—R(x,t) 

*V< 

R(x,xl)  = — — P(x,t) 

*V< 

P[x.  I)'.  P(x,y*  = Q(x,  1)*.  Q{x,y)'+R{x,  1)‘.  R{x,y)’ 

P[x<y)  ■ Qix.y)  = Q(xx,  1) . Q(xx,yy) 

P(x<3/)^-hQ(x,y)^  — 2P(xx,  1 ).P[xx,yy) 

P[x’y)*—Q{x>y)*  — 1R[XX,  l).R(xx,yy) 

P{x,y).P{xx,yy)  = P{xt,  l).P(**,y*)+i(P(**,  I)  — P(x*.  l)|.|P(x*  jr) — P(x*,y»)| 


[5-] 

P{x\  1)  = P,  Q(*>,1  )=Q,  P(*‘,l)  = P 

P(x,  1)  = p,  Q(x,l)  = q,  P(x.  1)  =r 

pqr*.P[a?y)  = pqR. P{x,y)*- (-  3 PQR.  p(x,y) . Q[x,y)' 
pqxf. P(**y ) — prQ. P(x.y)*—  3PQP.  P(x,jf) . P (x,y)* 

SpPQR  = r^Q—q^R 
3 qPQR  = r*P—p*R 
SrPQR  — paQ—q*p 

3 PPQQ  = PPqq-\-ppQQ-\-ppqq 


iR' 

r 

rR* 

r 

SP‘ 

p 


r‘+z£‘  _ J‘+S0*  J>*+li” 

ri  p.P 

= 4 +24xx-f-24x'-[-24x*_|_48xI‘^-24x,,_j_  24xM-|-48x,<i 
= 8P(xx,  t)  P(x*,  1)  — 4 Q(xx,  1)  Q(x',  1)  ? wQrde  dann  sein 

= *y{pp-\-qq){PP+QQ)  — *\/pqPQ 
= 2v'(/>/’+??)(PP+  Q Q)-h  l\/(pp  - qq)  (PP-  Q Q ) 
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fc_£-+ifrQ*.£ 

Af-¥=-iprPR.i-' 

T-ii  = +iP9PQ-T 
[«•] 

So  wie 

durch  R{x,y)  bezeichnet  ist,  so  wollen  wir  noch 

®*(y*— «*(>*— jT*)+.  — • • • 

durch  S(x,y)  bczeichncn.  Man  hat  dann 

*S(x,y)  = R (x.  —y) 

o,_  _ v'CQ(jr,O»-i»(«,yl»--l>(*.0*.  Q(x,y)’] 

0vx'Jr; — ^(*,  i) 

_ \l[P(x.i)'.BU,y)’-R(s.  0».  />(a »)■] 

— Q(*.  i) 

B(*,5f).S(«,jr)  = Q[xx,l). S[xx,yy) 
R^>lf)t+S[x,y)i  — 1 P{xx,  t).R(xx,yy) 

R(x,y)*—  S(x,y)'  — 2R(xx,  i).P(xx,yy) 

R(x,y).R{x,z)  + S(x,y).S[x,z)  = 2R(xx,yz).P(xx,  ?) 

R (x,y) . R (x,  z)  — S(x,y).S  {x,z)  = 2R(xx.  ~).P!xx,yz) 

R(x,  y)  .S[x,z)  +S(x,y).R(x,z)  = 2S[xx,yzj.  Q(xx,%) 

R(x,y)  .S{x,z)  — S[x,y).R(x,z)  = 2S(xx,^).Q(xx.yz) 

Setzt  man 

£<!-«(*+,)>  = (0,0) 

wo  k alie  ganzen  Zahlen  bedeutct,  so  sind  die  Theoremc  enthaltcn  in 

(6, 2 a) . (8, 26)  = (20,a+6).(201a—6)+(20,a  + 6++). (20,0—6+*} 
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auch  ist 

(9,«}  = (9,  —a) 

[»•) 

Man  setze 


daun  Ut 


Setzt  man 
80  wird 

j 

W y(r*  — p*  cini)»*) 

[6.] 

P(x,y) . P{x,z)  = P(xx,yz).  P{xx,*)  -f-  R(xx,yz).  R[xx,  *) 
Q(x,y).Q(x,z)  = P(xx,yz).P{xx,^) — R(xx,yz).R(xx,Z) 
P[x,y ) . Q(x,z)  = Q(xx,yz) . Q [xx,  *•)  + 8(xx,yz) . 8 (xx,  f) 

R(x, y) . R(x,z)  = R(xx,yz).  P(xx,^)-\-P(xx,yz).R(xx,  j) 

P(x,y)'  -P(*.z)'+ S(x,y)' .«(*,#)*  = Qfx.y)*.  Qfatf+Bfrtf.R&.tf 
IU.  60 


- 1-»  W!  ’ 

C0,+9==VT ,8in*9  = 

y — cosu  + jsinu 


Pfay)  d9  = pqQ(x,y)du 


du  = 


d« 


de 


r‘oo»«*)  j(?rteV~+'ir°oiV') 

^ ; 

/?(*..y)  = x^yiP(x,xy),  S(x,y)  — *V  Q(#,*y) 


sin  i = — cos  9 
r ff 


«“4^2-fs^!-  «a* 
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fi(x;  1)7.P{x7,,y7)  = Product  aas  (^y 
. R \r,  1 ) . P(x,y) 

. j R (<r, «) . P{x,y)  — S{x,t).Q  [x,y)  j 
. j R (x,  * «) . P{x,y)  — 8{x,  i «) . Q (x,y)  j 
. | fi  (x,  e*} . P fx,y ) — & (x,  **) . Q (j? , jr)  j 
. |fi(x,t‘).P(x,y)— -S(x,t4). Q(x,y)j 
. |fifxy).P(x,y)-S{x.es).Q{x.y)| 

. . | fi  [x,  »*}  .P(x,  jr) — S[x,  «* ) . Q (x,y)  J 

- fi(x7, t).P(x,y)7  — + 7£j?.P(x.y).Q(x.y)« 

worin  e7  — I.  Zum  Beweise  dient.  wns  sich  leicht  nachweisen  lftsst: 


P(x,  ty).Pix,-~)  =s  P[xx,yy).P[xx,%i)  + R{xx,yy).R{xx.tt) 
- • «(«■»  «> 


[8-3 


v »•  <• 


p(»,i)=P, 


*4* 
idr  — 

' r 1 ■*  r dU  — r 


nJfc 


Q(x,  l)  — f , 

x — 2XX+4X4 — 4x‘-+-  dx4 — 8x*-f-  Sx7 — 8x’ -f-  13x*  — lix10.. 
4 o'  = — X — 2xx  — 4X* — - 4X1* — ■ a»9 — 8x*  — Sx7  — 8X4 — ISx4 — 12x”.. 

* ' • ' . 8* • ■ ■ V*3 

4 r = 1+8xx—  8x‘+32x*~ 40x,-M8x,°— 32x,1-b64x"  — I04p*-fl04x,s., 

Cofifficient  von  * ••  wenn  a,  b,  c, . Primzahlen,  wird 

. , • J J**1-! 

» ***  4 -t=t  • i=r  • Tsjfp?* 

[worin  fttr  jene  drei  Keihen  falgeweise]  A = 2P{ — I)**"*-1,  A = J1*,  4=  8(3 — J*; 

' . '4Jr- 
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4 p' — 4 q'  = r4 
4r' — 4 p'  = q* 

4 r' — 4 q'  = p * 

~ — 7 • + (?'r)  • (r  1 *)  • (?**)  ■ {'**) 

T-<a*-b*?*+) 

d£* d ps*  __  dx  r*gq(pp-iI>P)+  R'QQ{2hPP-upp) 

px  px*  4*  * ppqq—  iPPQ  $ 7 

' ■ [*•]  ■ 

Bei  der  51>llc'  ist  (Aug.  29) 

pp—PP  — bPP-pp  = Bijr- 

qq-QQ  = -A .V£,  5 QQ-qq  = B^ 

i rr—RR  — A\/g<  bRR-rr  = —B\J% 


AB  — — ZppPP+lqq  QQ+2rrRR  = [16 pqrPQR)*,  | = 


PQR 

pqr 


A=2  (W1,  b = 2 i JPrt 


I 


(??<■)* 


{PQ. R)* 


also 


PP  — (QR+qr).ty  g~‘£}i  etc 


ir  rr  i ri 

QX  . PR'  PQ 


Siehe  weiter  unten  LArt.  1 1 . 


Ftlr  die  Ableitung  dient  u.  a. 

P{xi,xi).P[xi,  —XX)  = P(x'°,  —XX) . P(P\  —X*)  + xP(x'°,  —X*) . P(*“  — X*) 
P{xi,—x*).P(tf.xx)  = P(x'°,  — XX).  P(x",  —x*)—x  r(x'\  — a;4) . P{a?\  — x?) 

60  * 
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also  durch  Multiplication 

Q{x>\  l)8.P(x’“,  —x*) . P(x“,— X*) 

= P{x'°.  —XX)*.  P(x'°,  - X*)’— XX  P(x'°,  — x*)‘ . P;x",  — X1)* 


(f  J,,)‘  


FJ.Fx"  XX  F^  .Fx" 
was  mit  <f  identisch  ist , ncmlich 

y?*(+r)*P»Q*(ii?)*  = 

Auch  beweist  man  leicht 

pp  = PP+  4 j»*+xv  +iv+*V  + • •)  {x*-f-x*+xv  + xv+  . .| 
==  PP+ 4xP{x»,X*).P(x‘,Xx) 

= PP+4xV'f?.(^| 


Fi1.  (Fi”)' 


/PQK]* 
4y/£.‘  -1  -L 

pFf 


= PP+4y/ 


[10.] 

Bei  der  Trisection  ist  noch , p,  P etc.  in  voriger  Bedeutung  genommen 
und  P(x»,  1)  = P°  gesetzt 


30Q-«“0“\! 


r\* 


)’  = ?•+*  M 


Allgemein  wenn  P(x,  1),  Q(x,  1)  gegeben  sind  und  P(x",  1),  Q{x’t,  1)  ge- 
sucht  werden , wo  n ungerade,  sind  dem  P(x",  1)  coordinirt  + y1-.  P[X",  1) 
oder  +»Y~ .P(xr,  1),  je  nachdem  n von  der  Form  4A+1  oder  4 k — 1 ist. 
Die  Gleichung  findet  sich  leicht  aus  Entwickelung  der  Summe  der  geraden  Po- 
tenzen  der  n-f-1  Wurzeln. 


[1‘0 


Setzt  man 


PM  = £ • P(x.y;i*+ A . Pfx.p/  Qfejti» + ^ • P{*.yi  Q M 
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so  ist  auch 

«(■V)  = P(xy*.  Q[x,y)+A.Pfx,y)* . Q(*„y)*+  * Q^y? 
Setzt  man  hier  y = 1 , so  erli&lt  mati 


Ap^^pq-Zyq-^y 

= Qp-^yp-^y 

woraus  die  Gleichung  weiter  zurflck  [Art.  9]  folgt 

0 = pQr  — Pqr-\-pqR — 5 PQR 

daraus 

A _ r (p‘P-,>Q)-(p»  + 9‘)Jl 
PPi9r‘ 

[12.] 

Tueo  rem.  Wenn  der  imagin&re  Theil  von  t und  -j-  zwischen  — «'  und 
+ » liegt,  so  ist  der  reelle  Theil  von 


m 


positiv.  ,• 

Geometrisch  zu  beweisen 


i + * 


Raum  filr  t und  — 
* 


Unter  dieser  Bedingung  ist  also  das  arithmetisch  geometrische  Mittel 
zwischen 


*P(it)' 


indem  man  immer  das  geometrische  Mittel  zwischen  m,  n so  nimmt,  dass 
einen  positiven  reellen  Theil  hat. 


= P 


Ein  solches  Mittel  nennen  wir  das  einfachste  Mittel. 

Ist  das  einfachste  AG.  Mittel  zwischen  m.  n,  = p,  das  zwischen 
m,  \J(mm — an),  = so  ist  t der  Canon  des  VerhBltnissea  £ . nemlich 
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m _ /Qll* 

« _ U*/ 

dann  iat  das  einfachste  AG.  Mittel  zwischcn  »•  und  — n 


_ p 
1-4-  1»  t 


und  der  dazu  geh&rige  Canon 


,+  J,<  L+u 


Die  Gleichung 

wr-* 

hat  immer  Eine  und  nur  Eine  Auflosung  in  dem  Raume 


Es  sei  a£  — 67=1,  a = 0 = 1 (mod.  4),  6,7  gerade 


dann  ist 


'-'SfS 

(»r-"W 

, - t . H ‘ ’ • 

(13.] 

Fanftheilung 

a A 

b B 

c = V(on  — bb)  C =\J(AA—BB) 

2v  = — nA— f-  b B~\~  c C 

4»  — aa  — GaA-\-bAA  — — (bb  — 6bB-(-l>BB)  = — (ce  — 6cC-(- 5 CC) 
e = — — A ^ (A  A — (— t>)  B ^ (B  B — e)  -4"  C — Vj 
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Die  7^“*°"  beruht  auf 


[14.] 


[a  sin  -f-  b sin  (3  tp— J5)]*  sin  (9  + k) 

— asin{<p-|-^)-(-,5sin(3^+7)  + 'y*in{5<p+/)+Ssin(7  ?+/) 


[15.] 


Bei  der  Trisection  hat  man 
>1  — 


gesetzt , 


'Jp  — n' 


■fr*—  "•  _ oniV  ppQQ-qqPP ly/nPnQ 

1-nnNN  pP—aQ  — 2\pPqW 


proportional 


P ‘ 

3 cos  tp  sin  93 

p 4 

cos  91  sin  9 

Q‘ 

3cos(60* — y)ein(60° — <p)* U r‘ 
cos(60° — <p}* sin(60° — 9) 


1,1  -4  ^cos^O0— tp)sin(l20o— tp,* 
cos[120° — <p)’sin(l  20° — <f) 


[»«•]  . 

Wenn  innerhalb  einer  begrenzten  Figur  fiberall 

ddK  , ddF _ 
dx*  ‘ dy*  U 

an  der  Grenze  hingegen  V constant  — A ist,  so  ist  nothwendig  auch  im  gan- 
zen  Raume  V — A 

Bewcis.  Es  sei  d M ein  Element  der  Fl&che  und 
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Wfire  V nicht  constant,  so  ware  offenbar  das  Integral  pontiv. 
gral  ist  auch 


Allein  das  Inte- 


durch  den  Umfang  der  Figur  ausgedehnt,  also  =0.  Da  dies  mit  dem  Vorigen 
im  Widerspruch  steht,  so  ist  die  Voraussetzung  unzul&asig. 

Ahnliches  findet  mit  drei  Uubestimmten  Statt. 

Es  lassen  sich  hieraus  manche  schone  Folgerungen  ziehen. 

Ein  Punkt  kann  innerhalb  eines  hohlen  Ramnes  nicht  im  stabilen  Gleich- 
gewicht  sein,  wenn  nicht  innerhalb  des  ganzen  Raums  gar  keine  Wirkung  Statt 
findet,  weder  im  Fall  der  Abstossang,  noch  der  Anziehung. 


[17.] 

Dass  in  der  Peripherie  einer  Gleichgewichtsfigur  keine  negative  Theile  sein 
kSnnen,  bcweist  sich  so.  Gesetzt  AB  wfire  negativ,  so  wfire  V — A (A  Werth 
von  V in  der  Peripherie)  auswendig  neben  AB  positiv,  neben  den  andern  Thei- 
len  negativ.  Es  wird  daher  einen  endlichen  Kaum  geben,  wo  dies  positive  gilt; 
er  sei  innerhalb  AB CDE,  dann  wfire  er  aher,  da  er  an  der  Grenze  0 ist,  in 
diesem  Raume  constant,  welches  ein  Widerspruch. 

Dieselbe  Schlussart  lasst  sich  auf  drei  Dimensionen  anwenden, 

Bei  drei  Dimensionen  findet,  ffir  die  Flfiche  s,  wo  V — Const. , noch  das 
schSne  Theorem  statt,  dass  ( — ds.  wenn  p normal  gegen  s,  =4jtJX,  wo  M 
ganze  Masse  (vermuthlich  allemal  die  in  einer  solchen  Flfiche  eingeschlossene 
Masse . also  nngerechnet  die  draussen  liegende). 

Vermuthlich  ist  der  Satz  ffir  jede  einhallende  Flfiche  gflltig,  ohne  dass  V 
constant  zu  sein  braucht. 

Es  seien  zwei  einander  einschliessende  Flficben,  in  denen  V constant  ist, 
nemlich  resp.  V — A,  V = B,  d W ein  Element  des  Raumes  zwischen  beiden, 
p die  Anziehungskraft  in  jedem  Punkte , dann  ist 

\ppAW  = {B—A).\tM 

wenn  M die  Masse  im  innern  Raume.  wobei  angenommen  ist , dass  im  Raume 
W keine  anziehende  Masse  ist. 
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[»•] 

cos ! = sin  2 . sin  5 
cos  2 = sin  3 . sin  1 
cos  3 — sin  4 . sin  2 
cos  4 = sin  5 . sin  3 
cos  5 = sin  1 . sin  4 


1 = cos  1 . tang  3 . tang  4 
= cos  2 . tang  4 . tang  5 
— cos  3 . tang  5 . tang  1 
= cos  4 . tang  1 . tang  2 
= cos  5 . tang  2 . tang  3 


8. 

». 

10. 

11. 


12. 


— d 1 = d 2 . cos  4 -f-  d 5 . cos  3 

— d 2 = d 3 . cos  5 — )—  d 1 . cos  4 

— d 3 = d 4 . cos  1 — |—  d 2 . cos  5 

— d4  = d5.cos2  + d3.cos  1 
— d 5 — d 1 . cos  3 — f—  d 4 . cos  2 


Die  Elimination  von  d 5 aus  8 und  1 2 gibt 

dl  ,sin3’  = — d2.cos4  + d4.cos2.cos3 


Die  Elimination  von  d 3 aus  9 und  1 0 hingegen 

d 2 . sin  5*  = — d I . cos  4 — f—  d 4 . cos  I . cos  5 


[2-] 

Das  ebne  Fflnfeck , wclches  die  Centralprojcction  jenes  sphaerischen  auf 
eine  bclicbigc  Ebne  bildet,  hat  die  Eigeuschaft,  dass  die  von  den  cinzelncn  Win- 
kelpunkten  zur  gegenGberstehenden  Scite  gezogcncn  Normalen  sich  in  Einem 
Punkte  schneiden  {im  Augenpunkte).  Zugleich  sind  die  Producte  der  beiden 
Stflcke , in  welche  jener  gemeinschaftliche  Durclischnittspunkt  jede  Normale 
theilt,  ftir  alie  gleich. 
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Um  die  Eckpunkte  in  ganzen  complexcn  Zahlen  ausgedrflckt  zu  erhalten, 
seien  p,  p,  p . p\  p‘m  fiinf  complexe  ganzc  Zahlen , und  zwar 

p = a + fei,  p'  = a'-\-b'i,  etc. 

Man  setze 


(1,8),  aam'-\-b"bm'  =.  (2,  4)  u.s.  w. 
und  nehme  fiir  die  Eckpunkte 

(1.3)(2.4}/>,  (2,4)(3,0  )p\  (3, 0)  (4,  l)/>”,  (4, 1)(0,  2)pm,  (0.2)(1  ,Z)p"" 

= </.  9”.  <r 

also 

q = (oV+  b'b~ ) (a V*+  b‘bm ) a + (gfaT-f  bV ) {a  d”+  b"b"~  )b  i 
u.  s.  f. 

Es  ist  dann 

q' — q — (ba — ab')  (2, 4)  (6” — a" i)  = — ( ba ' — ai’)  (2,  4)p”» 
u.  s.  f. 
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Der  Schnitt  von  qq  mit  o<f  hat  die  complexe  Zahl  — 

rr  — (».»)(»■  «)(»■»)  _*  u 8 w 
w + 4-4-  P u-  *■  w- 

Das  oben  erw&hnte  Product  wird 

= -(0.  i)  (1.3)  (2. 4)  (3,0)  (4.1) 

<T-f 

4 - <r=  — r- «’«') 


[3.] 

Die  Eelationen  zwischen  den  Seiten  des  sphBiischen  FOnfecks  so 


Quadrate  der 

Gleichungen 

Taugenten 

Sccanten 

Cosccanteu 

a 

7S 

l? 

a 

l+a  — yfi 

6 

St 

fic 

fi 

i + *>  — fi* 

7 

ta 

«a 

7 

1-fy  — ta 

8 

a6 

06 

fi 

1-j-fi  — af> 

• 

Sy 

h 

c 

l-(-g  — 6y 

Dicse  Gleichungen  sind  nicht  unabhangig , es  ist  nembch  identisch : 

(^tH‘4-6  — 5*)  — (l-t“6)(l+y— ea)  = t|(l4-S)a— ('-H)S| 

= *j(a6 — 8 — 1) — (yd  — a — 1)| 

und  auf  fihnliche  Wcisc  wird  die  fflnfte  aus  dreien  der  tibrigcn  abgeleitet. 

Aus  zweicn  der  GrSssen  a,  tf,  y,  6.  i folgen  die  ttbrigen 


t>  = 

• + «+T 
«7  1 

6 = 

1+4 

a * 

y — i ±1 
1 — „4_l  • 

6 _ 

•+* 
ac  — 1 

fi  = 

it? 

7 * 

y = 

» + « 
fi  * 

CX? 

II 

& 

Ck 

J, 

y = 

ae  — 

e = 

i±7 
o * 

e = 

1 + « + fi 
ai  * 

J+* 

— »«— 1 ’ 

8 = 

i + » 
ac— l 

Beispiel 
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C08S 

sin* 

a = 9 

T*i 

tV 

71» 

33’ 

56” 

6 = 1 

i 

i 

39 

13 

54 

y = 2 

+ 

i 

54 

44 

7 

8=5 

i 

t 

65 

54 

19 

« = i 

i 

+ 

30 

0 

0 

SchOne  Gleichung 

3+a+6+y+8+e  = atiySt  = y/(l+a)(l+6)(t+y)(i+8)(i_|-,) 

Der  Inhalt  des  sphflrischen  Pentagons  ist  360°  weniger  Summe  der  Seiten. 
Setzt  man  die  Summe  = iS  und 

(•+'V«)(1+»v'^){1+‘Vr)(»+‘V^){>4-«V*) = A-\-Bi 

so  wird: 

A = afiyfie.cosS 
B = a6y8i  . sinS 


(«■] 

G*(ax+%4-Yr)‘+  G>"jr+6”y+y"z)> 

= Axx-lrByy+Czz  + iat/z+lbxz+lcxy 

(A  — G)a-\-  c6+  by  = o 

G)t}-\-  ay  = 0 
ba+  af>+(C—G)y  — 0 

\a(A  — G)  — bc\a  = \b(B~  G)—ac\6  = \c[C->-G)  — ab\y 

te  . ae  , ai 

a(A  — O)  — ie  * i(J&  — O)  «c  ' c(C— GJ— ai  1 — 0 

(A—  G)(B  — G)(C—  G)-\-2abc  = aa{A  — G)+bb(B—  G)  + cc(C—G) 


a a = 


»+ 


ja(A—e)—be\t . la{A—0)-tc\ » 
\t{B~  0)-aef  ^ \e(C-0)—ai/ 
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Setzt  man 

*£_ i_. 1L u ai  ii  _ o 

a(A—  x) — 6 c ' 6{2f  — x)  — a e ' e{C—  x) — ab 
so  wird  indefinite 

|a(A  — *)— 6fj  \b{B— x)— ac\  |c(C— *)  — afcjQ 
= — abc(x — G)  (x — G')  (x  — G") 

Differentiirt  man  und  setzt  nacli  der  Differen tiation  x — G,  so  wird 

\a{A—G)—be\  j6(B  — G)  — arj  (r(C — G)—ab\ 

X al>C  l(^<- O)  — (4(J»—  O)— (o(C—  U)  — ut)*l 

= abr(G — G')  (G — G") 

woraus 

V [a(^— «)_4«](«— G')(G— 6") 

Dic  Schlflsse  bedilrfen  einer  Abanderung,  wenn  eine  der  GrOssen  a,  b.  c 
verschwindet.  Die  obige  crste  Gleichung  fOr  G ware  dann  eine  identische. 

{5.} 

Gleichung  der  Punkte  der  Kegelfl8chc,  in  welcher  die  Punkte  (I)  (2)  (3)  (4) (5) 
liegen , Spitze  des  Kcgels  im  Mittelpunkt  der  Kugel  zugleich  Anfangspunkt  der 
Coordinaten.  Aclise  der  x geht  durch  den  Punkt  (3),  also  Ebene  der  y-  geht 
durch  (1)  und  (5),  Achse  der  y geht  durch  (1) 


x 

.V 

* 

(3) 

l 

0 

0 

(<) 

cos  1 

0 

sin  1 

(3) 

0 

cos  3 

sin  3 

(0 

0 

.1 

0 

(2) 

cos  5 

cos  4 

— cos  3,  sin  5 

Gleichung 

(r.cosl  — x.sin  l)(s.cos3 — y.sin3)cos2  = xy 
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oder 

« = zz  \Ja  +.y  z v/f  + 

Durch  Veranderung  der  CoordiuatenflSchen  liisst  sich  dieselbe  in  die  Form 
bringen 

zz'  — L xx M y 'y' 


Ldst  man  die  Gleichung  anf 

7(27  — 1)*  = I) 

wclche  eine  negative  (G)  und  zwei  positive  Wurzeln  (G\  G")  hat,  so  wird 


Gz'z'-\-  Gxz'-^-  Gyy  = 0 
G G'G"  = — 

(G-i)(G'-l)(G"-J)  = -i 
(2  G — 1 )(2  Cr' — 1)(2  G” — l)  = — adyis 

Fur  obiges  Beispiel 

7(27 — 1)*  = 20(7  — 1) 

Wurzeln  —2.1973145,  +1,06931815,  +2,1279965 

Hetzt  man 

adyct  = «u  und  = cos3'j» 

so  wird 

7 = 4 — |costj/.\((3«o  + i) 

Das  Verhalteu  der  cubischcn  Gleichung 

= as7^s 


(wclche  man  ani  bequemsten  mit  Wejdenbach*9  Tafel  autibst,  wo  fQr  = y 
gesucht  werden  muss  v-^  = ady£e,  wonach  dann  27 — I =~  wird)  flber- 
sicht  man  durch  folgende  Tafel 
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( 

a6y2« 

t 

atiy2e 

t 

afjyot 

oo 

OO 

+ 1.9 

+ 16.6 

+ 1.0 

1 

OO 

+ 10 

+ 400.9 

+ 1.8 

+ 15.2 

negativ 

+ » 

+ 325.1 

+ 1.7 

+ 14.0 

— 1.0 

OO 

+ 8 

+ 257.1 

+ 1.6 

+ 12.9 

— 1.618034 

+ 11.0901699 

+ 7 

+ 197.2 

+ 1.5 

+ 12.0 

— 2 

+ 16.7 

+ 6 

+ 145.2 

+ 1.4 

+ 1 1.34 

— 3 

+ 36.7 

+ & 

+ 101.2 

+ 1.309017 

+ 11.0901699 

— 4 

+ 64.8 

+ 4 

+ 65.3 

+ 1.3 

+ 11.09 

— 5 

+ 100.8 

+ 3 

+ 37.5 

+ 1.2 

+ 11.76 

— OO 

OO 

+ 2 

+ 18 

+ 1.1 

+ 15.84 

Damit  also  drei  reelle  Wurzeln  Statt  finden  , muss  a 6 y 2 1 > 11.0901699 

oder  ^r  + '— sein,  die  Grenzwerthe  fflr  t sind  also:  +1.309017  = L±+  und 
1 1 * 


[6]. 

A,  B,  C , D,  E die  Winkelpunkte  des  Polygons 

a,  b,  c,  d,  e Pole  der  Diagonaleu  1 

0,  1.  2 die  drei  Hauptachsen  entsprechend  den  Wurzeln  G,G',0"  der 
Gleichung 

= (tang.^4.B.tang.BC.tangC.D.tangD,E.tang.E.4), 

wo  fflr  G die  negative  Wurzel  genommen  werden  mag;  so  dass 
Guu-\ — {-<?  Vi»'+  G’uu  = 0 

wenti  m die  Coordinaten  irgend  eincs  der  Punkte  A,  B,  C,  D,  E bedeuten, 
also  zugleich  u u + «'«'+  u"u " = 1 . 

Die  Quelle  der  Ilauptsutze  ist  in  den  zwei  Gleichungen  cnthalten 

I.  cos  0 A . cos  0 b 


II.  ' cosO+cosOC 


tang  E A . (1  O — f — tang  A B%) 


4 co* H C cobAJJ[G — U'){G-~  G") 
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Die  Gleichung  I.  reprftsentirt  30  Gleichungen , die  II.  hingegen  I 5 da  alie 
Perrautationen  der  Achscn  und  der  Winkelpunkte  erlaubt  sind.  Noch  zierlicher 
{in  den  anf&nglichen  Bezeicbnungen , wo  a = tang  CD*  u.  s.  w.) 


I. 

n. 


{coi  0 C . cos  0 d 
cosoD.cosOc 
cos  0 B . cos  0 E 


1 + 9—1  o 
«(»'— {/)(«"—  O) 

l + a — 1 fi 
4(<?'—  G)[0" — O) 


.\Jt  ==ffl.Vle 
• V/6  = « -v'6 


la  + j — 

*(<?'—  G){Gm—  O ) 


.^J5e  = a.^/tie 


Die  zehn  Gleichungen  I.  kOnnen  nur  fttr  neun  gclten , weil  die  Multiplica- 
tion  von  fflnfen  dasselbe  Resultat  gibt  wie  die  Multiplication  der  fdnf  flbrigen. 
Es  muss  also  zwischen  den  1 0 GrOssen  21,  o,  ©,  b etc.  vier  Bedingungsgleichun- 
gen  gebcn , welche  am  zierlichsten  so  dargestellt  werden 


6 b c <£  = « t b 3), 
6oSK£  = Tb  2?®, 

Es  ist  aber 
cos  0 -4* 


ycb®  = aaf6  u.  s.  w.  oder  auch 
-yb©3>  = ScE  (S  u.  s.  w. 


«ab 

"cV  * 


Xb?  _ G«& 
8 » 


= U.  8.  W.. 


9 es 

cos  0 a = — u.  s. 


[7.) 

1843.  April  20.  Die  excentrischen  Anomalien  tp,  9’,  tp”,  tp”,  9"’  der  Punkte 
A.  B,  C.  D,  E sind  durch  dic  Gleichungen  verbunden  ( G ais  negativ  betrachtet) 


«M  [?"+»•’)  0 

005  j'  (9  O"  ' 


sin  9, 


•in  1 (++?”") 

co#  • (?'—  <fr"  ‘ 


T*1 

0(1 0—1 


= JJ=C0S<P 


. 0(0—1)  . 

) - VoV-.)-81"?  = »'(.^-T)8ln? 


«n^ri ./  o(o—i) 

V 0'(0'— 1)' 


0(10—1) 

°°'T  = <F^o^7)co*? 


Die  Relationen  zwischen  den  Winkeln  <f°,  9,  tp"  sind  am  einfachsten  auf 
folgende  Art  darzustellen  , VoKTT  ~ t — i)  gesetzt,  wird  £i)  = 

tw>4(?'-T~’)  ungt;?’— tp*,)  m»gtf»‘"-T')  _ O _ *“»»(»*— T1*) 

»)  *»»»♦(?""—»'")  t»ng  1 (?*—  ?"")  fagf(r— »*)  uug)(f'  - +) 

fflr  gibt  es  einen  ahn lichen  Ausdruck,  der  sich  hieraus  leicht  ableiten  lasst. 
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In  Zahlen 


<f°  — 50° 

22l 

2 m 

80° 

3ll 

49° 

L3l 

l! 

log  tang 
0.79616 

log  tang 
0.06418 

log  A 

9.81007 

9=92. 

32 

38 

33 

43 

21 

L3 

lii 

12*3 

0.16814 

9.4  3617 

9.182 

9'  = I 62 

8 

14 

83 

18 

32 

32 

41 

16.5 

0.96305 

0.23313 

9.97901 

9”'=  260 

34 

22 

04 

23 

16.5 

2J 

L3 

32 

0.32127 

9.58931 

9.33515 

9*”=  291 

6 

47 

24 

32 

22 

34 

33 

48 

0.57068 

9.8387  1 

2. 

0.73196  = logStj 


[8.] 

Die  9,  <f‘,  9",  9"  sind  nichts  anders  ais  die  Amplituden  zu  fdnf  trnns- 

scendcnten  Argumenten,  welche  um  4 K zunehmen  (in  der  Bcdeutung  von  Jacobi 
p.  3J}  und  wo  der  Modulus  k 


y/ fJ‘W  o*(?‘ 


/1  i 

Va  'G*  ~~  7Fa 

G'G'  GO  G'G'  GG 

Das  transcendente  Argument  selbst,  unbestimmt  genomnien  , ist 

Sxdy-ydx  I J GtG!~GG 

v'(« 4-yjr) 1 V /1  _ J_\  . /_i l_\yy 

\a‘a‘  og)  ao}yy 


A in  der  Bezeichnung  von  Jacobi  gebraucht  50  dass  A 9 = \/(l — hk  sin  9*), 
cs  sind 


die  drei  Grflssen 

ebenso 

propositional 
den  Zahlen 

tang  1(9’— 9'') 

tang  1(9'— 90) 

u.  s.  w. 

tang  J (9"— 9’) 

tang|.(9“'-9") 

-evisV-ffa) 

A 90 

A? 

1 j- 

oder 

tang  ani  J K 
tang  am  } K 
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Id  diesem  dritten  Dande  von  Gacss  Werken  habe  ich  alie  Abhandlungen  und  AufsAtzo  aua  dem 
Gebtete  der  allgemeinen  Annlysis  und  swar  specicll  aus  der  Theorie  der  algebraiachen  Funciionen,  der 
Garaasischm  Keihcn  und  der  Eliiptiachcn  Functioncn,  io  wio  c inige  Mittheilungen  das  iVArrsche  Thcorem 
und  die  Conatructioa  von  Logorithmentafeln  betreffend  vereinigt.  Sia  bestehen  aua  einer  Doctordiasertation 
(frtiher  in  Quart  gedruckt);  aua  frtiher  verOffentlichten  Abhandlungen  t fGnf  in  den  'Commentatione*  »ov ieta- 
U»  regia»  tcumtiarum  Ooitimgmtu ' (Quart),  einer  in  den  ‘Abhandlungen  der  kUnigliehtn  GetelUchaft  <Ur 
Witeenxeha f (en  zu  Gottingrn  (Quart)  und  einer  im  Caau.aachen  ‘Journal  fUr  rein»  und  angewandt*  J lathe- 
matik'  (Quart);  ferner  aus  aecha  Anzeigen  cigner  Abhandlungen  ia  deo  * GtUtmguchon  Gelehrten  Anxeigen 
und  Nachrichim'  (Octav);  au*  iw6lf  Mittheilungen  uber  nicbt  eigue  Sehriflen  in  den  ‘ Gottmgitchen  g*- 
Uhrten  Anxeigm ' (Octav)  (von  Gaesa  nicht  unterseichnet  aber  in  Betreff  «einer  Autoracboft  durch  die  Acten 
der  Gdttinger  L nivcnitita-bibhothek  veriticirt).  in  der  ‘ MonatUcken  Corrtponden*  xur  Befbrderung  der  Lrd- 
und  JiimmeU  - Kunde  herauegegeben  vom  Frrihorm  von  Zacu’  (Octav),  in  den  ' Aetronomitchen  Nachrichtm 
karausgegcben  von  Scuumachk»  (Quart) ; und  auoh  aus  zwei  Erliutcrungen  in  der  ' Monaliichen  Correepondent' 
und  in  Vboa’*  ‘Sammlung  ron  ll«{f*taf«ln  /Quart)  au  den  Gacsaiachen  Additions-  und  Subtractioni  - l.oga- 
rilhmentafcln.  Dicae  Tafeln  aelbel  habe  icb  hier  nicht  abdrucken  lassen,  weil  cie  aehr  verbnritet  sind  und 
das  Format  dleser  Werka  sum  Gebrauche  solcher  Tafeln  unbcqucm  aein  vrtkrde. 

Eoi  der  Redaclton  habe  icb  dieselben  GrundsAUe  befolgt  srie  in  den  frhbern  Bindcn.  Zur  bcasern 
Lbe  nicht  der  Gegenatinde  in  cinem  so  umfangreichen  Bande  sind  dia  Hauptlehraatao  auf  gleiche  Weiae 
durch  den  Druck  ausgeseiehnet*  Zum  leicbtern  Gebrauch  aowohl  der  kltern  Auagaben  ala  der  vorliegenden 
habe  icb  bei  den  Vervrcisungen  auf  Scbriiten,  die  nicht  in  diesem  Bande  aelbl  sich  fio  den,  statt  dea  Ortes  dor 
VerOffentlichungen  die  eignen  Titel  ao  wie  atatt  der  Nummor  der  Scite  die  der  Artikei  angegeben.  Auf 
Seite  20  in  Zeile  IS  und  i e iit  gem&as  einer  bandachriftliehen  Bemerkung  'objectionem  tocundam  et  quar- 

62# 
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tam’  stfltt  ‘ objectionem  tertiam  ei  quartam'  und  in  Zeile  it  ebenao  * objectionem  tertiam ' atatt  ' objectionem 
primam'  gesetzt.  Autaerdem  unteracheidet  sich  die  vorhegende  Auagabe  von  den  frfthem  dereelben  Schrif- 
ten  nur  durch  die  Berichtigung  einigcr  Druckfehlcr , wobei  ich  sum  Theil  die  GAUtaiaehen  Original-Manu- 
eeripte  benutien  konntc.  « * 

Aut  dem  Handschriftlichen  Naohlatae  habe  ioh  aufgenommen : die  den  Seiten  30  und  111  beigeftlg- 
len  Noten,  den  zweiton  #heil  der  Abhandlung  4 Diequieitionee  generale»  circa  aeriam  infinitam  etc.’,  eine 
auafahrliche  Abhandlung  uber  Interpolation  mit  einigen  Ln  metnen  Bemerkungen  Scite  329  u.  f.  erliuterten 
Zu*Atxen , und  eine  Rcihe  von  Abhendlungen , die  eicb  auf  die  Elliptiachen  Functione»  beaiehen. 

I>ic  HandtchrilUichen  Aufzeichnungcn  habe  ich  hier  wie  auch  frtiher  bii  auf  Berichtigung  von  uncr- 
heblichcn  Schreibfehlern  unvertndert  abdruckcn  latae n und  meine  Eintchaltungen , die  mit  Autnahme  der 
* Fortertzung  der  Untereuchungen  Uber  da»  arithmetuch-geometrUche  Mitte  i nur  in  kurren  SAtzen  beatehen, 
durch  [Einklaramerung]  ahgetondert.  Die  geschichllichon  Angaben  und  erforderlichen  Zus&txe  fur  den  Nach- 
lasa  uber  hj-pergeometrUche  Keiben  und  Interpolation  habe  ich  in  den  jenen  Abhendlungen  unmittclbar 
folgenden  Bemerkungen  zuaammengestellt. 

Die  Redaction  der  GAtJttitchen  Arbeiten  Ciber  Klliptiache  Functionen  wurde  Scitena  der  KOnigUchen 
OetclUehafl  der  Wiaaentchaften  su  Gottingen  von  Kikmabx  gevrQnscht  und  ibm  *u  dem  Zweeke  die  Hand- 
achriftrn  abergeben.  Leider  hat  er  woder  eine  aehriftliche  noch  mCmdliche  Mittheilung  aut  dieaen  teinen 
Studien  hinterlataen.  Knt  nach  dem  bedauern*wcrthen  alliufnihcn  Tode  Bretuxxs  und  nachdem  der  vor- 
liegende  drilte  Band  bis  auf  jenen  Theil  gedrackt  wor,  konnte  ioh  die  Ganatiechen  Handachriften  cu  mei- 
ner  Bcarbeitung  abernehraen. 

Gavbs  hat  von  teinen  Untereuchungen  der  Functionen  , die  wir  jetat  die  Elliptiachen  nennen,  nur  ei- 
nen  Theil  verbffentlicht : eine  Anwendung  dieaer  Theorie  auf  die  hdhere  Arithmetik  in  der  6*umeia<u>  quarun- 
dam  eerierum  einguiarium  IStS  September  und  eine  Anwendung  auf  die  Beatimmung  der  SieularetOrunge® 
der  Planeten  in  der  JMerminatio  attractioni»,  quam  in  punctam  quedei»  potit  tone»  datae  exerceret  planeta,  ei 
eju»  matta  per  totam  orbitam  ratione  tempori»,  quo  ungulae  parte»  deeeribuntur,  uniformiter  euet  dipertita,  l tll 
Januar,  Den  grtetern  Theil  hat  er  niedergelegt  in  einigen  unvollatAndigen  Entwflrfen  su  AnfAngen  verechie- 
dener  Abhandlungen  nnd  in  sahlreichen  xwiecben  andern  Arbeiten  aehr  seretreuten  Aufzeichnungen  einselner 
Formcln,  Dieie  im  handachriftlichen  Naehlatac  beilnd lichen  Untereuchungen  habe  ich  hier  in  eintelnen 
Gruppen  sutamraengettellt  je nachdem  eie  vom  Algorithmu»  det  AHthmetiech-Goometntchen  Mittela  oder  ei- 
nem  anderen  dictet»  analogett  und  mit  diesem  in  Verbindung  geteUten  Algorithmus  auagehen  oder  aber 
neb  auf  die  tpeciellen  Lemniecutitehcn  Functionen  betiehen  odor  endiich  die  Darstvllnngen  der  allgemeinen 
Functionen  durch  Producte  ais  wcacntliehes  H&lfamittel  gcbrauchcn.  Die  Untenuchung  det  Pentagramma 
mirificum  bildet  eine  Anwendung  der  FUnftheilung  der  ganxon  Elliptiachen  lntegrale. 

Die  Abhandlung  mit  den  beiden  Abschnitten  de  origine  jrroprietatibveque  generalibue  numerorum  me- 
diorum arilh  melico  - geometricorum  und  de  /unctumibue  tran»ecendentibus  quae  ex  differentiattone  mediorum 


Digitized  by  Google 


BEM£KKU*GEX. 


493 


a rxlMm ei ico-peometricoru m oriuntur  bildet  die  ente  und  zwar  eine  schr  aorgfiltig  gescbriebene  Aufxeichnung 
ia  einem  Handbuche,  welchee,  wie  der  Titel  besagt*  >on  dem  Jehre  i&oo  an  benutst  i st.  Die  Beschkftigung 
mil  dieaem  Gegcnslande  wixd  uber  achon  in  einer  vial  fruhcrn  Zeit  bcgonnen  haben ; nach  Mitthcilungen 
uber  eine  mftndlichc  Ausaerung  von  Gaisb,  echeint  er  im  Jahre  17 »4  die  Bcziehungen  zvUchen  den  arithme- 
tuch  - geometrischcn  Mitte ln  und  den  1'otenzreihen , in  dencn  die  Kxponenten  mit  den  Quadrat -Zahlen  fort- 
echreiten , gekannt  xu  haben. 

Die  Formeln  fur  den  in  Art.  1«.  Seile  39«.  aufgonommenen  Algorithmus,  der  die  von  Gauae  ein- 
gefQhrten  neuen  Transscendentca  mit  den  Quadrat- Werthen  der  beiden  Argumenta  aurOckfilhrt  auf  die  Traaa- 
«cendenten  mit  den  einfachen  Argumcnt-Werthen,  folgon  in  einem  liandbuehe  unmlttelbar  auf  eine  aatrono- 
mieohe  Kochnung  an  deren  Schlume  aioht  'geendigt  d.  3.  May  180«*.  Die  Aubeichnungen  der  anderen  Un- 
icmuchungeu  tiber  daa  Arithmetisch-Gcuiuoiriacho  Mittel  befinden  sich  theUa  auf  ainjelnen  nioht  datirten 
UlAUem,  theiU  erscheinen  aio  in  den  Haadbdchern  wegen  ihrer  Kttrxe  an  einjgen,  frubcr  su  gnieaercr  Cbor- 
nichtliehkeit  xwischen  verachiedenartigen  Arbeiten  leer  gelawenen , Stellen  niedergcschricben  und  erlauben 
kcinc  aichere  Zeitangabe. 

Wie  schon  in  Art.  12  bemerkt,  habe  ich  geglaubt  tur  Annchmiichkeit  fttr  den  Leeer  diese  achrzcr- 
stttckclten  l/nterauehungen  durch  eine  xusammenh&ngende  Darstellung  vereinigen  zu  muaien  selbat  auf  die 
Gefahr  bin , hier  einige  Eutwiokelungen  hinzuatellen , dio  von  Ganaa  nioht  auagefdhrt  worden  aind,  wie 
z.  B.  die  Ableitung  der  Ditforcntialgleichung  fur  das  Arithmetisch  - Oeoroetrischc  Mittel  ohnc  die  Reihen- 
Entwickvlung  und  die  Dartieilung  durch  beatimmte  Intcgrale  vorauazusetzen , eine  Ableitung , die  sich  an 
die  m Art.  10.  ausgeftthrte  fntersuchung  anscblieaat  und  sich  von  der  von  Herrn  Bobchaxot  gegebenen 
ersten  derartigen  Ableitung  unterecheidet.  Die  in  Art.  17.  angeregte  Frage  Qber  den  Zueammenhang  zwi- 
schcn  den  binaren  quadratischen  Forrnen  mit  negativen  Determinanten  und  den  von  Ganea  gefundenen 
neuen  Tranescendenten  findet  ihre  vollatAndigste  EHedigung  durch  die  Untersuchungcn  dea  Herrn  Kaoa- 
kckeb  Qber  diesen  Gegenetand. 

FQr  die  Lemmeeatiechm  FuncNonen  beaiteen  wir  die  von  Ganaa  in  einem  Handbuebe  verzeichnete 
Zeitbeatimmung  ‘Functione*  I.rmni*cat\cai  eoneiderare  coeperomui  17  07.  Januar.  §.*  Von  den  im  Naoh- 
lasse  vorbandenon  Aufreiehnungen  acheint  nach  Papier  und  Form  der  HandscbrHt  au  urtheiien,  die  auf 
einem  beaonderen  Blatte  stebenden  und  hier  von  mir  mit  I,  2,  9,  4 bexeichneten  Artikel  der  ersten  Oruppe 
der  Untenuchungen  Qber  die  I.emniacatiechen  Funcdonen  die  frQheste  zu  aein.  Die  folgenden  hier  auf 
Seite4«a — 412  unter  der  gemeinsamen  von  Ganaa  an  mehreren  Stellen  gebrauchtcn  Cberachrift:  ‘Binige  n&ttt 
Formeln  die  Lemmecatuehen  Funcdonen  betreffend'  susammengestellten  Aufzeichnungen  deraelben  ersten 
Gruppe  gehdren  einer  ungleich  apQtern  Zeit  an,  die  darin  enthaitenen  Eeeultate  aind  auch  wohl  viel  frilher 
gefunden  und  thoila  «ur  Gedachtniaaprobo , thoiia  in  dem  Streben  recht  elegante  Formeln  su  erhalten  von 
Xeuem  niedergeachrieben  and  swar  in  zwei  Handbttchern,  von  denon  das  eine  im  'November  1*01’  das  sndere 
'im  Mai  ISO*  angtfangen'  tat.  Die  Funcdonen  sin.  lemn.  so  wie  cos.  lemn.  bezeichnct  Gavas  Qbcrall  durch 
die  sua  der  Zusammcnzichung  von  $ und  / so  wio,  von  e und  i gebildeten  8chriftzfig*.  Da  dieae  bis  jetst 
nicht  in  Druckzeichen  vorhanden  aind,  so  habe  ich  ate  hier  durch  die  Worte  «elbet  eractzt. 
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Von  dcn  Untersuchungen,  welcho  sioh  vorzugsweiae  auf  dio  Darstellung  der  Lemniscatischen  Functio- 
nen  durch  unendliche  Producte  und  durch  trigonometriscbe  Rcihcn  beiiehen  und  wclchc  ich  eis  eine  o ceit* 
Oruppe  zusammengestellt  habe,  bilden  die  ersten  vier  Artikel  die  Scheda  prima  eine»  nach  der  Angt&be 
des  Titelblstles  im  Juli  17  93  begonnenen  Notizbuches,  Die  Artikel  1t  3,  3 dnd  von  Gadss  selbst  num* 
morirt,  d&nn  folgt  im  selbcn  Hcfto  unmitlvlbar  der  Inhalt  von  Art.  [4.]  [3.]  Se  ite  m,  und  hienach  mit 
vielfachen  Unterbreohungen  durch  Astronominche  Untersuchungen  der  Theil  der  in  Art.  [|7.J  Se  i te  43 1 auf- 
gcnommcnon  Rcchnungcn,  der  mit  latetnischem  .Tcxt  erUutert  ist,  und  die  einzelnen  Theile  des  Inhalts 
von  Art.  [s.]  [7.]  Scite  417, lis.  Der  Inhalt  von  Art.  [*.]  [«.]  [io.]  Seite  41»,  419,  Art.  [ift.]  [i».] 
Scite  413 — 423  findet  sicli  zerstreut  in  einem  17  99  November  angefangeoen  Notisbuche.  Die  Aufseichnun- 
gen  der  Qbrigen  Untersucbongen  gehuren,  viellcicht  mit  Ausschluss  der  FOnftheilung  des  ganzen  lcmnisca- 
tischen  Bogens  Art.  [13.],  wohl  einer  spfttern  Zeit  an  und  befinden  sicli,  ausaer  dcn  in  Art.[i4.]  wiedcrge- 
gebenen  und  in  ein  Handbuch  nach  dem  lo.  Febr;  1M7  cingetragenen  Summationsformeln  fdr  das  Lomnisca- 
tische  Integral  der  sweiten  Art,  alie  auf  einzelnen  Blattero. 

Die  der  Zeit  nach  erste  unter  den  im  HandschrifUichen  Nachlasee  erhaltenan  dio  allgumoincn  El- 
liptiichcn  Functionen  betretfenden  Aufzeichnungen  ist  wohl  die  im  November  1799  begonnono  auf  Seite 

433—433  abgedruckte  Abbandlung  Zwr  Theorie  der  neu  en  TranttcendenUn  I.  dia  sich  in  einem  Notis- 

Sd  u _ 

— — — : — r- , Novembr.  17  89’ 

V ( I + I*  P *lD  •*") 

trigt,  twischen  Untersuchungen  uber  ganz  vorschiedenartige  Uegenet&nde  zerstreut  befindet. 

Die  Abbandlung  II.  mit  der  Cberschrifl  ‘Zur  Theon*  der  transscendenten  functionen  gthUrig ’ folgt 
in  einem  Uandbuche  unmUtelbar  nach  den  in  der  Theoria  motue  corporum  coeUetium  wiedergcgebcnen 
Hulfstafeln.  Diese  Untersuchungen,  insbesondero  die  auf  dio  Siebonthoilung  besQglkhea,  worden  wohl 
dem  Jahre  190*  angekdren  und  die  Veranlassung  zu  einer  Mittheilung  an  Souunactiaa  guweson  sein. 

Dio  Abhandlung  111.  mit  den  Kinguugs- Worteu  'Dio  Tbuoremc  in  Bozug  auf  diejenigen  Rcihcn  und 
unondlichen  Producte,  welche  zu  der  Thsorio  der  Arilhmclisch-Goomolruchen  Mit-tel  gehOren,  ordnen  wir 
*o  ••  ’ Seite  44«— 4»»  folgt  in  einem  Handbuche  uumittelbar  nach  einer  astronomischen  Kcchnung , der  die 
Bemerkung  beigefdgt  ist  'geendigt  den  1».  April  ISO»’. 

Die  Abhandlung  IV.  ‘Uundert  Theorema  uber  dio  neue  Transcendente'  Scito  4fll  — 4«9  suht  auf 
•izuelnon  BUUtcrn  ohne  irgend  eine  Zeitangabe. 

Dio  Abhandlung  V.  Seite  47*— 4*0  mit  den  Eingangaworlen  ‘A  ligem  ein  e»  Timorem’  entha-t  die  bui- 
den  Zoitangabcn  1927  Aug.  6.  und  Aug.  29.  Der  letate  Theil  diese*  AufsaUes  bildot  wohl  eine  der  frtt- 
hcslcn  Vorarbeiten  von  Gacss  fur  acine  'Allgemeinon  LehrsaUe  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Vor- 
haitnisse  des  Quadrata  der  Entfernung  wirkenden  Anxichungs- und  Abalosaung&kjrkfte  ’ und  lasse n vermu- 
then,  daas  er  den  Zusammauhang  dieaes  Gobictos  mit  einem  anderen  Gebiete  der  Analyais,  numlich  der 
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Theorie  der  Functionen  mit  complexen  Argumenten  erkannt  habe,  ein  Zutammenhang  welcher  RrincAxx 
auf  «in  80  fruchtbaret  Gebiet  der  Fonchung  gcfuhrt  hat. 

Die  Untersuchung  det  Pentagranuna  mirificum,  cinea  sphArischcn  Funfecks,  dcsscn  fiinf  Diogonalen 
Quadranten  tind,  beflndet  sich  an  xwei  getrennten  Stellen  in  einem  Handbuchc,  auf  cinem  bcsonde- 
ren  Blatte  der  Art.  [4.]*  Dat,  wax  ich  hier  ait  Art.  [1.]  und  [2.]  beseicbnet  habe,  iit  vor  dem  23.  Ja* 
nuar  i»3e  getchriebcn,  dat  audere  enth&lt  in  Art.£?.]  die  Zeiiangabe  19  43  April  20. 

Zwixchon  den  unter  Nr.  I.  zusammengestellten  Unterauchungen  Uber  die  neuen  Traniaoendenten  be- 
tindet  tich  auch  der  Anfang  ein  er  Abbandlung  mit  der  Oberechrift  * Motu*  solidi  a nulli 1 viribus  sollici- 
tati’*  Dat  Problem  itt  dori  bia  tu  dem  bei  der  bckannten  AuflOtung  auflrctcnden  elliptitehen  lntegral 
gcftlhrt,  80  data  xu  vermuthen  iteht,  Gtuta  habe  crkanat,  daat  die  Glcicbungen  zur  Bealimmung  dieter 
licwcgung  mit  Hulfe  der  neuen  Traattcendenlen  in  endlicber  Form  crteheinen. 

Die  Aufteichnung  der  hier  unter  V.  xuaammcngeatellten  Unterauchungen  liber  die  neuen  Trans- 
scendenten,  mit  den  Zeitangaben  1327  Auguat  t und  August  2«  itt  wohl  durch  die  Jtconuchen  Briefe 
an  Scucmachkb  datirt  aut  Konigaberg  ron  1327  Juni  13  und  Aug.2  deren  ersterer  die  algebraitchen  Glci- 
chungun  fQr  die  Dreitheilung  und  FQnftheilung  elliptiaeber  Intcgrale  der  andere  die  Gleicbung  xwitchen  den 
trigonometriachen  Tangente  n der  Argumente  fur  die  Trantformatkin  beliebigen  Gradet  gibt,  veranlatat 
worden.  Dicte  beiden  Briefe  tind  in  der  im  Monat  September  1S27  auagegebenen  Nr.  123  der  ‘ Aatrono- 
uuschon  Nachrichten’  veroffentlicht,  aber  im  Original  xuvor  an  Gaum  mitgctheilt  worden,  wie  aut  den 
Gtoeasdien  Briefcn  an  Sotomaciub  vom  4.  und  13.  Aug.  1327  henrorgvht.  Diu  Beweite  jener  Jacobj- 
a-chen  Lehrsitic  hat  dieaer  aelbet  durch  einen  aut  Kbnigtbe rg  vom  it.  November  1627  datirten  in  der  im 
Monat  December  1127  auagegebenen  Nr.  127  der  4 Aslronomitchen  Nachrichten’  abgedruckten  Briefe  an 
Souticnn  vurOffentlieht* 

Zu  dicter  Zeit  war  noch  nicbt,  aber  doch  im  telben  Jahre,  durch  das  zweite  lleftdea  xweiten  Bandee 
det  CaiELLEschen  Journal»  fUr  rei  ne  und  anguwandte  Mathematik  die  Abhandlung  von  Akxl  ’ Jiecherchss 
sur  Itt  /vnctions  tlUpiiquss  $.  I.-J,  VII.’  ertehienen,  und  dictet  war  wohl  diejenige  Arbeit  Aucu,  von 
der  Ganea  am  30.  Mai  1323  an  ScuuMAvuxa  schreibt,  'die,  Ihnen  geiagt,  mir  von  na  einen  eignen  Unter- 
tuehungen  wol  i vorweggenommen  hat,  und  mit  diesen  xum  Theil  aelbtt  bia  auf  die  gcw&hllcn  bcxeich- 
uenden  Buchttaben  ubercinttimmt’. 

Auf  dietelbu  Arbeit  bexieht  tich  wohl  die  folgende  Stelle  cines  Briefs  von  Ch.ellx  an  Abel  vom 
13*  Mai  1328:  — — Voici  ce  que  m’6crit  Mr.  Gauis  de  Goetiingue  que  j’avaia  egalement  prie  de  m’en- 
voyer  quelque  chote  aur  lex  fonctiont  elliptiquca  dont  il  a’oocupe,  comme  j’ai  appria,  plus  de  3 e ana.  ‘D'au- 
trea  occupationi  m'emp£chent  pour  le  moment  de  redige  r cee  recherches.  Mr.  A tua  m’a  pr^venu  au  moina 
d'un  tiera.  11  vient  d’enfilcr  prfccia6cnent  le  m£me  route  dont  je  tuis  corti  en  1709.  Ainai  je  ne  m'6tonne 
nullement  de  oe  que,  pour  la  majeuru  partio,  H en  eoit  venu  aux  mfatet  rfeultats.  Comme  d'iullcurs  dant 
wi  dtduetion  il  a mit  lant  de  aagacit£  de  p£n£tratien  et  d'6l6gnnce , je  me  crois  par  ocia  mthne  dispcnx6 
de  la  rtdaclion  de  mea  proprea  rcchcrchei/  — — 
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Auch  Gber  I .eo  ex  nae  besitzen  wir  einen  Auupruoh  von  Ganta.  In  einem  Briefe  ohne  Datum  achreibt 
er  an  Olbxrs  ‘Sic  verlangten  in  Ihrem  letxten  Briefe  [wahracbcinlich  dcrjenige  ‘Brt*mcn  d.  ifl.  Aug.  i»l», 
Empfangm  d*tt  2 5.  Aug.'  bczcichnelc ; die  Briefe  bub  jcnen  Monaten  sind:  O.  an  G.  Juli  17.  — G.  an 
O.  Aug.  1.  — G.  an  O.  dor  hior  im  Ausxuge  mitgetheilte  ohne  Datum  — O.  an  G.  Nor.  2.  — G.  an 
O.  Dec.  I.]»  allertheuerater  Freund,  mtin  Urtheil  Gber  Mobbottib  in  den  Mailinder  Kphemeriden  gege- 
beno  Methode  dic  Bnhnen  von  H.  K.  tu  berechnen.  Aia  ich  lhnen  neulich  achrieb , war  mir  der  Gegen- 
atand  nicht  gogenw&rtig  gcnug,  ob  ich  glcich  jcnen  Aufsatx  frflhcr  io  weit  gelesen  hatte,  dats  ich  ein 
Urtheil  dartiber  vorlAufig  gcfasst  hatte.  In  jenera  Augenblickc  crlaubto  mir  meine  Zcit  nicht,  mich  gleich 
vrieder  geh&rig  in  die  Sache  hineinzustudiren , und  ich  ubcrging  dahor  lhre  Anfrage.  Seitdem  habe  ich 
nun  wicder  Anlas»  genommen,  jenen  Aufsatx  noch  einroal  zu  lesen  , und  in  den  cigentlichon  Gcist  wciter 
einzudringcn , und  ieh  will  beute  eine  Stunde  dazu  anwendcn  mich  mit  lhnen  uber  diesen  Qcgtmstand  zu 
unterhaltcn.' 

' Gcnoigt , trie  ich  von  jcher  gcwesen  hin,  jeden  neuen  originellen  oder  genialen  Gcdanken  mit 
I.iebe  aufzunehmon  *) , wurde  ich  von  der  vrirklich  neuen  ldee  in  Mossottis  Aufaatz  bei  meiner  eraten 
Lecture  frappirt/  — — 

•)  'Ich  brauche  lhnen  wohl  nicht  zu  aagen,  dasa  die  neuliche  wunderlicho  llocension  von  Legexl>re’s 
Exercicei  de  calati  Intrgral  in  unwm  G.  A.  [Gflttingische  getohrte  Anzeigen  I H 1 7 August  14.]  nicht  von 
mir  iat,  da  dieaes  Work  so  manchot  der  oben  cnr&hnlcn  Art  cnthalt.’ 


Es  verdient  noch  bcaoodera  ausgeaprochen  zu  werden , daaa  in  Bezug  auf  dic  Theorie  der  Theilung 
dea  Lemniscalen-fiogens  der  HandschrifUiche  Nuchloaa  nicht»  enlhtit,  aU  uras  der  vorliegende  Abdruok  an 
Halfss&txen  dazu  darbietet,  wibrcnd  in  dem  Werke  ‘ Diequieitionee  arithmetica*  , welches  Juli  i «o  i tuu- 
gegeben  worden,  Art.  33&  der  Sectio  septima,  de  aequationibus  circuli  sectionea  dciinientibus,  geaagt  wird 
— 'Ceterum  principia  theoriae,  quam  exponere  aggredimur,  multo  latiua  patent,  quam  hic  extenduntur. 
Namque  non  aolum  ad  functiones  circulares , «ed  pari  successu  ad  multaa  alias  functiones  transecendentes 


applicari  poesunt,  e.  g.  ad  eas  quae  ab  integrali 


C_ii_ 

) V-O  — -r* 


pendent,  praeteroaquo  etiam  od  varia  con- 


gruentiarum genera:  sed  quoniam  de  illis  functionibus  transscendentibus  amplum  opua  peculiare  paramus, 
de  congruentiis  autem  in  continuatione  disquisitionum  arithmeticarum  copiose  tractabitur,  hoc  loeo  solas 
functiones  circulares  considerare  visum  est.’  — 

Abel  und  Jacobi  haben  Gai  ss'  Untersochungen  Uber  die  KUiptischen  Functionen  nicht  vorgefunden, 
sie  m usa  te  n dieses  Gebiet  der  Wiasenschaft  von  Neuem  enldeeken. 

Dio  apeciellen  Beziehungen  xwischen  den  Arbeilen  von  Gaubb  in  dieaem  Gekiete  der  reinen  An  ai  s sis 
und  den  Arbeite»  von  Andercn  werde  ich  in  einer  beaondern  Schrift  im  Zusammenhange  mit  eincr  Ge- 
•chiohte  der  gesammten  wissenschaftlichen  Thitigkeit  von  Gaum  darxustellcn  versuchen , wihrcnd  ich  in 
diesen  seinen  eignen  Wcrken  angeschtoasenen  Bemcrkungen  nur  die  betreffende»  uclcn  missi  gen  Thatsachen 
aufgcnommcn  habe. 

Gdttingen  im  Juni  lfta*. 
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AI.GEBRAISCHE  FUNCTIONEN. 

Abhandiungen 

Demonstratio  nova  theorematia  omnem  functionem  Algebraicam  rationalem  in- 
tegram unius  variabilia  in  factorea  realc*  primi  rei  secandi  gradus  re- 
solvi posse  . 179»  Scite  t 

Demonstratio  nova  altera  theorematia  omnem  functionem  algebraicam  rationa- 
lem integram  unius  variabilis  in  factore»  rcales  primi  vel  secundi  gradus 

resolvi  posse * ...  ISIS  Dcc  . . — li 

Theorematis  do  rcsolubiliUte  functionum  algebraicarum  integrarum  in  facto- 
res realea  demonstratio  tertia.  Supplementum  commentationis  praecedenti»  l$ia  Jan.  . . — 42 

Beweis  dnw  algebraiachen  I,ehrmt»ea . . — $$ 

Beitrtgo  rur  Theorie  der  algebraiachen  Gleichungen - t>49  Juli  . . — n 

Antrigm  eujnrr  .Ibfiandlungen. 

Demonstratio  nona  altera  theorematia  omnem  functionem  algebraicam  ratio- 
nalem integram  unius  variabilia  in  factores  reales  primi  vel  secundi  gra- 
dus resolvi  poase ISIS  Dec.  . . — ia» 

Theoremati»  de  resolubilitate  functionum  algebraicarum  integrarum  in  facto- 
re» realea  demQMtr&tiu  lenii . . . , . . taifi  Mln  . . — 1 07 

Bcitrage  xur  Theorie  der  algebraiachen  Gleichungen  . . 1*49  Juli  . . — na 

Ameif/en  nieht  eigner  Sckrjftm. 

Cqvtikk.  Kecherche»  mathematiques 1813  Min  . . — 1 1 a 

Forata*  Analyse  des  equations  dcicrmin^e* lft)S  Febr.  . . — »19 

GAUSS’  ItEIHE. 

Abhandlungen. 

Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam 

I 4-  ll?  X 4-  »)(g-F3)t(6-f-l)(g-F2)  . , 

»-t  Ki+i)  + i.i.».T(T+i)(T+a) 

Pars  prior  »m  Jan.  . . — tu 

ni-  63 
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Methodus  nova  integraliura  vatore»  per  spproximationom  inveniendi 

Anzeigen  eigner  Abhctndlungen. 


1814  Sept.  . . $eitei63 


Methodus  nova  integralium  valorcs  per  approximationcm  inveniendi  . . . 

181«  Sept.  . . 

— 202 

Determinatio  serici  nostrae  per  aequationem  differentiidem  secundi  ordinis  . 

— 107 

Bemerkungen  zu  diescr  Abhandlung 

— 230 

MITTHEIEUNGEN  UHER  VKRSCHI  EUENE  SCHR1FTEN. 

PxArr.  Methodus  generalia , aequationes  differentiarum  partialium , nec  non 

aequationes  differentiatos  vulgares,  utrasque  primi  ordinis,  inter  quot- 

cunque  variabiles,  complete  integrandi 

IMi  Juli  . . 

— 231 

Callet.  Tablc*  logarithmiQues 

ist»2  Not.  . . 

— 241 

Prassk.  Logarithmische  Tafeln  ftlr  die  2ahlen,  Sinus  und  Tangente»  . . 

1811  Mai  . . 

— 241 

Praes  s.  Tables  logarithmiques  pour  les  nombres,  1 es  sinus  et  les  tangentes 

tsn  Uec.  . . 

— 24  3 

Gatab.  Tafeln  zur  bcqucmcrn  ltorcchnung  des  Logarithmcn  der  Summe  oder 

Differens  zweier  GrOsse  n,  welche  selbst  nur  durch  ihre  Logarithmcn  ge- 

geben  sind 

1812  Nov.  . . 

— 14« 

PiNVica.  Abgeklirzte  Logarithmisch-Trigonometrische  Tafeln 

1817  Oct.  . . 

— 2«r> 

[Mattii: esse*.]  Tafel  sur  bequemern  Berechnung  des  Logarithmcn  der  Summe 

oder  Differens  zweier  Groaaen,  wclche  selbst  nur  durch  ihre  Logarith- 

men  gegeben  sind 

181»  Jan.  . . 

— 250 

Logarithmentafeln  mit  sechs  Ziffern 

1 $22  Dec.  , . 

— l&l 

Habbaoe.  Table  of  logarithms  of  the  natural  numbers 

l»]8  Jan.  . . 

— 253 

Hasslkb.  Tabulae  logarithmicae  et  trigonomctricac 

1831  Miri  . . 

— 255 

Ysga  und  HOlsse.  Sammlung  mathematischer  Tafeln 

1840 

— 235 

Veoa.  Thesaurus  Loganthmorum 

l»&i  Mai  . . 

— 257 

INTERPOLATION. 

NnrhLtt* 

Theoria  interpolationis  methodo  nova  tractata . 

— 285 

Bemerkungcn  zu  dieser  Abbandlung 

— 328 

ELLIPTISCnE  FUNCTIOXP.N. 

Abhandlung. 

Determinatio  attractionis,  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exerceret 

plancta,  si  eius  massa  per  totam  orbitam  ratione  temporis,  quo  singulae 

partes  describuntur,  uniformiter  esset  dispertita  ...  .... 

1818  Jan.  . . 

— 331 

Anieiqe  der  rorhergehendt-n  Abhandlung  . . 

ISIS  Febc.  . . 

— 157 

XackLii». 

De  origine  proprietatibusquo  generalibus  numerorum  mediorum  arithmetico- 

geometricorum. 

Ari,  l — fi. 

- 38« 
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l)e  functionibus  transcendentibus  quae  ex  differentiatione  mediorum  arithmetico -geometrico- 
rum oriuntur.  Art.  o — 11 Seit«372 

FortacUung  der  Untersuchungen  flber  das  arithmetisch - gcometrische  Mittel,  Art.  11—26.  . — 375 
Tabula.  Media  arithmetico- geometrica  intor  unitatem  et  sinua  singulorum  semigradum  . . — 403 

Lemniscatische  Functionen  (1.)  dargestellt  durch  Potens- Heihen — ioi‘ 

IvemniscatUche  Functionen  (II.)  dargestellt  durch  uncndliche  Producte  und  durch  trigonome- 

tiiiche  Keihen — ili 

Zur-.Thi>jinf,-ilr.r...xicutm-TranASceitdentfin 

I.  Anfcnge  der  der  Untersuchungen  fiber  die  ncuen  Transacendenten — 433 

II.  Zur  Theorie  der  transcendenten  Functionen  gehorig — «an 

III.  Neue  Anordnung  der  Thcoreme  in  Bestig  auf  diejenigen  Iloihen  und  unendlichen  Pro- 
ducte. welche  ru  der  Theorie  der  arithmetisch-geometrischen  Mittel  gehflren  . . . . — 4 4 6 

IU Hnndert  Thcnrumn  uber  die  ncuen  Trapucatidenten — sal 

V.  Allgemeine  Theoreroe — «7  e 

PenUgrammn  mirificum — 481 

Bcmrrkuntjen  —4*1 

Ztrri  SUindrucktafeln  tu  Snt*  3o  und  101. 
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